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Prefacio

I'n vuestras manos tenéis el libro con las conferencias y comunicaciones presentadas en el IV
Congreso Espariol sobre Tecnologias y Légica Fuzzy auspiciado por la asociacion del mismo
nombre y cuyo objetivo ha sido, como en ediciones anteriores, promover la investigacién en estos
campos poniendo un especial énfasis tanto en aquellos que se inician en la investigacién como en
la interaccién entre las Tecnologias Fuzzy y el mundo empresarial. No en vano las aplicaciones de
las Tecnologfas Fuzzy a nivel mundial han sufrido un enorme desarrollo duplicdindose anualmente
el nimero de aplicaciones comerciales durante los ltimos cuatro anos y llegando a alcanzar en
1993 las 1500 aplicaciones®.

Japén es el pais que ha desarrollado mas iniciativas en este campo y se encuentra a la cabeza
en cuanto a numero de aplicaciones desarrolladas, habiendo logrado liderar el mercado mundial.
EEUU y Europa han reaccionado més tardiamente ante el empuje y el impacto de los sistemas
Fuzzy. Asi, por ejemplo, el IV programa marco enfatiza los “Fuzzy Logic-based Systems” como
tema a desarrollar, lo que demuestra la importancia que la CEE concede al tema.

En nuestro pafs la investigacion en este campo cuenta con una tradicién y una calidad nada
desderiables. Se empezé a trabajar en este campo desde casi el mismo inicio de la teorfa de los
Fuzzy Sets en 1965 y hoy en dia podemos decir que estamos en el quinto lugar del mundo en
cuanto a la producciér de articulos cientificos si atendemos al niimero de trabajos presentados en
los congresos y publicados en las revistas especializadas. No obstante, se ha de reconocer que las
aplicaciones comerciales todavia son pocas y pensamos que debemos hacer un esfuerzo en este
sentido si no queremos que una vez mas nos encontremos que aquf creamos teorias interesantes
y otros pafses son los que las aplican y obtienen los beneficios comerciales de ello.

Buena muestra de la cantidad y calidad de los grupos de investigacién que trabajan en Fspana
en este campo son los cincuenta y dos trabajos que se han presentado en este congreso y que
se recogen en estas actas agrupados teméticamente en cinco apartados: Logica Fuzzy, Teoria,
Hardware, Decisién y Optimizacién, Control Fuzzy, Aprendizaje y Aplicaciones. También este
afio hemos aumentado el nimero de conferenciantes invitados a cuatro y creemos que la calidad
de los temas que desarrollaran puede ayudarnos a tener una idea global del estado de la cuestion
en la investigacién en Tecnologfas y Légica Fuzzy y en algunas de sus aplicaciones. Por ultimo,
hemos intentado que el apartado de las demostraciones de programas permitiera ver aplicaciones
a diferentes campos aunque estuvieran en este momento a nivel de prototipo. Asi, al cierre
de estas actas, podemos asegurar que el congreso contard con demostraciones de aplicaciones de
tecnologfas Fuzzy al control automético, a las bases de datos deductivas o a los sistemas expertos.

Desde aqui queremos agradecer a los conferenciantes su esfuerzo e interés por colaborar en nuestro
congreso y su contribucién a la calidad del mnismo.

QQueremos asimismo expresar nucstro agradecimiento al comité de programa por haber realizado
las revisiones de los trabajos con total prontitud y eficacia contribuyendo con ello a la calidad y

“Fuzzy Systems -+ An Overwcw. T Munkata & Y Jani. Communications of the ACM, marzo 1994, 37(3). ix



al buen desarrollo del congreso, a todas aquellas personas y entidades que de alguna forma han
colaborado en este congreso y muy especialmente al Comité Organizador por su abnegada labor,
al TITA por su acogida y al Excelentisimo Ayuntamiento de Blanes, a la CIRIT y al CSIC por su
colaboracion.

Francesc Esteva
Pere Garcia
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Fuzzy Sets in Automated Reasoning :
Problems and Methods

Didier Dubois and Henri Prade

Institut de Recherche en Informatique de Toulouse (I.LR.I.T.) - C.N.R.S.
Université Paul Sabatier, 118 route de Narbonne
31062 Toulouse Cedex — France
Email: {dubois, prade } @irit.irit.fr — Fax: (+33) 61.55.62.39

Abstract

This short paper about fuzzy set-based reasoning
first emphusizes the three main semantics for fuzzy sets .
similarity, preference and uncertainty. The difference
between truth-functional many-valued logics of vague or
gradual propositions and possibilistic logic (which
handles uncertainty in a non-compositional way) Is
stressed. Two fuzzy extensions of classical logic
entailment, pertaining respectively to nonmonotonic
reasoning and to similarity-based approximate reasoning
are contrasted. Various kinds of fuzzy set-based reasoning
are briefly outlined : fuzzy deductive reasoning about
flexible constraints, reasoning under uncertainty and
inconsistency, exception-tolerant plausible reasoning
using generic knowledge, hypothetical reasoning in
possibilistic logic, interpolative reasoning and abductive
reasoning with uncertain relationship berween disorders
and manifestations and with uncertain observations. Open
problems are listed in the conclusion.

Key Words
similarity, preference, uncertainty, nonmonotonic
reasoning, approximate reasoning, possibilistic logic

1 The semantics of fuzzy sets

Fuzzy sets seem to be relevant in three classes of
applications : classification and data analysis,
reasoning under uncertainty, and decision-making
problems. These three directions, that have been
investigated by many researchers, actually
correspond and/or exploit three semantics of the
membership grades, respectively in terms of
similarity, uncertainty and preference. Indeed,
considering the degree of membership Lp(u) of an
element u in a fuzzy set F, defined on a referential U,
one can find in the literature, three interpretations of
this degree

sdegree of similarity : pg(u) is the degree of
proximity of u from prototype elements of F.
Historically, this is the oldest semantics of
membership grades (Bellman, Kalaba and Zadeh,
1966). This view is particularly suitable in
classification, clustering, regression analysis and the

Teerologias y [ogica Fuzzy'94

like, where the problem is that of abstraction from
a set of data ;

*degree of preference : F represents a set of
more or less preferred objects (or values of a decision
variable x) and pp(u) represents an intensity of

preference in favor of this object, or the feasibility of
selecting u as a value of x. This view is the one later
put forward by Bellman and Zadeh (1970) ; it has
given birth to an abundant literature on fuzzy
optimisation and decision analysis. Applications
pertain to design and planning problems ;

sdegree of uncertainty : this interpretation was
proposed by Zadeh (1978) when he introduced
possibility theory. wg(u) is then the degree of

possibility that a parameter x has value u, given that
all that is known about it is that "x is F". Possibility
can convey an epistemic meaning (F then describes
the more or less plausible values of x) or a physical
meaning (L(u) being the degree of ease of having

x=u). Viewing pp(u) as a degree of uncertainty only

refers to the epistemic interpretation. The physical
meaning of possibility has more to do with preference
and feasibility.

Note that some semantics are in some Sense
more basic than others in the sense that they can be
operationally measured : similarity is evaluated via
distance indices, and feasibility may be measured by
costs (as in toll sets, Dubois and Prade, 1993).
Preference and plausibibility are derived notions,
among others because of their epistemic nature.
Preference may be a function of cost ; it may also
reflect similarity with respect to an ideal object.
Plausibility may also be viewed as similarity with
respect to a maximally plausible situation. However it
can be as well construed as an upper bound on a
frequency (and this is how probability and possibility
get connected) or a likelihood function.

Another point is that although fuzzy sets have been
introduced with a numerical flavor, a membership
function is not necessarily mapped on a set of
numbers, but an ordered set such as a complete lattice
is enough. A membership function can even be
construed as an ordering relation 2 g, attached to a
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predicate F, where u 2 u' means that u 1s more F
than u'. A fuzzy relation R on U x U can also be
viewed as a ternary relation (on U3), i.e., a collection
{ 2y, u € U} of binary relations that are complete
preorderings. Then pR(u,u' )2 R(u,u") can represent
a situation where u2,u", which reads u' is closer to

u than u". These structures are common in
conditional logics of counterfactuals (Lewis, 1973).

However, reducing a fuzzy set to an ordering
relation between elements prevents one from directly
defining fuzzy set-theoretic aggregations. It has been
well known from a long time that there is no simple
way of aggregating ordering relations (due to
Arrow's impossibility theorem). These difficulties are
by-passed by assuming that degrees of membership
to fuzzy sets pertaining to unrelated concepts are
commensurate. This is done by resorting to a
common membership scale (that need not be
numerical). This commensurability assumption is
often taken for granted and never emphasized in the
literature. Yet, it is better to state it clearly in the face
of newcomers to the theory, as it sheds light on
potential limitations of the fuzzy approach and helps
locating it within alternative settings such as
measurement theory and multiple-criteria decision
analysis.

2 Fuzziness versus uncertainty

From now on, let us consider the relevance of
fuzzy set theory for knowledge representation and
automated reasoning, and more generally Artificial
Intelligence. First there always remains some
confusion in the fuzzy literature on the potential of
fuzzy sets for handling uncertainty. This state of
confusion can be exemplified in some texts by fuzzy
set proponents claiming that probability theory
models randomness while fuzzy set models
subjective uncertainty (hence ignoring subjective
probability). It is also present in the expert systems
literature where certainty factors have been confused
with membership grades. It also pervades the
antifuzzy literature where the truth-functionality of
conjunction, disjunction and negation in fuzzy logic
1s considered as mathematically inconsistent [see
(Elkan, 1993) for a recent restatement of this fallacy].

In fact, insofar as fuzzy sets model vague
predicates, membership grades model degrees of
truth of vague propositions, not degrees of
uncertainty.  In  the scope of knowledge
representation, truth is a matter of convention, while
uncertainty reflects incomplete or contradictory
knowledge. In classical logic the convention is that
truth 1s binary. Fuzzy set theory (and before,
multivalued logics) has modified this convention.
This shift in convention does not entitle degrees of

truth to be interpreted as degrees of uncertainty.

Degrees of uncertainty can be attached to a crisp
proposition in order to model the fact that it is not
known whether this proposition is true or false
Uncertainty is at the meta-level with respect to truth.
[n classical logic truth is binary (true or false) while
uncertainty is ternary (surely true, surely false, or
unknown). In probability theory, truth is usually
binary (crisp propositions) while uncertainty takes on
all values in the unit interval. In fuzzy set theory truth
is many-valued but there is no uncertainty insofar as
the element, the membership grade of which is
computed, is precisely located. Fuzzy-truth values
(which Zadeh has claimed to be typical of fuzzy
logic) are possibility distributions that describe
partially unknown truth-values.

As pointed out above, it happens that a degree ot
membership pp(u) is interpreted as a degree of
uncertainty instead of a degree of truth. But this
degree of uncertainty is not attached to the fuzzy
proposition 'X is F' when it is known that X=u, but
to the non-fuzzy proposition X=u, when all that is
known is that the value of X is somewhere in the
support of F.

This discussion (see also Dubois and Prade,
1994) leads to two entirely different cxtensions of
classical logic that exploits the notion of a fuzzy set :

*many-valued logics that were proposed before
fuzzy set theory came to light. They are exclusively

devoted to the handling of vague propositions p. The
underlying algebraic structure is weaker than a
Boolean algebra, and can be consistent with truth-

values t(p ) that lie in the unit interval and remain
truth-functional. The truth-functionality is not
compulsory however. For instance suppose that the
vagueness of predicates stems from an
indistinguishability relation (Ruspini, 1991) that blurs
the set of interpretations of the language. Then a
Boolean proposition p is actually understood as a

fuzzy proposition p whose models are close to
models of p Let [p] be the set of models of p and

R(p)=[p]o R the fuzzy set of models close (in the
sense of fuzzy relation R) to models of p. Then

generally, R(pag)c R(p) n R(q), without equality,
so that truth-values t(p) are not truth-functional with
respect to conjunction.

spossibilistic logic that is built on top of classical
logic, and where each crisp proposition is attached a
degree of certainty N(p) such that N(p) = 1 iff p is
surely true and N(p)=0 expresses the complete lack
of certainty that p is true (either p is false when
N(=p) = I, or it is unknown if p is true or false and
then N(-p)=0). The degree N(p) is compositional for

conjunction only (N(pAq) = min (N(p), N(g)), and



Nipvqg) 2 max (N(p). N(q)) generally. For instance,
if g=-p. pvq I1» tautological, hence surely truc

(N(pvqg) = 1), but p may be unknown (N(p) = N(—p)
= (). Morcover N(—=p)=1 - [ (p) where [I(p) 1s the
degree of possibility of proposition p. Functions N
and [T stem from the existence of a fuzzy set of more
or less possible worlds, one of which 1s the actual
one. It is described by means of a possibility
distribution 7 on the interpretations of the language,

and N(p) = | - sup {m(w), or=-p}=1 - [1(-p), i.e,
N(p) is computed as the degree of impossibility of the
proposition —p.

In possibilistic logic a fuzzy set describes
incomplete knowledge about where the actual world
is, while in many-valued logics fuzzy sets describe
the extensions of vague predicates.

3 Two fuzzy extensions of classical

entailment

In classical logic, a proposition p entails another
proposition q whenever each situation where p is true
is a situation where q is true. Entailment is denoted

=, and p = q means [p] C [q] where [p] is the set of
models of p.

In possiblitistic logic, the type of inference
which 1s at work is plausible inference. The
possibility distribution 7 on the set of interpretations
encodes an ordering relation that ranks possible

worlds @ in terms of plausibility. Then p plausibly
entails q if and only if g is true in the most plausible

situations where p is true, i.e., max[p] < [q], where

max[p] = { ® € [p), m(®) maximal}. This type of
inference is also called "preferential inference" in
nonmonotonic reasoning. In contrast, inference in
similarity logics (introduced by Ruspini (1991)) is
dual to preferential inference. The set of
interpretations of the language is equipped with a
similarity relation R. Then p entails approximately q
in similarity logic if all the situations where p is true

are close to situations where q is true, i.e., [p] <
support[R(q)]. More generally, a degree of
strength of the entailment can be computed as

I p)=inf e [p] SUP w'e [q] HR(0,w").It plays
in similarity logic the same role as a degree of
confirmation in inductive logic. In possibilistic logic
the counterpart of 1(glp) is the conditional necessity

N(qlp) computed from m, i.e., N(qlp) = N (=pvq) >

0if [Tgap)>TT (=g Ap). and N(glp) = 0 otherwise.
These newly emerged notions of fuzzy set-based

inference certainly deserve further developments., and

lead to very different types of logic. Of interest is the
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study of their links to the usual entailment principle of
Zadeh, and various extensions of consequence
relations in multiple-valued logic, as studied by
Chakraborty (1988), Castro et al. (1994).
Comparison and combinations of similarity logic and
possibilistic logic are also worth-investigating (e.g.,
Godo et al., 1994 ; Dubois and Prade, 1992).

4 Various Kkinds

reasoning

Fuzzy sets offer a powerful tool for the
modelling of various kinds of commonsense
reasoning, where the three semantics of membership
functions interfere. Let us review some of them.

of approximate

Fuzzy deductive inference

This type of approximate reasoning has been
advocated by Zadeh in the mid-seventies, as a
calculus of fuzzy restrictions. The principles of this
approach are as follows : consider a set of statements
(in natural language, for instance). Each statement is
translated into a possibility distribution that relates
concemned variables. Then all possibility distributions
are conjunctively combined (using minimum
operation) into an overall possibility distribution 7.
Reasoning consists in projecting 7T over various
subsets of variables of interest. This type of inference
is a generalization of constraint propagation to
flexible constraints, provided that one interprets each
statement as a requirement that some controllable
variable must satisfy. Then the possibility
distributions model preference, and inference come
down to consistency analysis (such as arc-
consistency, path-consistency, etc) in the terminology
of constraint-directed reasoning. The advantage of
fuzzy deductive inference is to directly account for
flexible constraints and prioritized constraints, where
the priorities are modelled by means of necessity
functions (see Dubois, Fargier and Prade, 1993).
Reasoning under uncertainty and
inconsistency

A possibilistic knowledge base K is a set of
pairs (p, s) where p is a classical logic formula and s
is a lower bound of a degree of necessity (N(p) = s).
It can be viewed as a stratified deductive data base
where the higher s, the safer the piece of knowledge
p. Reasoning from K meauns using the safest part of
K to make inference, whenever possible. Denoting

Kg=1{p(ps)c Kis=a }, the entailment K+ -
(p.ou) means that K .- p. K can be inconsistent and
its inconsistency degree is mnc(K) = sup{o, Ki—

(L,0)} where L denotes the contradiction. In contrast
with classical logic. inference in the presence of
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inconsistency  becomes non trivial, This 1s the case
when Ko (p.a) where o » wc(K). Then it means
that p follows from a consistent and safe part of K (at

least at level o). This kind of syntactic non-trivial
ference is sound and complete with respect to the
above defined preferential entailment. Moreover

adding p to K and nontrivially entailing q from K U
{ p } corresponds to revising K upon learning p, and
having q as a consequence of the revised knowledge
base. This notion of revision is exactly the one
studied by Gardenfors (1988) at the axiomatic level.

Nonmonotonic plausible
generic knowledge
Possibilistic logic does not allow for a direct
encoding of pieces of generic knowledge such as
“birds fly". However, it provides a target language in
which plausible inference from generic knowledge
can be achieved in the face of incomplete evidence. In
possibility theory "p generally entails q" is

inference using

understood as "pAq is a more plausible situation than
pA—q”. It defines a constraint of the form [[(paq) >

[I(pa—~q) that restricts a set of possibility
distributions. Given a set S of generic knowledge
statements of the form "p; generally entails q;", a

possibilistic base can be computed as follows. For
each interpretation w of the language, the maximal

possibility degree m(w) is computed, that obeys the
set of contraints in S. This is done by virtue of the
principle of minimal specificity (or commitment) that
assumes each situation as a possible one insofar as it
has not been ruled out. Then each generic statement is

turned into a material implication ~p;vq;, to which

N(—~p;vq;) is attached. It comes down, as shown in

Benferhat et al. (1992) to rank-order the generic rules
giving priority to the most specific ones, as done in
Pearl (1990)'s system Z. A very important property
of this approach is that it is exception-tolerant. It
offers a convenient framework for implementing a
basic form of nonmonotonic system called "rational
closure” (Lehmann and Magidor, 1992), and
addresses a basic problem in the expert system
literature, that is, handling exceptions in uncertain
rules.

Hypothetical reasoning

The idea is to cope with incomplete information
by explicitly handling assumptions under which
conclusions can be derived. To this end some literals
in the language are distinguished as being
asssumptions. Possibilistic logic offers a tool for
reasoning with assumptions. It 1s based on the Fact

that 1n possibilistic logic a clause (=hwvq,a) is
semantically equivalent to the formula with a

symbolic weight (g, min (o, t(h)) where t(h) 1s the
(possibly unknown) truth value of h. The set of
environments in which a proposition p is true can
thus be calculated by putting all assumptions in the
weight slots, carrying out possibilistic inference so
as to derive p. The subsets of assumptions under
which p is true with more or less certainty can be
retrieved from the weight attached to p. This
technique can be used to detect minimal inconsistent
subsets of a propositional knowledge base (see
Benferhat et al., 1994).

Interpolative Reasoning

This type of reasoning is at work in fuzzy
control applications, albeit without clear logical
foundations. Klawonn and Kruse (1993) have shown
that a set of fuzzy rules can be viewed as a set of
crisp rules along with a set of similarity relations.
Moreover an interpolation-dedicated fuzzy rule 'if is
Athen Y is B" can be understood as "the more x is A
the more Y is B" and the corresponding inference

means that if X=x and o = L A(x) then Y lies in the
level cut B,. When two rules are at work, such that

o= pA](x), ap= qu(x), then the conclusion

Ye (B )0‘1 N ( B2)0(2 lies between the cores of B

and B9, i.e., on ordered universes, an interpolation

effect is obtained. It can be proved that Sugeno's
fuzzy reasoning method for control can be cast in this
framework (Dubois, Grabisch, Prade, 1994). More
generally interpolation is clearly a kind of reasoning
based on similarity (rather than uncertainty) and it
should be related to current research on similanty
logics. More generally similarity relations and fuzzy
interpolation methods should impact on curnent
research in case-based reasoning.

Abductive reasoning

Abductive reasoning is viewed as the task of
retrieving plausible explanations of available
observations on the basis of causal knowledge. In
fuzzy set theory causal knowledge has often been
represented by means of fuzzy relations relating a set
of causes C to a set of observations S. However the
problem of the semantics of this relation has often
been overlooked. pLR(c,s) may be viewed either as a
degree of intensity or a degree of uncertainty.
Namely, when observations are nol binary, pg(c.s)
can be understood as the intensity of presence of
observed symptom s when the cause ¢ is present.
This is the traditional view in fuzzy set theory. It
l>ads to Sanchez (1977) approach to abduction, based



on fuzzy relational equations. Another view has been
recently proposed by the authors, where by pp(c,s)

is understood as the degree of certainty that a binary
symptom s ts present when ¢ is present. A dual
causal matrix R’ must be used where [ (c,s) is the
degree of certainty that a binary symptom s is absent
when c is present. On such a basis the theory of
parsimonious covering for causal diagnosis by Peng
and Reggia (1990) can be extended to the case of
uncertain causal knowledge and incomplete
observations. This method is currently applied to
satellite failure diagnosis (Cayrac et al., 1994).

5 Conclusion and open problems

Fuzzy sets open a lot of new areas of research,
or at least a new way of investigating old questions in
a unified way. They are useful to model vague
predicates in reasoning, but also for coping with
incomplete information. Fuzzy sets are also a natural
framework for reasoning with similarity and
preference. A number of open problems remains,
some of which are listed hereafter :

A syntax for fuzzy logic

A lot of works have been done in fuzzy logic at
the semantic level, but few papers address the
question of finding a proper syntax. Most of these
papers (e.g., Pavelka, 1979) put intermediary truth-
values in the object language. The only well-known
axiomatic system is the one for Lukasiewicz logic,
that relies on MV-algebras. But Zadeh's fuzzy logic
is not based on MV-algebra. Offering a syntax to
Zadeh's fuzzy logic may cancel the main objection
raised by logicians against fuzzy set theory.

Refining the min-based ordering

Fuzzy constraint satisfaction is based on the idea
of finding a solution that best satisfies the most
violated constraint. A lot of solutions may remain
indiscriminated in such a process. The question is
how to refine this ordering while remaining faithful to
that egalitarian principle. Several proposals are being
studied that derive from set-inclusion and
lexicographic methods borrowed from nonmonotonic
reasoning and social sciences (e.g., Fargier et al,,
1993).

Implementing nonmonotonic reasoning systems in
possibilistic logic.

So far only rational and preferential inference
have been captured. Some other forms of
nonmonotonic reasoning approaches such as
circumscription (Benferhat et al., 1993) and default
theory (Yager, 1987) should be investigated with this
purpose in view.
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Expressing and handling independence statements in
possibility theory

Commonsense exception-tolerant reasoning
relies not only on generic rules, but also on
independence assumptions. In logic the treatment of
independence is done systematically due to the
monotonicity of the inference. Independence is well-
mastered in probability theory but deserves a lot of
investigations in possibility theory. Preliminary
results can be found in (Dubois et al., 1994)

Defining a full-fledged logic of similarity

The purpose is to handle approximate reasoning
problems and account for interpolation. Especially it
might be useful to cast both similarity logic and
possibilistic logic in the same setting so as to come up
with a system of approximate inference under
incomplete information.

Fuzzy abduction with prior knowledge

All fuzzy relational abductive reasoning methods
neglect the fact that the retrieval of causes is partially
based on prior knowledge especially when
obervations are scare. Bayesian methods of diagnosis
exploit prior knowledge. How to account for prior
knowledge using fuzzy methods ?
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Resumen

El largo letargo en el que estaban sumidas las
técnicas operativas para el estudio de la
economia y gestién de empresas, parece haber
llegado a su fin con la incorporacién de unos
nuevos elementos, con base en la teorfa de los
subconjuntos borrosos.

Los textos vigentes hasta hace poco en las
Universidades de los paises con mayor
tradicién y prestigio, han utilizado como
instrumentos para la descripcién y tratamiento
de la realidad econémica de los paises y las
empresas, unos modelos construidos con la
utilizacién de las matemdticas de la certeza 'y del
azar. Pero las transformaciones operadas en la
sociedad, los cambios que se han ido
produciendo en los sistemas empresariales, han
obligado a una reflexién en tomo a la idoneidad
de tales modelos.

Tras unos anos de trabajos y después de no
pocos ensayos tendentes a insertar unda nueva
manera de enfocar la solucién a los problemas
econémicos-financieros, se ha llegado a un
momento en el que parece reducirse la
resistencia, por otro lado comprensible, de
quienes, profesores e investigadores, se hallan
asentados en unos conocimientos que la
tradicion les ha legado. y asf, junto a unas
matemdticas de la certeza y del azar, se estdn
empleando, ahora, unas matemdticas de la
incertidumbre.

Palabras clave: economia, expertos, ges-
tién, incertidumbre, subconjunto borroso.

1 Introduccion
El saber cientifico no debe describir y tratar el
universo que nos gustaria vivir sino el que
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realmente vivimos. Para ello serd necesario
poner fin a los conocimientos “sagrados” de las
leyes ciertas que describen un mundo estable y
crear una nueva racionalidad basada en la
inestabilidad que conduce a la incertidumbre,
aunque transgredir estas leyes exija volver a
pensar las ciencias e incluso la filosofia. Asimis-
mo serd necesario hallar un lenguaje que permita
responder a las preguntas profundas que se estdn
planteando en estos dltimos afios del siglo.

No es posible olvidar que la ciencia
occidental, consagrada durante muchos siglos,
se basa en una idea que es, en si misma,
original: la idea de las leyes de la naturaleza.
Segtin ella, la naturaleza estd obligada a seguir
ciertas reglas que conducen a estructuras basadas
en la certeza, en las cuales no existe diferencia
entre pasado y futuro: se trata, por lo tanto, de
una visién intemporal del universo. Esto queda
ya patente en las leyes de Newton, vy
curiosamente, aquellas que se han considerado
como las dos grandes revoluciones del siglo
XX, la “mecénica cuéntica” y la “relatividad”, no
han hecho mds que abonar esta visién. A pesar
de ello, cada vez resulta més patente que esos
planteamientos se hallan en contradiccién con el
aspecto evolutivo del universo, y, por ello, con
el aspecto evolutivo del ser humano.

Creemos que hay que llegar a una idea
darwiniana de la evolucién del universo, y dejar
aparte una idea geométrica. Es necesario
describir el universo y como este universo es
inestable se produce la incertidumbre. Pero
incluso de la incertidumbre se pueden extraer
ciertos comportamientos expresables la mayor
parte de ellos mediante posibilidades, algunos a
través de probabilidades y muy pocos por la
certeza.
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Pero no resulta honesto cerrar los 0jos y decir
que se cree en las certezas, aunque €stas no
residen en nuestro mundo. La incertidumbre
puede ser una forma de representar las
inestabilidades y a través de ella intentar
comprender el papel que juegan en unas reglas
de la naturaleza. En el fondo, intentamos
encontrar una puerta angosta, €n un universo
determinista que resulta alienante ya que en €l
todo se halla predeterminado e inscrito en el Big-
Bang. Serda un universo incierto, pero que
responde a unas determinadas normas de
conducta. La novedad se halla en la conversion
de normas de conducta de los sistemas inciertos
en leyes que pueden ser formalizadas de una
manera cierta.

2 Notas acerca de la evolucion de

las ciencias econOmicas

En este marco, la fenomenologia econémica
no constituye una excepcion. A diferencia de
cuanto sucedia en épocas pretéritas, en las cuales
los acontecimientos tenian lugar de manera lenta
y la evolucion se producia a través de extensos
periodos en los cuales la capacidad de reaccion
frente a los cambios era total, actualmente la
actividad social se halla en permanente
ebullicion.

Ha sido sobre todo a lo largo de los dltimos
decenios cuando més importantes han sido los
cambios, no s6lo en cuanto a los hechos y los
fenémenos, sino también en los
comportamientos y en las ideas. Asi, valores
tradicionales como la laboriosidad,
perseverancia, paciencia que durante tantos
siglos han constituido un todo monolitico y una
guia para los seres en sociedad, han estallado
hecho anicos para ser sustituidos por otros
valores tales como la audacia, el espiritu
competitivo, ...apareciendo lo que ya se ha
denominado “reino de la imagen”. Ante este
contexto, parece licito preguntarse como se
puede concebir una actividad cientifica cuando el
pensamiento humano, cargado de un alto grado
de subjetividad, intenta encontrar, entre tanto
cambio, 1o objetivo. Quizés sea en la busqueda y
no en el hallazgo, cuando se desarrolla el
conocimiento.

Pero como afirmaba, con tanta frecuencia,
Fran¢ois Perroux: la ciencia se desarrulla a
traves de las necesidades de la realidad de cada

momento y como consecuencia de ello,
continuaba, las estructuras sociales actian y
condicionan el pensamiento econémico. No es
de extrafiar, por ello, que la estabilidad en el
progreso de los conocimientos econémicos ha
dado paso a la eclosién de nuevas 1deas que, en
direcciones muy diferenciadas, pretenden dar
respuesta a los numerosos problemas que la
sociedad actual tiene planteados.

La economia, quizds la mas joven entre la
ciencias sociales, aparece de manera tardia y el
pensamiento que gira a su entomo, se estructura
inicialmente en base a una matemaética
mecanicista entre 1880 y 1914 con el Equilibrio
General (Walras, Pareto, Cournot, Edgewort,

..). Se observa que la incorporacién de
conceptos, métodos y técnicas, no siempre ha
sido fruto de una elaboracion interna.

En efecto, frente a una realidad cuya
caracteristica fundamental es la estabilidad en la
vida social y en las relaciones economicas,
grupos de estudiosos intentan formalizar los
procesos que en ella acontecen. En este intento
se aproximan a otros campos del conocimiento y
observan los elementos que en ellos se utilizan.
En el 4mbito de la fisica y de la quimica, entre
otros, la experimentacion tiene lugar en objetos o
sustancias, cuyo comportamiento se cree
mecénico, por lo que la matemaética de la certeza
constituye un instrumento idéneo para describir
la naturaleza de los fenémenos que se producen.

La transposicion al campo de la economia da
lugar al nacimiento del marginalismo, que
necesita crear un ente artificial como sujeto de la
actividad econdémica: el “homo veconomicus”.
Este ser, desprovisto de toda sensacién, toma
decisiones unicamente a través de estimulos
racionales, puramente mecédnicos. Se trata, en
definitiva de una primera version del “hombre-
robot”, un hombre carente de alma y de
imaginacién. En este contexto se utiliza la
mecénica cldsica de Lagrange, lo que da una
impresién de rigor, en lo que Perroux llama al
“laxismo del discurso econémico™. El hombre se
halla sujeto a unas leyes, que le llevan
indefectiblemente a un futuro predeterminado.

Esta deformacion y a la vez resuncion de los
acontecimientos, ha hecho que la matematica del
determinismo haya tenido tanto predicamento, y
haya imperado y continte imperando aun hoy,
en muchos dmbitos de la actividad cientifica en la
economia y gestion de empresas. Pero con el



devenir de los tiempos, se inician en la sociedad
importantes cambios que tienen cada vez mayor
presencia en el campo econémico. Se levanten
ciertas voces clamando por una nueva manera de
enfocar los problemas y subrayando la
insuficiencia de la matemdtica mecaniscista para
describir la nueva sociedad que estaba
emergiendo.

Este cambio radical, se produce a partir de la
segunda guerra mundial. Se renuncia a la figura
del “hombre robot”, se considera el tiempo
irreversible, se evita formalizar al fatalismo de la
predestinacion, dando al hombre oportunidad de
elegir libremente su futuro, un futuro del que es
protagonista activo y no mero engranaje de una
cadena predeterminada.

De nuevo una segunda generacion de
estudiosos de la economia buscan, en otros
ambitos del conocimiento, los instrumentos que
permitan describir primero y tratar después, una
realidad que va conociendo sucesivas
mutaciones y que da lugar a una fenomenologia
de muy dificil descripcién con los conocimientos
oficiales existentes. Una vez mds se gira la
cabeza hacia otras ciencias y se comprueba que,
por ejemplo, en el d4mbito de la fisica o de la
quimica, un experimento es capaz de ser repetido
practicamente en las mismas o similares
condiciones un elevado nimero de veces. De
estas repeticiones los cientificos son capaces de
extraer una ley de comportamiento. Se
incorporan, asi, las matemdticas del azar en los
estadios econémicos y de gestién. Se trata de un
nuevo mecanicismo pero que resulta mucho mas
adecuado para tratar un mundo en el que los
cambios constituyen, cada vez més, uno de los
elementos centrales. A partir de ley empirica del
azar primero, y de los axiomas de Borel-
Kolmogorov después, el concepto de
probabilidad constituye el elemento que permite
un cambio fundamental en la investigacion
cientifica de la economia y gestion de empresas.

Pero la situacién actual, carecterizada por
unos cambios brusco e inesperados en
direcciones muchas veces contrapuestas, nos ha
llevado, en los dltimos anos, a replantear de
nuevo el empleo de las técnicas normalmente
utilizadas para el tratamiento de una realidad, que
de tan cambiante se ha convertido en incierta.
Porque ;es posible pensar en este final de siglo
que los fenémenos sociales, econoémicos y de
gestion, que se producen en el gobiemo de las
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naciones y en la direccion de las empresas son
susceptibles de repeticion en iguales o parecidas
circunstancias? Desde otra perspectiva ;se
puede decir que en la actualidad los fen6menos
sociales, econémicos o de gestiébn cumplen la
axiomatica de Borel-Kolmogorov? Dificilmente
nuestra realidad permite una respuesta
afirmativa.

3 Laincertidumbre enla economia

y la gestion de empresas

En el ambito de las ciencias econémicas, el
concepto de decisiéon constituye uno de los
términos mds utilizados. Tanto es asi que, para
muchos, l1a economia es la ciencia de la decision.
Pues bien, por el hecho de que en los sistemas
econémicos se estdn produciendo procesos de
aceleracién y desaceleracién que no siempre van
en la misma direccion, tienen lugar en un seno
tensiones, de naturaleza diversa, que provocan
importantes problemas derivados de la ausencia
de una plataforma de futuro con la suficiente
estabilidad para tomar decisiones en base a la
previsiéon de magnitudes que permita acotar
convenientemente el devenir de los
acontecimientos.

En este ambiente, los ejecutivos deben
adoptar unas decisiones con una repercusion
econdémica y financiera que no se limita al
momento en que son tomadas sino que se
prolongan, en muchos casos, a lo largo de
varios afios. Las dificultades de prevision y
estimacion, consustanciales en todo ejecutivo,
van aumentando cada vez mas como
consecuencia de un reciente clima de
incertidumbre. Resulta evidente que "los hechos
de la naturaleza son inciertos; el entorno
econémico, social, financiero de las empresas
cambia incesantemente; los actos del hombre -
porque es libre y dotado de imaginacién- como
las relaciones entre los hombres porque €stos no
son robots, son las causas profundas de la
incertidumbre™ [1].

Nuestra preocupacion, nuestros trabajos y
reflexiones [2] van encaminadas a poner de
manifiesto que incluso sin poder medir de
manera formal o mediante la probabilidad,
también se puede aspirar a un comportamiento
racional. Los hechos susceptibles de verdadera
repeticion, pertenecen quizds al dmbito de la
naturaleza, de la fisica, de la quimica, de la
astronomia, e incluso de la biologia, pero el
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hombre introduce, ademéas de los hechos
inciertos de la naturaleza, los que provienen de
su libertad, de su poder de imaginacién.

En el 4mbito de la economia y la gestion de
empresas, se han realizado intentos, creemos
que de manera parcial logrados, de crear unos
elementos capaces de realizar el adecuado
tratamiento de los fendmenos que tienen lugar en
el seno de los estados y de las empresas, cuando
su conocimiento tiene lugar de manera poco
precisa. Para ello se han utilizado la teoria de los
errores, la de los intervalos de confianza, la de
los nimeros borrosos, de los subconjuntos
borrosos y todas las generalizaciones propuestas
que ya hemos empleado[3]. Pero insistimos en
un punto: si se puede medir, hay que hacerlo. Y
si no se puede medir utilizar en su defecto lo
perceptible.

En este sentido, se puede comprobar que, en
los esquemas tradicionales, dada la
imposibilidad de recoger con precisién la
compleja e incierta realidad econémica, se
recurre a una simplificacién inicial para realizar
los desarrollos posteriores en base a estos
elementos simplificados. Las posibles
desviaciones iniciales se van acumulando y
ampliando a medida que el proceso operativo
avanza. Se pierde ademds una informacion desde
el principio que ya no se va a recuperar.

Por nuestra parte preferimos recoger los
fenomenos economicos y de gestion con su
incertidumbre, para realizar los pertinentes
desarrollos conservando la imprecisién (y
también toda la informacién) para hacerla “caer”
lo mas tarde posible, dado que siempre es
posible (perdiendo informacién) reducir la
incertidumbre.

Las posibilidades de utilizacion de este
camino han sido numerosas y van desde las
previsiones a largo y corto plazo, pasando por la
seleccion de personal, circulos de calidad y un
largo etcétera.

4 Lasubjetividaden el expertizaje

Se ha repetido hasta la saciedad que
fundamentar los estudios econdmicos y de
gestion en la opinion de un experto, por muy
cualificado que sea comporta, en el mejor de los
casos, la asuncion de un alto riesgo que
dificilmente podrd ser asumido por quienes
tienen la responsabilidad de la gestién en
empresas e instituciones. A pesar de ello, en una
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primera fase nuestros esfuerzos se encaminaron
a recoger, y en lo posible ampliar, los elementos
l6gicos y mateméticos que pudieran ser
utilizados, previamente instrumentalizados, para
el tratamiento de los problemas en un mundo de
incertidumbre practicamente imposible de
probabilizar.

A pesar de que los acontecimientos se
suceden, se superponen, nacen y mueren y nos
traen junto con el temor la alegria de algunos
éxitos, alegrias ma4s raras que las inquietudes, es
necesario realizar previsiones de la mejor manera
posible, y ello, con los conocimientos y las
informaciones que casi siempre son subjetivas,
deficientemente transmitidas o deformadas de
manera mé4s o menos voluntaria. Existen,
evidentemente, verdades que son absolutamente
objetivas y que negarlo rozaria la insensatez,
pero hay muchisimas que s6lo son subjetivas,
sobre todo las que se refieren al futuro proximo,
a medio plazo, y, con mayor razon, a largo
plazo.

Las empresas y las instituciones, se hallan
rodeadas de consejeros, de expertos, de
especialistas, de personas que se consideran con
sentido comin. Sin embargo, las opiniones
individuales no son suficientes y, atn resultando
cada vez més complicado es conveniente realizar
deducciones hacia uno o varios objetivos
elegidos y adaptados.

Y como se han hallado algunos buenos
modelos matemadticos, han sido empleados para
escapar de un exceso de desorden conceptual. Es
necesario que exista un cierto desorden, ya que
sin €l no poseeriamos el don preciado de la
imaginacién. También es necesario el orden,
pero dentro de unos ciertos limites. Demasiado
orden convertiria al hombre en un robot. La
playa de entropia, en donde se sitda el
pensamiento y la decision entre el exceso de
desorden y el exceso de orden, constituye una
concepcion muy logica y portadora de los mds
adecuados frutos para una existencia equilibrada
y, en definitiva, feliz.

Ahora bien, una opinion de experto no es una
decision, ni siquiera la preparacion de
decisiones. Esta opinion (u opiniones) se halla
en un estrato superior y puede servir de base a
las elecciones que deberan ser tomadas en el
futuro. Y, como consecuencia d¢ que en
economia cada vez mas se debe recurrir a la
opinién de los expertos, al ser muy dificil y a



veces imposible realizar medidas, se escogen
como informaciones basicas las opiniones de
personas cualificadas, a veces especialistas, a
veces personas que poseen unos conocimientos
en numerosos 4mbitos.

La subjetividad hace referencia a un individuo
0 a unos pocos. este tipo de conocimiento
constituye también un modelo (el cerebro
humano estd construido para modelizar), pero
comparado con el de los otros puede resultar
diferente e incluso muy diferente. En esto
consiste nuestra libertad de pensamiento, esta
valiosisima libertad de pensamiento.

5 La agregacidn de opiniones

En un segundo estadio hemos manejado, de la
mejor manera posible, la opinién de los
expertos, subjetiva y en algunas ocasiones
objetiva, a través de ciertos métodos que han
permitido un nuevo camino para el tratamiento
de las informaciones necesarias con objeto de
preparar una decision. Manipular adecuadamente
la intuici6én, nuestra intuicién y 1a de los dema4s,
en esquemas correctos ha sido una de las bases
para el desarrollo de una economia de la
incertidumbre.

Se acostumbra a tomar como punto de partida
de todo expertizaje la comparacion, a través del
conocimiento abstracto o concreto. Para casos
importantes, se recurre a varios expertos, lo que
obliga a realizar comparaciones, agregaciones, a
saber si se aceptan o rechazan las opiniones, a
establecer contraexpertizajes, y de manera mas
general, a buscar una verdad que en el ambito de
la economia y de la gestion de empresas no se
puede, o raramente se puede, medir. Para ello las
matemaéticas pueden aportar, en este campo en el
que reina la subjetividad, una ayuda muy
interesante, pudiéndose esbozar una teoria
matemdtica del expertizaje. Esta teoria, que
quizds hoy es s6lo un esbozo [4], se halla
asentada principalmente en conocimientos
situados en ciertos 4mbitos de las mateméticas
formales (teoria de conjuntos) y de las
matematicas borrosas (subconjuntos borrosos,
intervalos de confianza, expertones, etc.).

Hemos intentado agregar subjetividades [5]
de tal manera que puedan llegar a ser aceptadas
por un numero suficiente de personas y asi
alcanzar el mayor nivel posible de objetividad.

Saber sacar fruto de manera adecuada a la
opinion de los expertos no resulta tan facil como
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podria suponerse a primera vista. El abuso de las
medias y otras caracteristicas de la estadistica
puede conducirnos a decisiones incorrectas, a
sofismos. L.a manera de agregar las opiniones
proximas o alejadas, la manera de tratar esta
incertidumbre subjetiva para que aparezca una
cuasicerteza aceptada, constituye uno de los
planteamientos mads interesantes para la
economia y gestion de empresas.

Los estudios realizados no pretenden ser
exhaustivos (jcémo seria esto posible!). Sin
embargo, ciertas "recetas” para la agregacion de
opiniones de expertos estdn siendo, asi lo
esperamos, de mucha utilidad para los
economistas.

6 Conclusiones

De los trabajos realizados han surgido nuevos
elementos que se sitian en cuatro esferas
distintas del conocimiento; 16gica, matemaética,
investigaciOn operativa y economia y gestion de

empresas.
En cada uno de estos niveles serd necesario
mejorar y tratar con mds amplitud vy

exhaustividad los temas abordados, dentro de
algunos anos, cuando sean aceptadas nuevas
condiciones y existan unas costumbres distintas
de las actuales. La informética y la comunicacién
progresan a pasos agigantados y transforman la
sociedad industrial y comercial, e incluso van a
modificar, no lo dudemos, el funcionamiento de
nuestras democracias.

Cada vez mads se adquiere consciencia, a
través de las informaciones vehiculizadas por los
distintos medios, del papel més importante que
juegan los expertos. Se busca la objetividad, lo
cual es una actitud digna de elogio; la prueba
cientifica es la que mejor se acepta como
deseable por la mayoria, en una sociedad libre y
desarrollada. Pero muchas de las situaciones que
exigen una decision en el 4mbito de la economia
no son susceptibles de ser conocidas con la
suficiente objetividad y son objeto de
controversia. El papel de los expertos consiste
en aportar sus conocimientos y colaborar en la
busqueda de la verdad. Si existe coincidencia en
todos los expertos nos acercamos a la
objetividad, en caso contrario serd necesario
hallar conclusiones, sea a través del
compromiso, sea por dominio evidente.

No hemos intentado aislar y controlar los
principales problemas economicos, sino
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anicamente suministrar algunos instrumentos
dtiles, algunos de los cuales poco conocidos. Se
han planteado nuevas perspectivas sobre la
manera de cuantificar la fenomenologia de las
instituciones y empresas cuando ello ha sido
posible.

Quedan ain muchas cuestiones a tratar, mas
aun si tenemos en cuenta que el expertizaje y
sobre todo el multiexpertizaje se convertird en
una practica econémica y empresarial cada vez
mds generalizada. es bien cierto que una persona
puede tener razon frente a la opinién de muchos
otros, sin embargo serd necesario que se intente
comprender la causa de este fenGmeno y buscar
el consenso que se asemeje més a la verdad que
se resiste a ser aceptada.

En el 4mbito de la economia no existen
panaceas, pero, en cambio, es posible a través
de instrumentos, conseguir una mayor eficacia
en los conocimientos, sobre todo en las ciencias
humanas, mucho m4s inciertas que las ciencias
que permiten la prueba a través de experiencias
repetidas y extensivas.

El expertizaje realizado con la ayuda de las
nuevas técnicas operativas de gestién debe
completar 1o que puede ser efectivamente
probado.

El pensamiento humano es muy sutil e incluso
versétil, tenemos hoy oportunidad de hacer uso
de la libertad de opini6n. Esta libertad es para
nosotros lo méas querido..., y lo ma4s dificil de
conservar.
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Regulacion basada en reglas y regulacion P.1.D.
Diferencias y complementaridades
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Resumen

El conocimiento sobre un proceso industrial es
relativo a su estructura y a su funcionamiento y
se puede considerar como la anticipacion de los
efectos que producen lus acciones de control.

La regulacion es el campo de la Automdtica que
pretende imponer una respuesta deseada a un
sistema fisico, a pesar de las perturbaciones e
incertezas a que esté sometido. Tanto la técnica
como el sentido comun han impuesto las
soluciones mas cldsicas a este problema, entre las
cuales la mas corriente es el llamado regulador
P.I.D.

Recientemente el desarrollo de la Inteligencia
Artificial ha permitido replantearse el control
como un problema de razonamiento sobre el
comportamiento de un sistema en funcion de los
conocimientos globales que se tienen de é€l, i no
yd tinicamente de un modelo establecido en forma
de ecuaciones diferenciales o recurrentes. La
regulacion Fuzzy es la solucion mas utilizada de
este nuevo tipo de control basado en reglas.

Nos proponemos aqui de analizar las diferencias
y similitudes que hacen de la regulacién basada
en reglas una herramienta que puede remplazar
los reguladores cldsicos con variadas
prestaciones. Mostraremos las componentes
bdsicas para el disefio de reguladores fuzzy, y
finalmente evocaremos la importancia del planteo
borroso en la supervision de procesos
industriales.

Palabras clave : Fuzzy regulation, PID,
Knowledge Based control.
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1 - Principio de la regulacién

Desde el regulador de Watt hasta los més
complejos sistemas de control actuales, la idea
directriz es siempre la misma: contrarestar los
efectos y comportamientos indeseables de un
sistema dindmico por medio de acciones
adecuadas. Dicha afirmacién presupone que se
conocen los efectos de un conjunto de acciones
posibles, es decir la respuesta del sistema, y que,
por otra parte se saben cuales son los
comportamientos deseados, y en c:icrto modo los
limites que no deben ser franqueados.

Figura 1

En la figura 1 se puede ver que abriendo el paso
del vapor se acelera la mdquina de Watt, y
cerrandolo se disminuye su velocidad; basado en
este conocimiento, James Watt ide6 un
mecanismo que, en el caso en que la velocidad de
la m4quina aumentase por cualquier razon
externa, cierra parcialmente el paso del vapor, e
inversamente lo abe en el caso de una reduccién
intempestiva de la velocidad [Winton 1885].
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La construccién mecénica de este dispositivo estd
basada en dos mecanismos : el primero es la
"medida" de la velocidad, lo cual se obtiene
gracias a la fuerza centrifuga que separa mas o
menos las bolas del famoso regulador, el
segundo es la transmisién de esta informacién y
la acci6n en la llave de paso del vapor.

La accién resultante ha de hacerse en el mismo
sentido que el razonamiento anterior, es decir
cerrar si se acelera y abrir si se decelera; ademds
la obertura ha de hacerse progresivamente y ser
adecuada al efecto que se quiere producir, es
decir pequena si la variacién de la velocidad ha
sido pequeiia, y grande si esta dltima ha sido
grande. Hay que notar que la obertura del vapor
tiene dos lfmites bien claros : no se puede abrir
mas del diametro de la tuberia, ni se puede cerrar
mds que totalmente. La medida de la velocidad
tambien tiene sus lfmites naturales, el 4&ngulo que
hacen los brazos que sostienen las bolas con el
eje vertical va unicamente de nulo a 4ngulo recto :
en el caso en que la velocidad estd por debajo de
cierto limite, las bolas no se separan del eje
vertical y el d4ngulo es nulo, y a partir de cierta
velocidad el peso de las bolas es insuficiente para
influir de manera apreciable en el d4ngulo de los
brazos.

2 - Sintesis del regulador

A partir de las condiciones claramente expuestas
aqui en lenguaje natural, hay que confesar que el
regulador no puede construirse, ya que quedan
muchas cosas por decidir, todas ellas referentes a
la relacién entre la abertura y la velocidad dentro
de los limites.

James Watt estaba reducido a mecanismos
mecénicos y ello le limitaba la eleccién de esta
relacién. Por medio de palancas y poleas o
engranajes s6lo podia realizar funciones
proporcionales al desplazamiento del cojinete
inferior moébil que sostiene las bolas. La
constante de proporcionalidad viene dada por la
geometria de las articulaciones y de la
transmisién. No existia posibilidad de imaginar
que la manera en que la velocidad varia tambien
podria ser utilizada en la regulaci6n, si bien se
concibié que a pesar de este regulador, podia
quedar una diferencia entre la velocidad deseada y
la velocidad obtenida, si se observaba una
persistencia de dicho error se podia compensar
mediante una acciéon manual que accionaba sobre
las palancas de transmisién.

Esta descripcién puramente linguistica de la
regulacién demuestra que los conceptos
elementales de la automética no son férmulas
esotéricas de matemdticos, sin6 mas bien, la
formalizacién del sentido comun. El regulador de
Watt efectia un control proporcional, que
mas tarde se convirtié en integral cuando se
introdujo la accién correctiva del operador que
constataba la existencia de un error remanente.

Hoy en difa el mecanismo de la medida de la
velocidad puede hacerse de un sinfin de maneras
6pticas, mecénicas, electicas, etc que dan una
sefial numérica mas o menos fiable segun el
precio del aparato, también la transmisi6n de esta
informacién al actuador ha ganado en grados de
libertad ya que prdcticamemnte cualquier relacién
instantdnea o dindmica y cumulativa puede
realizarse mediante la micro-electrénica adecuada.
Sin embargo no sabemos analizar ni prever el
funcionamiento que se podria obtener con
cualquier funcién; s6lo en el caso lineal, y
algunos otros casos elementales, se tienen
principios bésicos para la sintesis de funciones
debidamente adecuadas y que proporcionen
funcionamientos deseados.

3 - La regulacién P. I. D.

Una vez mas el sentido comidn nos ayuda a
pensar que si tuviéramos una idea de la manera en
que varfa la velocidad de nuestra mdquina de
vapor, podriamos prever si la accién de
compensacién ha de ser enérgica o leve : control
derivado.

También podemos automatizar la constatacién de
un error demasiado permanente por medio de la
acumulacién del error instantineo : control
integral.

La accién de control efectiva serd siempre del
mismo tipo, es decir abrir m4s o menos la llave
de paso del vapor, sin embargo, gracias a las
facilidades de la técnica moderna podremos
hacerla, no solo en funcion de la velocidad actual,
sin6 que también dependerd de la derivada y de
su integral : control P.I.D. (proporcional +
derivado + integral).

El control PID estd, como hemos visto basado en
el sentido comn, y presupone un conocimiento
cualitativo del sistema a regular. Sin embargo
quedan tres pardmetros a ajustar : las
ponderaciones relativas de cada uno de sus
componentes. La mayor parte de la teoria sobre
este tipo de regulacién se basa en la evaluacién de



esos pardmetros a partir de modelos mateméticos
ideales del sistema a controlar. Cuando estos
modelos son conocidos, y ademds lineales, el
ajuste es fdcil, y se pueden demostrar y anticipar
las prestaciones del sistema controlado; cuando
estos modelos no son conocidos, se trata de
construir modelos lineales cuyo funcionamiento
tenga cierta similaridad con el del sistema, ya sea
mediante estimacién de pardmetros, o por andlisis
de respuestas a experimentos, tras lo cual se
aplican los ajustes como en el caso anterior.

4 - Regulaciéon basada en limites.

En ninguno de los casos citados de regulacién
PID no se utiliza la informacién sobre los limites
en las acciones ni en las medidas, se trata de una
regulacién atractiva, que estd basada unicamente
en la distdncia hacia el punto descrito por los
valores que se desean (error nulo, error
permanente nulo, variacién de la velocidad nula)

Por analogfa con el caminante que presta mas
atencién en alejarse del precipicio que en seguir
un trayectéria especial, podemos imaginar una
regulacién repulsiva en la cual, en vez de indicar
una trayecténa a seguir, se indicasen trayectérias
o conjuntos de valores de los cuales es preciso
alejarse.

La teorfa del control repulsivo no existe todavia,
y la regulacién tal como la conocemos toma sus
bases en el andlisis de la estabilidad, o sea la
atraccién causada por un punto o trayecténa de
equilibrio.

Los limites de la acci6én de control son
imperativos y corresponden a imposibilidades
fisicas. En cambio los limites de la variable
controlada son contingentes a la precisién de su
medida, o sea al funcionamiento deseado. En el
caso de la méquina de vapor, si la velocidad est4,
por ejemplo, entre 80 y 100 rpm, nos daremos
por satisfechos; en tal sitvacién, contrariamente a
la regulacién proporcional clésica, no se reclama
ninguna accién correctiva.

efecto

proporcj

100 0%
o A accién

oberfura :.. . - de
: T mando

0% : : : i H : : H i : 100
%
20 40 60 20 100120140160180200.’)_;(:1 2
r

Figura 2

J. Aguilar & J. Quevedo 17

El disefio del coeficiente de transmisién entre el
eje principal y el eje del regulador determina la
precisién y la zona de validez de la medida.
Supongamos que ésta va de 10 rpm a 220 rpm,
como se vé en la figura 2, podremos entonces
construir reglas como por ejemplo :

Cada vez que la velocidad se acerque
peligrosamente a la velocidad mdxima admisible,
cerrar al mdximo la admision del vapor.

La accién inducida por esta regla nos alejard lo
mas deprisa posible de los lfmites inacceptables.
Esta regla, dictada por el sentido comin y el
conocimiento de la méquina no corresponde a
ninguna regulacién de tipo atractivo, y por lo
tanto no tiene su equivalente en la regulacién
PID. Tampoco se considera en los reguladores
tradicionales la zona de inaccién debida a la
satisfaccién del objetivo, como se observa en la
figura 2.

5 - Planteos de la regulacion.

Mostraremos diversos planteos del problema de
regulacién, en el cual aparecerd la dificultad
matemitica del planteo de la regulacién repulsiva
mediante los medios cldsicos del contriol y la
optimizacién, comparada con otros conceptos de
regulacién.

5 -1- Regulacion atractiva LQR

Sistema descrito por una funcién de tranferencia :
N(s)
Y =Ps) U+e) +M
donde "u" es el control, "y" la respuesta, se han
afiadido dos variables aleat6rias "e" la

perturbacién en la accién y "n" el error de
observacién, ambas supuestos de media nula.

Los fndices siguientes caracterizan el objetivo de
la regulacién :

. ca _ > 2
- calidad de la regulacién: Vy = L()y dt

o0
- esfuerzo de control: V, = -[LO uZdt
- importancia relativa del esfuerzo respecto a la

\Y
i =Y
calidad p = v,
El planteo del problema consiste entonces en
minimizar el criterio V = Vy +Vy,
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La solucion 6ptima cldsica conocida por el
nombre de LQG (Lineal Cuadratica Gaussiana) és
la siguiente :

Represetacion de estado equivalente

dx
s Ax+Bu+Be

y=Cx+n

Sila equacién algebraica de Riccati

ATp+pa-LpBBTP+cTC=0

tiene P* por solucién definida positiva, entonces
el regulador 6ptimo viene dado por

u= 'I—.BTP*X, lo cual supone que el estado x es

accesible o reconstructible. Si suponemos que las
perturbaciones aleat6rias son gausianas y sus
potencias respectivas sobre la accién y la medida

son ¢ y y, podemos reconstruir el estimador de x
mediante un filtro de Kalman-Bucy.

Sila equaci6n algebraica de Riccati

FAT+AF+ L FcTCF+0.BBT = 0.

W
tiene F* por solucién definida positiva, entonces
el estimador 6ptimo del estado x viene dado por :

A
g—’[‘ =AX+Bu+ i.F*.CT(y -CX) yel

regulador es entonces u = l.BTP*Q ,

p
5 -2- Regulacién repulsiva:

Consideremos el mismo sistema, en el cual se
precisan los limites admisibles de la respuesta y
de la accidn, o sean los intervalos admisibles para
estas, como se ilustra para "y" en la figura 3 :

yely . yJl.uelu, ul.

min [(?—y).éy-pll

- LAY

AU\IAW/]‘\.U,J\L\

I T TRy

figura 3

La calidad de la rcgulacién viene ahora dada en
funcion de la distdncia a los limites :

Vy=min[(y-y),(y-y)l
Igualmente ?;1 calidad del esfuerzo de control es
Vu=min[(u-£),(u-u)]
Y la importancia relativa del esfuerzo respecto al

\Y
resultadoes p = VY .
u

5 - 3- Control PID

Si se quiere evitar que un error permanente se
instale, sabemos que basta con introducir una
accién integral.

I 1
{E} 1K yz=Iyd£

Figura 4

La figura 4 muestra como el regulador PID, en un
sistema descrito en forma canénica, equivale a
afiadir un integrador, y por lo tanto a aumentar la
dimensién del espacio de estado. Se puede
plantear entonces el problema como anteriormente
bajo la forma LQG, o sea como una optimizacién
basada en el sistema aumentado, con el criterio :

V= J.[(’)" (o.yZ+p.u?+r.z2).dt

t
con z= y.dt
J-‘o

Con este planteo se obtiene una familia de

reguladores PID parametrizada por o, p y A, con
lo cual se puede dar mds o menos importancia
relativa a la calidad del control, al error
permanente, o al esfuerzo de accién. Para obtener
funcionamentos mds o menos alejados de los
limites admisibles se pueden ajustar estos
pardmetros, asf se trata de resolver indirectamente
el control repulsivo.

6 - La regulacion Fuzzy.

Un controlador basado en l6gica borrosa
[Quevedo 1993] tiene 4 componentes bésicas :



- la interfase de borrosificacién o
fuzzificador que deberd traducir el error numérico
de regulacién, y sus denvadas, y/o integrales, en
valores linpiifsticos o conjuntos borrosos.

- la base de conocimiento, formada por
una base de datus que recoge la definicién de las
funciones de pertenencia de las entradas y salidas
del controlador y la base de reglas,
IF.. THEN..., donde el disefiador del
controlador describe las diferentes acciones a
realizar en funcién del estado del proceso.

- ¢l motor de inferencia, que evalda todas
las reglas para inferir las acciones de control
borroso.

- la interface de desborrosificacién o de-
fuzzificador que deberd traducir las acciones
borrosas en acciones susceptibles de actuar sobre
el proceso.

CONTROILADOR FUZZY
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Figura 5

En la figura 5 se muestra el equema del anillo
cerrado por un controlador borroso o fuzzy.

El disefiador de un controlador borroso necesita
definir un conjunto de pardmetros para su
correcto funcionamiento, los cuales pueden
agruparse [Martinez 1994] en :

Pardmetros estructurales :

- nimero de variables de salida

- nimero de variables de entrada

- ntimero de entradas derivadas,
acumuladas, etc.

- variables lingiiisticas

- estructura de la base de reglas

- operaciones de 16gica borrosa.

- procedimiento de inferencia borrosa

- método de de-fuzzificacion.

Sintonia de pardmetros :
- rango de los vadores de las variables
- parametros de las funciones de
pertencencia

- ganuncil{é, égtlg{?ga%c{e %geé/ﬁ?r%das y 19
salidas

- construccién de la base de reglas

- introducir nucvas medidas y refinar la
base de reglas, cte.

Muchos de los interrogantes presentados quedan
pre-definidos a priori por el tipo de herramienta
que se utiliza, por ejemplo: méximo 7 variables
lingiifsticas por cada entrada o salida en el
autémata programable SYS200H de OMRON, o
simplemente por la experiencia del disefiador en
otras aplicaciones similares.

Uno de los aspectos mds importantes del disefio
de controladores borrosos es c6mo construir la
base de reglas. Una allernativa es ajustar por
prueba-error y comparar sus resultados con los
obtenidos con controladores convencionales
[Tang 1997] otra alternativa es construir un
comportamicnto similar al obtenido con un
controlador PID lineal, 4mpliamente utilizado en
el control de procesos, y después mejorarlo en
lfnea con el proceso mediante prueba-error
[Albertos 1992] y otra alterativa es la adquisicién
automitica del comportamiento humano en el
control manual de procesos industriales en el
trabajo presentado en estas jornadas [Hernandez
1994].

En este dltimo caso, existe una metodologia
propuesta en [Wang 1992], para generar la base
de reglas mediante aprendizaje con ejemplos. Este
método puede resumirse en 5 pasos :

1) Divisién de los espicios de las
variables de entrada y salida en un nimero impar
(2n+1) de conjuntos borrosos, con funciones de
pertenencias triangulares solapadas.

2) Generacién de reglas borrosas
IF...THEN... a partir de la mdxima pertenencia
de los datos de entrada-salida adquiridos en el
control manual del proceso.

3) Assignar un grado de confianza a las
reglas bortrosas gencradas, en caso de conflicto
con igual antccedente y consecuente diferente,
teniendo en cuenta el producto de la pertenencia
de los datos de entrada-salida a los conjuntos
borrosos y la informacion a priori del experto.

4) Creacién de una base de reglas
borrosas, teniendo cn cucnta el conocimiento
oblenido en el segundo paso y la depuracién del
tereero.
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S) Uhilizacién de una estrategia de de-
fuzzificacidén utilizando la operacién producto de
la funcién de pertenencia de los antecedentes de
una rcgla para obtener el de la salida de control, y
posteriormente, s¢ aplica la [érmula del centroide
para todas las reglas activas simultancamente.

Una metodologia semejante a esta [Hernandez
1994] ha sido utilizada en nuestro Laboratério
docente para controlar con un autémata
programable comercial el nivel de 2 depdsitos
interconectados y el posicionamiento de un mébil
en una guifa con resultados muy satisfactéros .

7 - La supervision de procesos.

El problema del control y de la supervision de
procesos industriales complejos abarca los
aspectos funcionales importantes que se articulan
segun la figura 4 :

- funcién regulacién : estabilizacién de
variables como temperatura, presién, caudal,
velocidad,... en unos valores de referencia
6ptimos de funcionamiento

- funcién control : seguimiento de
referencias dindmicas como trayectorias de
referencia, rampas, por parte de ciertas
variables, posicién, temperatura,... de los
procesos.

- funcién supervisién : sistemas de alarma
y de proteccién automética del correcto
funcionamiento de los procesos, con posible
toma de decisiones sobre la reconfiguravcién del
sistema de control, y/o acciones redundantes.

- funcién gestién : La optimizacion,
econémica, energética, de seguridad,... de los
diferentes sub-procesos sujetos a ciertas
restricciones fisicas y la coordinacién de estos,
ast como su coordinacion y la gestién integral de
todo el proceso.

En la figura 4 aparecen todos estos aspectos
funcionales reflejados en forma de niveles
interrelacionados. Los niveles bajos de regulacién
y control reaccionan rapidamente, actian de
forma local y el conocimiento analitico del
proceso a este nivel es, muchas veces, mds que
suficiente para disefiar controladores
convencionales, PID,... que reaclicen
adecuadamente estas funciones. Los niveles altos
de supervision y gestidon dptima reaccionan mds
lentamente y actian de forma global, siendo mds
dificil obtener modelos globales de
comportamicento y las soluciones analiticas son
precticamemnte inabordables. En estos niveles el
razonamiento heuristico o aproximado de los

expertos permite obtener soluciones eficaces a los
problemas planteados.

Mercado Geslion
———— (Coordinacién

Optimizacién) :

Produccién

ﬁ— Supervisiéon  |— rv Supervisién |_|
Control Control a
(exlerno) (extemo) L

+ + referencias *

—¥ Regulador pardmelr.os Regulador |
(interno) (interno)

Ul U2 §

SIS N AR R

| SUB-PROCESO ;

figura 4

Asi, en estos ultimos niveles, e incluso en los
niveles bajos, cuando el comportamiento del
proceso es muy no-lineal o impreciso, la teorfa de
la 16gica borrosa proporciona una opcién seria
para disefiar el sistema de control.

8 - Conlusion

En cste articulo hemos querido situar la
regulacién fuzzy con respecto a los métodos
tradicionales fruto de la teoria del control. Visto
de un modo abstracto, un regulador fuzzy es una
de las posibles realizaciones de reguladores
basados en reglas, sin embargo hay que
reconocer que actualmente es el dnico que
disfruta de un amplio conjunto de herramientas y
metodos para disefiarlo.

Ademds la légica borrosa, de la cual es una
aplicacién, posee hoy un gran ndmero de
resultados gracias a los cuales se pueden defender
tcoricamente la mayord de los esquemas de
regulacién fuzzy ,aunque muchos de ellos hayan
stdo propuestos al origen, de manera heuristica y
Justificados sélo experimentalmente.
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1 Introduction

Distributed Intelligent Problem Solving Systems
(henceforth, called DIPS) are defined as a collection
of agents (intelligent or not) which interact to solve
a problem in a defined knowledge domain (Chan-
drasekaran, 1981; Durfee and Montgomery, 1991; He-
witt and Inman, 1981; Lesser, 1991). According to
this approach, the solution of the problem may be de-
composed in a set of solutions of sub-taks (problems),
and each DIPS agent is assigned to solve one of these
sub-tasks. The sub-tasks may be of any sort, e.g.,
data base activities, microtheory proving, efferent de-
vice control, data acquisiton, etc. Since sub-tasks are
supposed not necessarily require intelligent sollutions,
this property arises mainly by means of the way agents
interact to solve the whole problem. Basically, agents
ask and furnish information from and to other agents.
Information flow may be specified by means of either
mail systems when at least one of the agents knows
precisely the address of the other; or by means of mes-
sage broadcasting, when agents selects messages they
are interested based on their contents and these mes-
sages are distributed in the system by means of un-
specific systems like blackboards, buses,etc. Implicit
on boh strategies is that communication is supported
by a set of specific or general relations. In both cases,
some sort of connectionism is assumed. One popular
way of specifying DIPS information flow is contract
nets. However, agents are not prohibited to use logic
to take care of its obligations concerning the whole
DIPS.

The knowledge accumulated about the biochem-
istry of the synapsis in the last two decades, because
it completely changes the notion of brain process-
ing from an exclusive eletrical mechanism toward a
complex message exchange occurring both locully at
the synaptic site as well as at distances depending
on the solubility of chemical substances in the extra-
cellular environment. Synaptic transactions cannot
be assumed anymore as simple process of propagat-
ing numbers powered by a factor measuring the pre-
synaptic capacity of influencing the post-synaptic elec-
trical activity. Briefly, the electrical activity arriving
at the pre-synaptic terminal releascs specific molecules
called transmitters (t) into the extracellular space in
amounts proportional to the degree of this incoming
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post-synaptic molecules called receptors (r) in order
to modify the post-synaptic electrical and/or chemical
activity. These actions are excerted by other special
molecules called generically controllers {¢) or second
messengers. In other words (Rocha, 1992):

activity. These trasmitters have to bindin; to specific

t+r — caction (1)

the concatenation of the chemical strings ¢t and r
produces another string ¢ whose semantics is defined
by its action over the neuronal economy. A special
kind of controller is the ionic gate, whose action is to
modify the electrical properties of the post-synaptic
membrane. The amount a(c) of the ac.ivated con-
troller is related to 1) the degree of pre-synaptic activ-
ity expressed by the amount a(t) released transmitter;
2) the amount a(r) of availabe post-synaptic receptor,
and 3) the degree u(t,r) of the t/r matching, that is:

a(c) = flalt),a(r), u(t,r)) (2)

Because of this, it may be said the synaptic transac-
tions involve both numeric and symbolic caculations;
numbers measuring the degree of symbol truth.

The neuron defined by (1) and (2) may be con-
sidered as an computational agent able to exchange
messages with other neurons. In this line of reason-
ing, the brain may be understood as distributed intel-
ligent processing system (DIPS), reasoning by means
of message exchange among their elements. The pur-
pose of the present paper is to introduce and discuss
these ideas.

2 The Formal Neuron

A new formal model of the neuron incorporating
this new knowledge about the synaptic biochemistry
may be obtained by combining the McCulloch-Pitts
neurons and some notions borrowed from Petri Nets
Theory (Rocha, 1992, Rocha et al., 1993). A Petri Net
PN is as structure:

PN = (P, T,0,A M) (3)
where:

P is a set of places;
T is a family of tokens;

23
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8 is a set of transitions;

A is a set of arcs joining places to transitions and
transitions to places, and

Al is a map assigning tokens to places.

Whenever a transition (e.g., the synapsis) is acti-
vated (e.g., t/r binding), it uses tokens from its input
pre-synaptic) places to produce tokens at its output
post-synaptic) places according to the rules specified
at the transition (the t/r binding).

The amount a(z, ) of controllers activated by the
ith synapsis of a neuron n,, is dependent on the:

a) amount a(z, r) of available receptor r at the post-
synaptic site;

b) amount a(%,t) of the transmitter ¢ released at
the pre-synaptic terminal n;, and

¢) chemical affinity u(t,r) among the tokens ¢ and
T

Now:

d) if A(i,t) is the total amount of transmitter t
stored at the pre-synaptic site, and

e) if A(i,7) is the total amount of the receptor r
stored by the post-synaptic cell, then

f) the synaptic weight w, is calculated as

w, = A(i, t)pA(i, r)Au(t, ) (4)

where p and A are, in general, t-norms.

In this condition, the actual amount a(%,t) of trans-
mitter ¢; bound to the receptor r; at the i-th synapsis
may be calculated as

a(i, t) = s; % (A(L, 1) pA(3, r)Au(t, 7)) (5)

where * is, in general, a t-norm, and s; is the pre-
synaptic activity. The amount a(z, ¢) of the controller
activated by the ¢/r binding may be assumed to be:

a(i,c) = g(a(i,t)) (6)

In the case, g is the identity function:

a(i,c) = s, % w; (7

But, if the controller ¢; may activate the axon then
the different post-synaptic places are associated to a
post-synaptic axonic place by means of special transi-
tions whose function is to simulate the McCulloch-Pits
Neuron, such that the amount of tokens s; produced
at the post-axonic place is obtained as

n

a= Za(i,c) (8)
1=1
s; = f(a) (9)

In other words, s; is a function f of the powered
averaging a of the inputs s,. If f is taken as a boolean
function then:

1 if o a>a
S = { 0 otherwise (10)

Diffcrent transmitters £, may be released by the dif-
ferent pre-synaptic neurons n, to bind different post-
synaptic receptors r; and to produce different con-
trollers ¢,:

Levry, — o, (11)

meaning:

If t, matches r, then c, is available (12)

which supports the following fuzzy production rule:

Ift, isr, then a, is ¢, (13)

where a; is the activation of the post-synaptic neu-
ron n; induced by the pre-synaptic neuron n;. Because

S5 = f(z si* (A(e, t) pA(, m)Au(t, T)) (14)
i=1

then n; may be assumed to be able to handle
a knowledge base of the type (Yager, 1990; Rocha,
1992):

if Q@ (relevant X, is A; are true) then'Y is B (15)

where @ is a linguistic quantifier like Most of, If
X of N, etc, the degree of relevance of X; is A;is
given by w; and the confidence X; is A; is given by
s;. Because of this, the artificial neuron for (4) to (7)
may be considered a processing device supporting the
Generalized Modus Ponens.

3 Sensory Neural Agents

Let the fuzzy variable X to be defined as the re-
striction R over the universe of discourse U. In other
words:

R:XxU — [0,1] (16)

z=R(u), uel (17)

Given a set T of linguistic terms and a set M defin-
ing the semantics of these terms, a linguistic variable
X is defined by a family of n restrictions R, over the
the universe of discourse, each one defining the seman-
tics m; ¢ M of t; € T. In other words:

Ri: X xTxU —[0,1] (18)

r={t,=R(u)| t;,eT, uvell andi= 1,...,n(}
19)

A sensory neuron n; is defined if a in (1) is assumed

to be a measurement in the universe of discourse U’

and the fltering function f is taken as the restriction
R. In other words:

a=u,

sj = fla) (20)



In this condition, n, is said to be in charge of read-
ing the fuzzy variable X in the universe of discourse
U Since different filtering functions may be assigned
to the different axonic branches of the same neuron,
n, may also be programed to read a linguistic variable
X in U. In this case, each term t; €T is associated to
a different pre-synaptic token at the different axonic
terminals. [n other words:

s, ={t,= R(u)|t,eT, uelUand 1=1,..,n}
(21)

The neuron defined in (20) will be called here fuzzy
sensory neuron, and that defined by (21) will be
called linguistic sensory neuron. As a matter of
fact, the fuzzy sensory neuron is a special case of the
linguistic sensory neuron, when just one term (token)
t, is defined in T. Both the set of terms T and the se-
mantic set M may be assumed to be specified by con-
troller tokens released by other neurons, what means
that sensory neurons may be specified to make specific
readings of U according to the reasoning involved in
the decision making.

Let P be a set of measures =7 provided by a family
S of m sensory neurons at different instants i = 1 to n.
In other words:

P=lz}l..al | i=1n] (22)

is the trajectory (or pathway) in the space X™ re-
lated to the observation of U provided by S.

Different neural agents a, may now designated to
analyze different types of relations shared by different
points p,, px € P. For example, these agents may be
in charge of classifying directions between consecutive
points of P according to some preferential directions;
of to detect changes of direction in P, etc. Let us call
these agents P feature detecting agents.

The role of the agent a, is to recode P into a string
p of fuzzy symbols (¢;.....c;) according to the relations
shared by points p,, px € P. Whenever a string p
containg a symbolic description of events in P is pro-
duced, a vector v may be created containing the co-
ordinates z!'.....z™ associated to each element of p.
Different symbolic and vectorial descriptions p, v of P
will be generate by the distinct agents a,.

Hence, given a family A of feature decting agents,
a picture D of P is provided as family of partial de-
scriptions p, v, whose cardinality n is determined by
the number of its specialized agents:

D(P) = {(p1,v1), (P2,v2), -, (Pyvn)}  (23)

The role of any primitive a, € A is to recode P
into a string p of symbols (¢;,...,¢; € C ) according to
the relation R shared by points rjl ..... z" and Th....T]
of Pin X™. Both K and C specialize ap.

4 Reasoning Neural Agents

Sowa, 1984 called percepts the elementary fea-
tures extracted by low level neural circuits (or primi-
tive agents) and proposed concrete concepts to be
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supported by sets of learned relations among percepts.
Abstract concepts are, then, built as a set of learned
relations among concepts. Here, the word concept will
be used in a general sense meaning either percept, or
concrete or abstract concept, unless stated otherwise.

Let C to be a set of concepts; R a set of possible
relations to be established among these concepts and
F a set of facts about the universe UU. A theory or
mode! T about U is:

TCCxRe=F (24)

where C means contained and < denotes sup-
ported. Thus, T is a set R of relations among concepts
C learned or proved to hold in U because supported
by a set F of facts extracted from U. A high order
concept is a theory in a preceeding low level of analy-
sis.

Given a sensory system S providing a picture D(P)
of the fact F', a set C of concrete concepts is defined
as:

TCcDP)yxR<F (25)

where R depends on both the specializations of each
primary element of a, as well as on the commitments
established among the different agents of A. Special-
ization is supported by selection of tokens and commit-
ment among neural agents is dependent on the amount
of tokens they have to support message exchange (see,
egs. for (4) to (7)). In this way, R may be learned
by both selecting adequate tokens used by agents and
by strengthening successfull relations (commitments)
among these agents. Specialization and commitment
may be also inherited (programmed).

Higher order institutional agents H! may learn (or
be crafted to handle) complex models or theories T}
about U supported by those facts F < {T}7'}

that is:

i=1 to n’

T/CCxRe=Fc{T/"} (26)

1=1ton

This means, that a theory T} at the hierarchical

level [ is supported by facts provided by theories Til_1
constructed at level [ —1. Hlt is called reasoning agent.
The botton-up process described by (25) and (26)

may now be reverted if T} is supposed to be used to
control a set of efector agents E, in charge of act-

ing uponU. In other words, models of action Mjl-_1
may now be supported by a set of high order theories
{T,f’l}i=l 1o Such that:

- {1t
A/Ij 1CC'><R<:FL{11 l}i:.llon (27)

ACCxRe=FcC{M™} (28)

1=1ton

where A is the desired action to be exercized upon
[’. In general, this action A is supposed to modify
some variables {X"} defined over U. This is because
{28) may in some conditions to be rewritten as:
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PCOXRe=FC{M ™" 1wy} (29)

A high order theory L' may now be learned by some
specialized institutional agents S, 4;, H} and E; to
act upon P, such that:

P~ L (30)

In other words, P, becomes a projection of L! in U.
In this way, abstract concepts may be introduced in
U by the complex agent L':

L' ={S, A, H|, E} (31)

In this condition, L' may introduce in U at least
some of the T} learned by the DIPS it belongs to.
Hence it may speak about the DIPS’ concepts. If dif-
ferent DIPSs share the same theory L' they may also
learn to share common theories T}. This high order

theory T} is called the language spoken by these DIPSs
and its complexity is defined by the actual value of [.

5 Conclusion

The concepts discussed in the previous sections
were used to implement the following systems:

a) Jargon(c) (Rocha et al, 1992; Rocha, 1992) is a
hierarchical system composed by three neural nets de-
voted, respectively, to learn the most frequent words,
phrases and sets of phrases occuring in a set of texts.
It has been successfuly used to extract knowledge from
different data base writen in natural language (e.g.;
Arruda et al, 1994; Morooka, et al 1993: Rocha and
Rocha, 1994)

b) Sensor (Rocha and Serapiao, 1994) is a dis-
tributed sensory system aimed to use both numeric
and symbolic processing in pattern recognition. Prim-
itive sensory agents S, specialize in detecting elemen-
tary features (percepts) on the incoming sensory data,
such as: relative directions between neighbours sen-
sory point in the sensory space S; trends on the sen-
sory trajectory P in this space; periodicities in P, etc.
Associative sensory agents A. reason about sensory
patterns using both the symbolic description of P pro-
vided by a family {S;} _, ,, p of primitive sensory
agents and the actual numeric values of the sensory
points associated to these percepts.

c) SICAD (Alegre, 1993) is a distributed intelli-
gent system devoted to the management of oil pro-
duction. It uses some of the facilities of Sensor and
fuzzy reasoning to diagnose problems in rod pump-
ing and to optimize oil production.

The results obtained so far with this different sys-
tems supports the conclusion that Fuzzy Neural Dis-
tributed Intelligent Systems constitute a very power-
full AT tool.
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Resumen

La ejecucién de Bases de Conocimienlo Borroso
BCB) con encadenamiento entre las reglas que las
orman resulta frecuentemente un proceso que con-
lleva un elevado coste computacional. Por este mo-
tivo se han planteado mecanismos de ejecucién di-
rigidos a la reduccién del ndmero de operaciones a
realizar, ya sea mediante la descripcién paramétrica
de los valores lingiisticos que intervienen en el pro-
ceso [7] o mediante la realizacién en tiempo diferido
(momento de definicidn de la BCB) de parte de las
operaciones asociadas a la ejecucion de la misma [10].
En este trabajo se analiza el proceso de razonamiento
Modus Tollens [6, 8] para BCB con encadenamiento
entre reglas. De las expresiones obtenidas se deduce
la posibilidad de realizar una compactacién a priors
de la BCB que permite la realizacidn en tiempo di-
ferido de parte de las operaciones asociadas a dicho
proceso de razonamiento. El mecanismo de encadena-
miento que se describe es mds flezible que el utilizado
habitualmente [9, 4] en este tipo de BCB. Considera-
mos que una regla estd encadenada con otra por una
variable intermedia si existen dos proposiciones, una
de ellas en la parte consecuente de la primera regla
y la otra en la parte antecedente de la sequnda re-
gla, que se establecen sobre dicha variable. El me-
canismo de inferencia Modus Tollens en BCB con re-
glas encadenadas a nivel de variables se plantea a par-
tir del principio de combinacidn/proyeccion [11{ yen
dos situaciones diferentes, que dependen de la relactdn
de implicacién ulilizada: en la primera situacidn se
consideran relaciones de implicacién que verifican la
propiedad conmutativa y en la sequnda relaciones de
implicacidn no conmutativas. En el primero de los
casos, el proceso de inferencia Modus Tollens resulta
idéntico a la realizacidn de un mecanismo de razona-
miento abductivo. Puede aplicarse directamente, por
tanto, el proceso de compactacidn descrito para el ra-
zonamiento Modus Ponens [1, 2, §], sin mds que plan-
tear la regla correspondiente tnvirliendo el senfido de
la implicacién. El grado de compactacién en esta si-
tuacion resulta dptimo, permitiendo realizar el cdlculo
del Grado de Verificacidn (GDV) numérico de cual-
quier proposicidn en que inlervenga una variable inter-
media mediante operaciones simples (cdlculo del valor
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mdzimo) entre pares de nimeros reales (los GDV de
las proposiciones que se encueniran encadenadas con
ella y los valores numéricos de compactacidn, calcu-
lados a priori). El proceso de ejecucién de la BCB
puede entenderse, en este conterto, como la “propa-
gacién” a través de la misma de dichos GDV numérni-
cos. Para el caso de relaciones de implicacién no con-
mulativas se analiza el mecanismo de inferencia Mo-
dus Tollens en el dominio lingufstico de la verdad, de
forma andloga a la descrita en la bibliografia [10, g]
para el mecanismo de inferencia Modus Ponens.

paso al dominio de la verdad permite, por un lado,
el tratamiento homogéneo de cualguier variable, in-
dependientemente del universo de discurso en que se
haya definido. Por oira parte, permite interpretar el
proceso de inferencia como la composicidn de valores
linguisticos de verdad, algunos de los cuales son cal-
culados a priori. En concreto, el GDV lingiistico de
cualquier proposicién con variable intermedia se ob-
tiene mediante la composicién del valor linguistico de
compactacién, que se calcula en el momento de de-
finicién de la BCB, y la funcién que smplementa el
razonamiento Modus Tollens en el dominio de la ver-
dad (equivalente en Modus Tollens de la Funcidn de
Razonamiento hacia Adelante [7] descrita para el razo-
namiento Modus Ponens). De esta manera, el proceso
de inferencia puede entenderse como la propagacidn de
los GDV lingiisticos a lo largo de la BCB. La carga
computacional correspondienle a las operaciones re-
lativas al encadenamiento entre reglas se traslada en
gran medida al momento de definicidn de la BCB a
Iravés de los valores de compactacidn lingiisiicos, que
resumen la relacién existente entre las reglas encade-
nadas, reduciendo notablemente el nimero de opera-
ciones a realizar durante la ejecucién de la BCB.

1 Introduccién

El 4mbito de los sistemas basados en reglas se ha
mostrado como una de las dreas de mayor éxito en
la aplicacién de la légica borrosa. Un elemento funda-
mental a la hora de describir y tratar este tipo de siste-
mas es la Base de Conocimiento Borroso (BCB), donde
se recoge el conocimiento disponible acerca del sis-
tema. Este conocimiento se estructura habitualmente
en forma de reglas condicionales SFENTONCES, en
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cada una de las cuales se ligan las variables de la parte
antecedente y las de la parte consecuente a través de
una relacién de implicacidn. La creciente aplicacién de
lalégica borrosa al control de sistemas de gran comple-
Jidad, junto con su uso en sistemas de soporte y ayuda
a la decisién y, mas propiamente, en Sistemas Exper-
tos Borrosos, exigen una estructuracion altamente fle-
xible de la BCB, que facilite la elicitacién y represen-
tacion del conocimiento. De esta forma resulta conve-
niente alterar la estructura homogénea que presentan
las BCB en sistemas de control para incluir variables
intermedias que permitan reflejar estados mas comple-
Jos del sistema. Estas variables, presentes simultdnea-
mente en la parte antecedente de algunas reglas y en
la parte consecuente de otras, dan lugar a la existen-
cia de encadenamiento entre reglas, imponiendo, por
tanto, una ordenacidén implicita a la hora de realizarse
el proceso de ejecucién. Todo esto, aiadido a la propia
utilizacién de la teoria de conjuntos borrosos, trae apa-
rejado un coste computacional notablemente alto para
el proceso de ejecucién de la BCB. Por ello, en ciertas
aplicaciones resulta interesante adoptar estrategias de
ejecucién que optimicen dicho proceso, simplificando
el célculo en funcién de los objetivos perseguidos en
cada momento.

En la bibliografia se describen al menos dos méto-
dos que abordan esta simplificacién del calculo: la pa-
rametrizacién de los valores lingliisticos que intervie-
nen en el proceso {7] y la utilizacién de valores de
compactacidn [10, 1]. Ambos abordan el problema de
ejecucién de reglas y BCB segin el esquema de ra-
zonamiento Modus Ponens. En este trabajo aborda-
remos el tratamiento del esquema Modus Tollens en
BCB con encadenamiento, siguiendo la estrategia de
compactacién que permite realizar a priori parte de
las operaciones involucradas.

2 Razonamiento Modus Tollens

El interés principal de abordar esta estrategia de
razonamiento [6, 8] radica en la necesidad de inferir
informacién acerca de las variables de la parte antece-
dente de una regla a partir de la informacién disponi-
ble sobre las variables de la parte consecuente. Para
ello se realiza, al igual que en el esquema de razona-
miento Modus Ponens, la composicién “Sup-*" [11] de
la relacién de implicacién con la distribucién de posi-
bilidad obtenida a partir del conocimiento disponible
de las variables de la parte consecuente. Se verd cémo
este proceso resulta anilogo al correspondiente para
el esquema Modus Ponens. Posteriormente lo encua-
draremos en el contexto de BCB con encadenamiento
entre reglas, y analizaremos el mecanismo de compac-
tacién de las reglas a través de la utilizacién de valores
lingiiisticos de compactacién. Estos valores pueden ser
calculados a priori y resumen en una distribucién de
posibilidad las operaciones relacionadas con las varia-
bles intermedias. A partir de la descripcién analitica
del proceso, que se muesira seguidamente, discutire-
mos sus distintos dmbitos de aplicacién, en funcidén del
tipo de relacién de implicacién considerada.

2.1 Razonamiento Modus Tollens en una
regla
Describiremos la regla genérica r-ésima R" de una
BCB como

SI X{ ES AVY .Y X}, ES Ay,
ENTONCES (1)
Xigp1 ESB{Y .Y X}y v ES By,

X me=1,...M,y X7, n.=1,...,N,, son variables
lingliisticas, M,, N, el nimero de proposiciones, res-
pectivamente, en la parte antecedente y consecuente
de la regla, A7, , m,=1,...,M,, By, n.=1,..,N,, son
valores lingiiisticos asociados a las distribuciones de
posibilidad de igual nombre

AL, ={an Yy Bl = {n. ;i i=1,..,1, (2)

donde I es el grado de discretizacién de los univer-
sos de discurso (uniforme para todos ellos). Ademais,
denotaremos por

~r

B, ={b,;}i=1.,I,n =1,.,N, (3)

las distribuciones de posibilidad conocidas en un
momento dado para las variables de la parte conse-
cuente de la regla, y por

A, = (&, i=L.. I, m=1.,M (4

las distribuciones de posibilidad inferidas para cada
una de las variables de la parte antecedente, tras
aplicar el esquema de razonamiento Modus Tollens.
Este esquema puede realizarse aplicando la Regla
Composicional de Inferencia “Sup-*", de modo que
a cada variable de la parte antecedente de la regla
R", X7, ke{1,...,M,}, el proceso de inferencia Mo-
dus Tollens le asigna una distribucién de posibilidad

AL = {at:}, i =1,...,I definida como

- ~r ~r
a;,ik = 'v y [ (bl,jl""’bNr,jN‘.) *
im, In,
me#k n.=L..N,
*p (0(02,.'.:~-~»“il,.-'u,)»”( imv-"’b&.m,))

(5)

donde los operadores “o” y “p” expresan, respec-

tivamente, las relaciones de conjuncién e implicacién
escogidas en el proceso de inferencia.

A partir del anélisis de la expresién 5 puede ob-
servarse que, si “p” es un operador conmutativo, la
distribucién de posibilidad obtenida resulta idéntica
a la que se obtendria tras plantear la ejecucién de la
regla 1 invertida Sintercambiando parte antecedente y
consecuente) en el esquerna Modus Ponens. De forma



analoga, si “p” verifica la propiedad contrapositiva !
el planteamiento segiin el esquemna Modus Tollens que
acabamos de discutir resulta equivalente a desarrollar
un esquema Modus Ponens sobre la regla 1 modificada
negando todas las proposiciones descritas en ella.

No entraremos en la discusién de estos dos casos,
puesto que su tratamiento se reduce a realizar la eje-
cucién de una nueva regla siguiendo el esquema Modus
Ponens, en la cual resultan aplicables mecanismos pre-
vios (parametrizaciéon de valores lingiiisticos, uso de
valores lingiiisticos de compactacién) descritos en la
bibliografia [7, 10, 2]. Centraremos nuestro analisis en
el tratamiento de operadores de implicacion que no ve-
rifiquen ninguna de las dos propiedades mencionadas
anteriormente. Con objeto de facilitar dicho analisis
reescribiremos la expresién 5 de forma que nos permita
tratar homogéneamente todas las variables y escoger
dentro de un gran abanico los operadores mas ade-
cuados. Para ello, basta tener en cuenta que 5 puede
reescribirse como

ki =
Gm, G[O,l] ""r/“rm,-,i,.' =Gm, bn,- e[or l]
m,#k n.=1,.,N,
~T -r
Vo o (BB, ) * ©
jlr/b:,,,‘.,zb-r

*p (a(a{'h, e a"M”,-“r), a(b] s by, . ))

Si exigimos que los operadores binarios “*” y “o”
sean monotonos crecientes frente a su primer argu-
mento y la relacién de implicacién “p” sea monétona
decreciente frente a su primer argumento?, se puede
reescribir 6 como

8% i, = Tar(GL,) (7)

definiendo la Funcién de Razonamiento Modus
Tollens T4- como

Tar= 0 (TB;(bl), ""TBh,(bNr)) *
b €10, (8)

*p(0(0,0, ..., a)r, o(b, .- bn,))

y los Grados de Verificacién Lingiisticos,
gy, (b) n,=1,...,Ny, como

~r
"r;jn,-’
=b

TB:'(b) — v n,=1,.., N, be [0,1] (9)

Jncfd

-
LR I

La distribucién de posibilidad que describe esta
tiltima ecuacién puede interpretarse como una medida

1Eg decir, se cumple p(a,b) = p(b,a) Va,b € [0,1].

2La primera exigencia se cumple trivialmente en el caso ha-
bitual de que “*" y “g” sean t-normas. La segunda es una
exigencia axiomatica que verifican las relaciones de implicacién
procedentes de la légica clasica y las que reflejan una ordenacién
parcial de las proposiciones.
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de la compatibilidad existente entre las distribuciones
de posibilidad asociadas a las variables de la parte
consecuente de la regla (B;, , n,=1,...,,N,) y las co-
rrespondientes distribuciones que expresan el conoci-
miento disponible (por observacién o por inferencias

realizadas previamente) sobre dichas variables (B;r,
n,=1,..,N.).

La expresidn 8 constituye la versién para el esquema
Modus Tollens de la Funcién de Razonamiento
Hacia Adelante [7] del Modus Ponens. La aplicacién
de esta funcién sobre las distribuciones de posibilidad
descritas en la parte antecedente de la regla da lugar
al proceso de inferencia, tal y como muestra la ex-
presién 7. El proceso puede describirse, por tanto, en
tres fases:

¢ Obtencién de los Grados de Verificacién (GDV)
lingiiisticos correspondientes a las proposiciones
de la Parte Consecuente de la regla en la que se
realiza el paso de los correspondientes universos
de discurso a un universo de discurso comin para
todas las variables: el intervalo [0,1] o dominio de
la verdad.

o El cilculo de la Funcién de Razonamiento Modus
Tollens (igualmente en el dominio de la verdad).

e La inferencia de las distribuciones de posibilidad
asociadas a las variables de la parte antecedente
de la regla, donde se realiza el paso del dominio
de la verdad a los universos de discurso corres-
pondientes a cada variable.

La Figura 1 muestra como ejemplo grafico la reali-
zacion del proceso de inferencia siguiendo la aplicacién
directa de la Regla Composicional de Inferencia “Sup-
*" (Figura la) y mediante el proceso en tres fases
que acabamos de describir (Figura 1b). En ella puede
apreciarse la dependencia que presenta el primer caso
frente a los respectivos universos de discurso. En el
segundo método, el mecanismo es independiente de
este parametro, lo que permite tratar de forma ho-
mogénea todas las variables. Por simplicidad a la
hora de expresar el ejemplo se ha realizado la repre-
sentacién tomando como relacién de implicacién la
t-norma “minimo”, aun cuando ésta verifica la pro-
piedad conmutativa y el proceso, en este caso, puede
abordarse a partir del planteamiento alternativo dis-
cutido en el Apartado 1.

Tras este andlisis, disponemos de un mecanismo que
permite realizar el proceso de inferencia Modus Tollens
en la gran mayoria de las situaciones. Ademas de la
ventaja ya comentada del tratamiento homogéneo que
se realiza de todas las variables (intervalo [0,1]) vere-
mos a continuacién la ventaja que también supone a la
hora de considerar el encadenamiento entre reglas, al
permitir tratar el proceso de implicacién como la “pro-
pagacién” de los GDV lingiiisticos entre las reglas que
constituyen el encadenamiento. El andlisis del proceso
de implicacién Modus Tollens entendido de esta forma
conduce a una compactacién de la BCB que permite
eludir en todo momento la utilizacién de las distribu-
ciones asociadas a las distintas proposiciones. De esta
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a)
BB 1R a(b)
p(a.b)
T\(a) 1
b
W (
1

Figura 1: Ejecucién Modus Tollens de una regla segiin
la Regla Composicional de Inferencia. a) Ejecucién
sobre los universos de discurso. b) Ejecucién en el
dominio de la verdad.

forma se logra una reduccién en el nimero de opera-
ciones a realizar en el proceso global de ejecucién de
la BCB, tal y como veremos en el siguiente apartado.

2.2 Razonamiento Modus Tollens en BCB

con encadenamiento

Vamos a considerar una BCB en la que una misma
variable intermedia X figura en la Parte Consecuente
de una regla R® y en la Parte Antecedente de un con-
junto de reglas RY, t=1,...,T. Utilizando la notacién
descrita en 1, podemos caracterizar esta situacién, sin
pérdida de generalidad, como

SI Xy ES AY Y... ENTONCES X3 ,, ES BY Y...
SI X} ES A} Y... ENTONCES X}, ,, ES B} Y...

SI X{ ES AT Y... ENTONCES X}, ,, ES BT Y...
(10)

con

ay
Xfpr = X} = XT & (1)

Diremos en esta situacién que la regla RS estd en-
cadenada con las reglas R*, t=1,...,T a través de la
variable X.

Esta caracterizacién del encadenamiento entre re-
glas a nivel de variable [1, 2] resulta mas flexible que
otras descritas en la bibliografia [10, 9] y es, ademds,
mas coherente con la filosofia en que se ha basado tra-
dicionalmente el razonamiento borroso.

El proceso de razonamiento Modus Tollens sobre
esta BCB tendra como objetivo la asignacion de una
distribucién de posibilidad a cada una de las variables
de la parte antecedente de R, siguiendo el mecanismo
descrito en el apartado anterior, para lo cual sera ne-
cesario disponer de los GDV lingilisticos de las propo-
siciones de la Parte Consecuente de dicha regla. La
existencia de encadenamiento entre reglas impone que
la informacién acerca de la variable Xj;_,, se obtiene
a partir de un proceso de inferencia Modus Tollens
en el conjunto de reglas R!, t=1,...,T, y la posterior
agregacion de las distribuciones inferidas, que conduce
al calculo del GDV lingiiistico Tps correspondiente a

la proposicién “X3y ., ES Bf”. Veremos cémo este
proceso puede simplificarse notablemente, y cdmo la
obtencién de 7gs puede realizarse directamente a par-
tir de los GDV lingiiisticos de las proposiciones de la
parte consecuente ge R, t=1,....,T.

Teniendo en cuenta 9,

~S
Tps(b) =\/ by, b€ [0,1] (12)
jl/bf,,'l =b

Pero, dado el encadenamiento existente entre las re-
glas, la distribucién asociada a la variable intermedia
provendra de la agregacién de las distribuciones infe-
ridas previamente en las reglas R, t=1,...,T. Es decir,
I
b, ; :t\—/l 5.‘1'.-. Por tanto, tendremos, finalmente, que

T
o5 (8) = \/ 7a (magms(®), bE0,]]  (13)

de Razonamiento Hacia Adelante (ver expresidnr 8) y
se define el Valor Linguistico de Compactacién

entre las distribuciones A} y Bf como

#A;,Bf(b): /\ ai,.’ (14)

/b7 =b

donde 741, t=1,...,T son las re;?)ectivas Funciones
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R': SI X! ES A, ENTONCES X ES B;
R: SI X ES A} ENTONCES X: ES B}
R SI X ES A] ENTONCES X ES B}
4 P n
1
| Basf
1
a)
s BB e
> "
1 ] 1 lA
=S
e 2
; B: B: lAL Heat 1
= e
- , —] -
DOMINIO DE LA VERDAD
b)

Figura 2: Obtencién del GDV lingiiistico de una proposicién. Operaciones a realizar a priori (a) y durante la

ejecucién Modus Tollens (b).

que, como su propia definicion indica, puede ser cal-
culado a priori. La Figura 2 muestra una sencilla des-
cripcién grafica de los resultados obtenidos. En ella
se presenta el proceso de ejecucion segin el esquema
Modus Tollens en una BCB formada por 3 reglas.

En el desarrollo aqui resumido \inicamente se exige
que las funciones 141, t=1,...,T, sean monétonas de-
crecientes, lo cual se verifica si las relaciones de im-
plicacién correspondientes lo son frente a su primer
parametro. Tenemos, por tanto, que tnicamente dos
valores son relevantes en el calculo del GDV lingiiistico
de una proposicién asociada a una variable interme-
dia en la Parte Consecuente de una regla: los GDV
lingiiisticos de las proposiciones de la Parte Conse-
cuente de las reglas con las que estd encadenada y los
valores lingiiisticos de compactacién correspondientes.
Puede interpretarse, pues, el proceso de realizacién
de inferencias en BCB con encadenamiento como la
simple propagaciéon de los GDV lingluisticos de ciertas
proposiciones y, a partir de ellos, y aplicando 13, ir

obteniendo progresivamente los GDV lingtisticos de
las restantes proposiciones mediante operaciones de
inferencia y encadenamiento realizadas siempre en el
intervalo [0,1]. Finalmente, y sélo para aquellas varia-
bles de interes, se realizara un proceso de conversion
de los GDV lingiiisticos en distribuciones de posibi-
lidad, a través de la expresion 6; en el caso de que
para estas variables las inferencias se hayan realizado
a través de varias reglas, se desarrollard un proceso de
agregacién, ya sobre los universos de discurso donde
se definen.

El ahorro computacional obtenido se centra, basi-
camente, en dos puntos principales: la realizacién a
priori de todas las operaciones de obtencién de los
distintos valores de compactacién y la realizacién del
proceso global de inferencia en BCB como la “pro-
pagacién” de GDV lingiiisticos. En el primer caso,
esto es posible porque las distribuciones de posibili-
dad que intervienen en el calculo son conocidas con
anterioridad al momento de ejecucién de la BCB. Las
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operaciones relacionadas con el encadenamiento entre
reglas quedan recogidas en él, con lo cual se traslada
parte de la carga computacional desde la fase de eje-
cucion a la fase de definicién de la BCB. La ejecucidn
de ésta como “propagacién” de GDV lingiiisticos per-
mite eludir, ademas, el cdlculo de las distribuciones de
posibilidad inferidas para las variables que no sean de
interés, y la utilizacién de las distribuciones de posi-
bilidad descritas en la BCB para dichas variables. La
aplicacién de la Regla Composicional de Inferencia en
su formulacién tradicional exigiria, por contra, la rea-
lizacién del proceso en sucesivas etapas de inferencia
y :Fregacién, y la consiguiente toma en consideracién
y almacenamiento de las distribuciones de posibilidad
correspondientes.

3 Discusién

En este trabajo se ha planteado la ejecucién del
proceso de inferencias en BCB con enecadenamiento
siguiendo el esquema Modus Tollens. El mecanismo de
encadenamiento a nivel de variables que hemos plan-
teado permite una mayor flexibilidad en la realizacién
de inferencias. Frente a otras caracterizaciones mas
estrictas del encadenamiento entre reglas [9, 4, 5] que
exigen una total identificacién en las proposiciones,
nuestra solucion adopta, a la hora de plantear encade-
namiento entre reglas, la filosofia de no necesidad de
una total adecuacién entre las distribuciones de po-
sibilidad. Asimismo, los operadores asumidos permi-
ten, con alguna ligera restriccion, un elevado grado
de flexibilidad, a través de miiltiples combinaciones
cuya adecuacién a cada problema concreto debera ser
objeto de un estudio previo. Segin las propiedades
logicas que se deseen en cada caso, se deberan escoger
unos operadore u otros, y un mecanismo de realizacién
de inferencias concreto. Asi, para relaciones de impli-
cacién que verifiquen las propiedades conmutativa o
contrapositiva, puede resultar mas conveniente refor-
mular la BCB y adoptar una estrategia Modus Ponens.
Para otros casos se describe un planteamiento gene-
ral del problema, que aborda el proceso de ejecucién
mediante una estrategia de compactacién. Esta es-
trategia permite un tratamiento homogéneo de todas
las variables y traslada parte de la carga computacio-
nal al momento de definicién de 1a BCB. La cuanti-
ficacién de este ahorro computacional, junto con un
andlisis mas detallado de la adecuacién de cada es-
trategia para cada caso concreto, seran objeto de un
estudio posterior.
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Resumen

Los Algoritmos Genéticos son procedimientos adap-
lalivos para la bisqueda de soluciones en espacios
complejos, tnspirados en la evolucidon bioldgica y con
operaciones basadas en la Genélica.

Uno de los principales problemas que aparece en la
aplicacion de los Algoritmos Genélicos es la inseguri-
dad de convergencia hacia el dptimo global. Distin-
tas lécnicas basadas en la ldgica difusa se pueden uti-
hizar para resolver este problema. FEste lrabajo pre-
senta una de ellas, consistente en el diseno de ope-
radores de cruce usando conectivos difusos para Algo-
ritmos Genélicos con codificacion real, y su erlension,
basados en el uso de coneclivos difusos parametriza-
dos.

Palabras clave: Algoritmos Genéticos, Codificacién
Real, Conectivos Difusos.

1 Introduccién. Algoritmos

Genéticos. Codificacion Real

Los Algoritmos Genéticos (AG) son procedimien-
tos adaptativos para la bisqueda de soluciones en es-
pacios complejos inspirados en la evolucién bioldgica,
con patrones de operaciones basados en el principio
darwiniano de reproduccién y supervivencia de los in-
dividuos que mejor se adaptan al entorno en el que
viven ([5,9]).

Los mecanismos fundamentales bajo los cuales fun-
ciona un AG son: operar sobre una poblacién de indi-
viduos (soluciones factibles), que inicialmente se gene-
ra de forma aleatoria, y cambiar en cada iteracion ¢
ta poblacién atendiendo a los tres siguientes pasos:
(1) evaluacién de los individuos de la poblacién, (2)
seleccion de un nuevo conjunto de individuos y re-
produccion sobre la base de su relativa conveniencia
o adaptacién, y (3) recombinacidén para formar una
nueva poblacion a partir de los operadores de cruce y
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mutacion. Los individuos resultantes de estas tres ope-
raciones forman la siguiente poblacidn, iterando este
proceso hasta que el sistema cese de mejorar, o se
llegue a una iteracién fijada 7'

Generalmente, cada individuo de la poblacién se
representa mediante una cadena binaria de longitud
fija lamada cromosoma que codifica los valores de las
variables que intervienen en el problema. A cada una
de las posiciones del cromosoma se le denomina gen.

Existen razones teéricas ([6]) que presentan al al-
fabeto binario como muy indicado para codificar las
soluciones. Sin embargo, el buen comportamiento de-
mostrado por los AG no radica en el uso de cadenas de
Ceros y unos %1, 6]), por ello se abre un camino hacia
el uso de alfabetos con un cardinal mas alto, seguido
del desarrollo de nuevos operadores genéticos sobre es-
tos alfabetos. En particular, para problemas de opti-
mizacion de parametros con variables sobre dominios
continuos, parece natural representar los genes como
numeros reales directamente. De esta forma, un cro-
mosomasera un vector de nimeros reales con el mismo
tamano que el vector solucidén del problema. Cada gen
va a representar una variable del problema. A estos
algoritmos los llamaremos Algoritmos Genéticos con
Codificacién Real (AGCR).

El uso de parametros reales nos posibilita usar
grandes dominios (incluso dominios desconocidos)
para las variables, tarea dificil en las implementaciones
binarias donde incrementar el dominio significaria sa-
crificar precision, supuesta una longitud fija para los
cromosomas. Otra ventaja al utilizar parametros
reales es su capacidad para explotar la gradualidad de
las funciones con variables continuas (donde el con-
cepto gradualidad se refiere a que pequenos cambios
en las variables se corresponden con pequenos cam-
bios en la funcién). También desaparece la necesidad
de que los rangos para las variables sean potencia de
dos. Por ultimo se permite un disenio mas facil de las
herramientas que manejan restricciones no triviales, y
la representacién de las soluciones estda muy cercana a
la formulacidn natural de muchos problemas ([12]).

El operador de mutacién permite explorar el espa-
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cio de busqueda: dado un cromosoma se escoge uno
de sus genes aleatoriamente y se cambia de valor. En
el caso de usar codificacién binaria el cambio es obvio
("1” por "0" y viceversa). Sin embargo, para ¢l caso
de codificacidn real han aparecido diversas versiones
([7,9]). Este operador aporta nuevo material genético
a la poblacion permitiendo visitar nuevas zonas del
espacio.

El operador de cruce permite explotar la infor-
macion actual disponible en la poblacidn sobre el es-
pacio de busqueda: a partir de dos cromosomas se ge-
neran dos nuevos a través de un intercambio de genes.
La idea subyacente radica en la propia filosofia del pro-
ceso de bisqueda de un AG, el cual persigue obtener
cada vez mejores soluciones. Una forma de hacerlo es
combinando buenas soluciones ya conocidas. En [9] se
presentan diversos modelos aparecidos en la literatura
para el operador de cruce utilizando codificacién bina-
ray real.

El operador de cruce juega un papel fundamental
en los AG, de hecho puede considerarse como una de
las caracteristicas que definen y diferencian a los AG
de otros algoritmos de evolucién, siendo uno de los
componentes que mas se ha tenido en consideracién a
la hora de mejorar el comportamiento de los AG ([11]).
El operador de mutacién representa un complemento
al operador de cruce, necesario para evitar que, de-
bido a este 1ltimo, se pierda informacién util para la
bisqueda ([5]).

Asociado a los operadores genéticos de cruce y mu-
tacién existe la probabilidad de cruce, P,, y la proba-
bilidad de mutacién, P,,. La primera es la probabi-
lidad de aplicar el operador de cruce sobre parejas de
cadenas obtenidas en la reproduccién, la segunda es la
probabilidad de aplicar el operador de mutacién sobre
los caracteres de cada cadena.

El problema principal que aparece en la aplicacién
de los AG, es la inseguridad de convergencia hacia el
6ptimo global. Este problema es consecuencia de la
posibilidad de una convergencia prematura hacia un
optimo local ocasionada por una falta de diversidad en
la poblacidn, junto con una desproporcionada relacién
entre explotacion y exploracién mantenida por el AG.
Bajo estas circunstancia el operador de cruce se con-
vierte en poco eficaz, ya que los alelos de algunas posi-
ciones de todos los cromosomas de la poblacién son
iguales. Una probabilidad de mutacién baja no ayu-
daria a solucionar el problema, mientras que una pro-
babilidad alta causa una pérdida de zonas del espacio
prometedoras que puedan estar siendo tratadas.

Para resolver estos problemas se pueden utilizar
distintas técnicas basadas en las légica difusa. Una
de ellas consiste en integrar en el AG un sistema
de control difuso que controle dinamicamente los
parametros del AG (P, P., etc), de forma que se
presente en cada momento una correcta relacién ex-
ploracién/explotacién, junto con un nivel de diversi-
dad adecuado (JIO, 8]). Otra va encaminada al disefio
d]e)operadores e cruce usando conectivos difusos ([7,
8]).

En este trabajo presentamos operadores de cruce
para AGCR disehados utilizando conectivos difusos
([7, 8]), y su extensién, basada en el uso de conec-

tivos difusos parametrizados para disefiar operadores
de cruce dinamicos.

2 Diseno de Operadores de
Cruce para AGCR utilizando

Conectivos Difusos

Como ya se ha apuntado los cromosomas manipula-
dos por un AGCR son vectores de nimeros reales cuya
precisién viene marcada por la del ordenador bajo el
que se ejecuta el algoritmo. Su tamafio es idéntico
al del vector solucion del problema, de modo que,
cada gen representa una variable del problema. Los
valores de los genes de un cromosoma estan forzados
a pertenecer al intervalo establecido para la variable
que representan, de modo que los operadores genéticos
tendran que preservar este requerimiento.

Segiin Booker ([3]) el operador de cruce es uno de
los puntos claves para hacer frente a la convergencia
prematura, de aqui que la solucién a este problema
pase por el diseno de nuevas alternativas de este ope-
rador. En esta linea, en g] se presentaron nuevos ope-
radores de cruce para AGCR basados en el uso de los
conectivos difusos ([13, 14]) t-normas, t-conormas y
funciones promedio, que proporcionan distintos nive-
les de diversidad en la poblacién, extendiendo el estu-
dio a funciones de compensacién en [8].

El operador de cruce consiste en combinar los genes

de la siguiente forma. Supuestos dos genes ¢! y

c¢? que se van a cruzar, c!,¢? € [m;, M;], y siendo
z; = min(c},c?) e i = max(c!,c?), el intervalo de
actuacién del gen i [m;, M;] se puede dividir en tres
regiones [my, z,], [zi, w], e [, M;] donde se pueden
obtener descendientes, incluso el considerar una region
[z, 4] con z; < z; e y} > y; parece razonable, lo
cual produciria diversidad en la bisqueda realizada.
Graficamente, los intervalos son los siguientes:

|
| 1 n i T |
my X Xy Y ¥ M,

Asi, proponemos un conjunto de operadores de
cruce que permitan obtener descendientes en los ante-
riores intervalos. Para ello se utilizan cuatro funciones
F,S5, My L definidas de [a, b] x[a, b] en [a, b], a,b € R,
y que cumplen:

(P1) Vz,y €[a,b] F(z,y) < min(z,y)

(P2) Vz,y € [a,b] S(z,y) > max(z,y)
(P3) Vz,y €[a,b] min(z,y) < M(z,y) < max(z,y)
(P4) Vz,y € [a,b] Flz,y) < L(z,y) < S(z,y)

(P5) F, S, M,y L son mondtonas, no decrecientes.



SUPUC::LO que Q € {F, S,M,L} y que C, =
(cd...cl)y Ca = (.. ¢%) son dos cromosomas que
han sndo seleccionados para aplicarles el operador de

cruce. Se puede generar el cromosoma H = (hy ... h,)
como
H=Q(C\,Cy), hi=Q(cl,c}), i=1.,n

Utilizando los operadores t-normas, t-conormas,

funciones promedio, y operadores de compensacién
eneralizados que se utilizan como conectivos difusos
%[13, 14]), vamos a asociar F' a una t-norma, S a una
t-conorma, M con un operador promedio, y L con
un operador de compensacion generalizado. Para ello,
es necesario un conjunto de transformaciones lineales
para poder aplicar estos operadores bajo los intervalos
de definicién de los genes.

Sea O un operador perteneciente al conjunto for-
mado por las t-normas, t-conormas, funciones prome-
dio y operadores de compensacion generalizados, para
cada posicién i € {1,...n} se realizaran las siguientes
operaciones:

. Transformar ¢! y ¢? en los valores s}, s? € [0, 1]
de forma que !

k
k &k —my k
;= —, = 1,2
! M.‘ - my
Con este paso transformamos los valores de los
genes para que se les pueda aplicar el operador.

2. Aplicar el operador O(s!,s?) y calcular el valor

-

hi = m; + (M; — m;).0(s!, s?)

de modo que el gen h; es el valor para el gen de
la posicidn : del cromosoma resultante del cruce
de €y y (9, y estd en relacion a sus limites origi-
nales, h; € [m;, M;].

Partiendo de un conjunto de conectivos

(T},GJ,P,,(;J) J = 1,...,k, se pueden construir un
conjunto de funciones F , S_,, M; y L; asociadas de la
siguiente forma:

(st s])
j(ed ;-)Zmz (‘4 )Pj(s,‘aS?)
- 306t

Estos operadores tienen la propiedad de ser conti-
nuos y no decrecientes.
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3 Ejemplo

En [7, 8] se presentan distintas pruebas realizadas
para comparar el comportamiento de AG clasicos con
los AGCR. utilizando operadores propuestos en la Ii-
teratura y por ultimo con un conjunto de familias de
AGCR con operadores de cruce diseiados usando el
conjunto de conectivos (TJ,G'J,P,,C ),j=1,...,bque
se muestran en la siguiente tabla:

t-conorma
Producto Légico Suma Légica
Ti(x,y) = min(z, y) Gi(z,y) = max(z,y)
Pi(z,y) =Az+ (1 - Ny
Producto Hamacher Suma Hamacher

t-norma

Ta(z,y) = ;574 Go(z,y) = = ln
1
P?.(z y) bt :; T +l
Producto Algebraico Suma Algebraica
Tsz(z,y) = =y Ga(z,y) =z +y—zy

PS(Zvy) = x’\yl—A

Producto Einstein Suma Finstein
Ty(z,y) = mﬁyy(m 2G4(z,y) = 1—2:%
Pz ) = Hrmmp o
Producto Acotado Suma Acotada
Ti(z,y)=0V(z+y—-1) Gs(z,y)=1A(z+y)
Ps(z,y) = Az + (1 - Ay

Tabla 1: Conjunto de operadores

Cada t-conorma es dual a la t-norma mostrada a
su izquierda. La funcién promedio estd calculada a
partir de P(z,y) = f~1((1 = N)f(z 3 + Af(¥), S
A <1)donde fesla funcnon generadora aditiva de [a
t-norma colocada en el mismo nivel ({13, 14]), excepto
para la primera, que al no ser Arqmmedlana no tiene
funcién generadora, y utilizaremos f(z) = z. Para
cada familiaj (j = 2, ..., 5) de operadores de la tabla 1
se considera un operador de compensacién C; definido
de la siguiente forma:

C; = Py(T;,G;)

Para la familia de operadores 1dgicos se considera
A
C1 =T, G}
Las fla.mlhas de algoritmos se distinguen en como se
realizan los dos pasos siguientes:

1. Generacidn de hijos utilizando los distintos ope-
radores definidos.

2. Seleccién de los hijos fruto del cruce que for-
maran parte de la poblacidn.

Una propuesta es la siguiente: Para cada par de
cromosomas de un total de % * P.x N, siendo P. la

probabilidad de cruce y N el tamafio de la poblacidn,
se generan cuatro descendientes, resultado de aplicar-

les las funciones F', S, M y L.
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clones las t-normas se acercaran al minimo y las t-
conormas al maximo, proporcionando convergencia.

Proponemos un conjunto de operadores de cruce
basados en las familias de funciones: {FPYp=1. g,
{SP}p=1, ¢, ¥y {MP},=1 G, G € N definidas de
[a.b] ¥ [a,b] en [a,b], a,b € R, cumpliendo las co-
rrespondientes propiedades P1-P5 junto con las si-
guientes:

(P6) Y.y € [a,b], limy_g FP(2,y) = min(z, y)
(P7) Vz,y € [a,b], limy_g SP(z,y) = max(z,y)

(P8) Vz,y € [a,b], min(z,y) < MP(z,y) < =i
6 HH < MP(z,y) < max(z,y), Vry €

[a,b], limp_g MP(z,y) = %1

Supongamos que en un AG con un maximo de
generaciones 7 los cromosomas Cf = (cf,..c! )y
Cl = Hc‘m,...c‘g ) han sido seleccionados para apli-
carles e operac{lor de cruce en la generacién t. Si
Qp € {F?,57,M?}, p = 1,..., 7 podemos generar el
cromosoma H* = (h{, ..., hl) como

h: = Q‘(Ctlir Cé’,i)!

A continuacién vamos a construir familias de funciones
con las propiedades (P6) y (P7) usando las t-normas
y t-conormas parametrizadas mostradas en la tabla 4.
En la tabla § se muestran las propiedades que cumplen
por las t-normas parametrizadas de esta tabla, siendo
éstas, andlogas para el caso de las t-conormas. No-
tar que 7g es la t-norma drastica (la menor de las

t-normas).

H' = Qu(C1,CY),

1=1,...,n

| Tipo t-norma y t-conorma
Yager THz,y)=1-(1A {/(l—z)q-f-(l-y)q)
(¢>0) Gi(z,y) = 1A Y2TF 7
Frank Ti(z,y) = logg[l + g—qt—_;%?—v——lz]
(@>0) | Glz,y) =1 - logg[1 + WL 7¥-1)
q J(z,y) = ogq[l + =1 ]
(a#1) ;
Dombi T. (r,y) = T
’ 1+ /(52 )ep (k)
(g >0) Gl(zr,y)=1- i
3 14 V(Tf—;)”(ri‘;)"
Dubois T (x,y) = -I—vifv—-
(0<q<1) G;’(z.y)=1—(%_‘—,3—$%f—,‘:jfv—q
Tabla §: Operadores dindmicos
{ Tipo | T Ts Ty T3 T T,
Yager | 0 — 1 o
Frank o0 — 1 —0
Dombi | 0 — 1 0
Dubois 1 0

Tabla 5: Propiedades de los operadores dindmicos

Se puede comprobar que la relacién de orden (de
menor a mayor) en la velocidad de convergencia hacia

el minimo de estas t-normas es : Yager, Frank, Dombi,

y Dubols.

Podemos asociar a la familia de funciones
{F?}p=1, ., una t-norma parametrizada 79, 1 < ¢ <
00, y a {S7}p=, . una t-conorma parametrizada
G 1 < q < oo, y de forma que ¢ = 8(p) con
limy, ., 8(p) 2 co.

A la familia de funciones {M?},-, . le asociamos
la funcién promedio parametrizacra definida como

(29 + 49
Vz,y € [0,1], P"(r,y):"f%, —00 < g < 00,

obtenida de la expresién de la media generalizada
Mg(z,y) = f~1((1=X)f(2)+ 2 f(y)), (0 < A < 1) con
flz) =z, y A= %, y cumpliendo que Vz,y € [0,1] ,
limg_, oo PI(z,y) = min(z,y), limy_ e Pi(z,y) =
maz(z,y) y limg_y Pi(z,y) = Y. Asociando a
{MP} consideramos { P?} con ¢ = ¥(p) donde

v @ [1,7] — [-o0o,1] es una funcién
mondtona creciente 6
Y [I,7] — [1,400] es una funcién

monétona decreciente.

Aligual que en la seccién anterior hace falta un con-
Junto de transformaciones sobre los genes para poder
aplicar estos operadores.

Se han implementado cuatro algoritmos AGDI1-
AGD4 basados en el uso de los operadores dinamicos
presentados. Para cada pareja de cromosomas a
cruzar se generan cuatro descendientes aplicando fun-
ciones F?, SP, y dos MP cumpliendo cada una de ellas
una parte distinta de la propiedad (P8), los dos mas
prometedores forman parte de la nueva poblacién.

A continuacién se muestran las funciones 6(-) aso-
ciadas con cada uno de los operadores dinamicos uti-
lizados.

Operadores T &(p)
Yager l—n@—)
Frank In( T—};—l )
Dombi ﬁf—q

Dubois 71;

Tabla 6: Funciones 6(-) utilizadas

La funcién (p) utilizada es 1 + In(2) como
funcién monétona creciente y 1 + ln(%) como funcién

mondtona decreciente.
Los resultados medios obtenidos bajo las mismas
condiciones que los anteriores experimentos son:

Algoritmos 100 500 5000

AGDI

5.149822¢+00

3.004678e+00

8.060713e-01

AGD2 8.111676e+00 | 2.855141e+00 | 5.509746€-01
AGD3 8.175044e400 | 2.343028e+00 | 8.944534e-01
AGD4 2.073980¢+00 8.210735e-01 1.406304e-03

Tabla 6: Resullados para los AGD

Los resultados muestran que los algoritmos AGD1-
AGD3 no mejoran los resultados de la tabla 3. Esto




A continuacion se muestran los
resultados obtenidos sobre la funcién de generalizada
de Rosenbrock, con la formulacién analica y grafica
siguiente:

f(%) = E?z_ll(loo (zip1 — 22+ (20 = 1))
min(f) = f(1, 1) =0

Para realizar los experimentos se han usado un
conjunto de AGCR (AGRI1-AGR9) basados en distin-
tos operadores de cruce presentados en la literatura.
Las caracteristicas de cada uno de estos algoritmos se
muestran en la siguiente tabla:

Algoritmos | Mutacidén Cruce
AGRI1 Aleatoria ~ Simple [16,12]
AGR2 No Unif. Simple [16,12]
AGR3 Aleatoria Arit. Uniforme [12]
a = 0.35
AGR4 No Unif. Arit. Uniforme {12]
a=0.35
AGRS5-« No Unif. BLX-a [4]
(o = 0,.15,.3,.5)
AGRé6 No Unif. Discreto [15]
AGR7 No Unif. Linear [16]
AGRS No Unif. | Inter. Extendido [15]
AGR9 No Unif. | Lineal Extendido [15]

Tabla 2: AG con codificacidn reals (AGR)

Se ha incluido un AG con codificacién bina-
ria (AGB) que utiliza 30 genes por variable, cruce
miiltiple con dos punto y una probabilidad de seleccidn
proporcional.

Por medio de NAGRI, ..., NAGR5 notaremos la
farnilia de AG utilizando los operadores de cruce y
selecciéon de descendientes propuestos. Todos los al-
goritmos utilizan el procedimiento de seleccién de J.
Baker ([2]) junto al modelo elitista. Cada algoritmo
se ha ejecutado tres veces distintas para 100, 500, y
5000 generaciones. Los resultados medios obtenidos
se muestran en la tabla 3.
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Algoritmos 100 500 5000
AGB 1.1262e401 | 3.6069¢4+00 | 1.9045¢+400
AGRI 3.0446e+01 | 2.0070e+401 | 6.0669e+00
AGR2 6.9230e+400 | 2.1448e+00 4.7343e-01
AGR3 4.1941e+00 | 8.6031e+00 | 6.3745e¢+00
AGR4 3.7915e+4+00 | 2.9624e+4-00 8.9244e-01
AGR5-0.0 4.5504e4+00 | 2.3454e400 9.1602e-01
AGRS5-0.15 | 3.2157e400 | 2.9556¢+400 7.0929¢-01
AGR5-0.3 3.7477e400 | 1.5844e+4-00 4.8854e-01
AGR5-0.5 8.2653e¢400 | 2.1099¢4-00 | 1.7329¢+00
AGRé6 5.5393¢+00 | 2.8379e400 3.5106e-01
AGR7 4.7115e4+00 | 1.8487e+4-00 5.1499¢-01
AGR8 4.6861e+00 | 3.5337e+00 5.3325e-01
AGR9 4.2196e+400 | 2.9374e+400 3.8014e-02
NAGR1 4.1431e400 | 1.9687e+400 4.9364e-03
NAGR2 1.2378e+01 7.3868e-01 4.0848e-02
NAGR3 1.0031e+01 | 3.5037e+00 | 1.0099¢+00
NAGR4 1.2425e4+01 | 4.3985e+400 | 1.8347¢+400
NAGRS5 6.0121e4+00 | 2.6930e+400 | 1.2150e+00

Tabla 3: Resultados Comparativos

4 Diseno de Operadores
de Cruce Dinamicos usando
Conectivos Difusos Parame-

.
trizados

Una medida inicial para solucionar el problema de
la convergencia prematura consiste en intensificar la
exploracidn en los comienzos del AG y la explotacion
al final. Con esto conseguimos una gran diversidad al
principio, con lo que aumentamos las probabilidades
de visitar las zonas del espacio conteniendo soluciones
optimales. Finalmente, suponiendo que la poblacién
contiene informacion sobre estas zonas, se propicia la
convergencia (a través de la explotacién) para con-
seguir aproximarse lo maximo posible a las soluciones
6ptimas.

La mutacién no uniforme ([12]) estd disefiada per-
siguiendo esta idea, de forma que, la medida en la que
se muta un gen decrece conforme avanza la ejecucién
del AG. Dando diversidad al principio, y forzando la
convergencia al final.

Los resultados presentados muestran a los conecti-
vos légicos como los mas adecuados a la hora de cons-
truir operadores de cruce basados en el uso de conec-
tivos difusos. Asi, parece interesante la construcciéon
de operadores de cruce que permitan dar diversidad
al comienzo del AG, y al final reflejen un compor-
tamiento semejante al de los operadores de cruce basa-
dos en el uso de los conectivos légicos. De esta forma,
en la finalizacién del AG mantendriamos un buen com-
portamiento, y la convergencia.

Por ello, nos planteamos generalizar el operador de
cruce presentado anteriormente. El nuevo operador
se define usando t-normas, t-conormas y funciones
promedio parametrizadas, cuyo parametro dependera
de la generacién t en la que se aplica el operador de
cruce. Al principio se utilizan t-normas y t-conormas
alejadas del minimo y maximo respectivamente, pro-
porcionando diversidad, conforme avanzan las genera-
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es debido a que los operadores dindamicos de Yager,
I'rank v Dombiconvergen de forma lenta hacia los ope-
radores logicos que son los que mejor comportamiento
han mostrado, por ello, el nivel de diversidad durante
la ejecucidn del algoritmo es grande haciendo que la
convergencia final sea pobre en afinidad. Por el con-
trario, el algoritmo AGD4 muestra los mejores resulta-
dos para 100 y 5000 generaciones y un segundo puesto
en 500 generaciones, esto se explica por la rapida con-
vergencia hacia los operadores 16gicos que muestra el
operador dinamico de Dubois, ya que incluso, de par-
tida comienza con los operadores algebraicos (Tabla
5), de esta forma, al principio este algoritmo introduce
diversidad y rapidamente muestra un comportamiento
parecido al algoritmo NAGRI, el cual usa los opera-
dores ldgicos para definir su operador de cruce. El
algoritmo AGD4 ha inducido una buena relacién ex-
plotacién y exploracion propiciando un nivel de diver-
sidad conveniente, y, hace pensar en la necesidad de
un estudio de las distintas posibles funciones §(-), para
descubrir los niveles de diversidad y las etapas del AG
donde ha de propiciarse ésta, para que la relacién en-
tre explotacion y exploracién sea 6ptima y apropiada
para mejorar la eficiencia de los AG.

5 Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado el uso de conec
tivos difusos para la definicién de nuevos operadores
de cruce para AGCR. Los resultados obtenidos mues-
tran que al usar este tipo de operadores se mejora
la actuacién de AGCR. Los operadores presentados
muestran una actuaciéon destinada a ofrecer distintos
miveles de diversidad en la poblacién, factor impor-
tante frente a la convergencia prematura y una co-
rrecta relacién entre explotacién y exploracién. Con
el uso de los operadores dindmicos se consigue que el
nivel de diversidad cambie a lo largo de la ejecucién del
algoritmo proporcionando gran diversidad al comienzo
y poca al finalizar.
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Abstract

In this paper we propose a propositional temporal
language based on fuzzy temporal constraints which
turns out to be expressive enough for domains -like
many coming from medicine— where knowledge is of
propositional nature and an explicit representation of
time and uncertainty are required. The language is
provided with a natural possibilistic semantics to ac-
count for the uncertainty issued by the fuzziness of
temporal constraints. Also we present an inference
system based on specific rules dealing with the tem-
poral constraints and a general fuzzy moduls ponens
rule which behaviour is shown to be sound. The anal-
ysis of the different choices as fuzzy operators lead us
to identify the well-known Lukasiewicz implication as
very appropriate to define the notion possibilistic en-
tailment, a central element of our inference system.

Keywords. temporal knowledge-based systems,
uncertainty management, possibilistic logic, temporal
constraints.

1 Introduction

Representation and Reasoning about time is an im-
portant representational issue to be considered in all
those reasoning tasks in Artificial Intelligence which
take account of a dynamic' domain [15]. Most of
Al systems incorporating an explicit temporal rep-
resentation are based in some manner on constraint-
reasoning techniques [1, 13, 17, 3]. Dechter, Meiri &
Pearl [4] provide a formal basis for some of these var-
jous schemes by defining the networks of metric tem-
poral constraints based point-to-point constraints.

Metric temporal constraints are metric constraints
among pairs of time-points representing the possible
values for the temporal distance between time-points.
A particular case is the Simple Temporal Problem
(STP), each constraint tc;; = [ais, bi;] -where a;; and
b;; are values belonging to the variables domain- re-
stricts the possible values for distance between a pair

*This work has been partially supported by Spanish MEC
grant FPI-PNQ0 77909683 and by CICYT project ARREL
(TI1C92-0579-C02-01).

1A dynamic domain is a domain where changes occur that
modify the state of the world.
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of variables by
ai; = Xj = Xi < by

This sort of “simple” temporal constraint networks
are a suitable support for temporal knowledge encod-
ing. Metric temporal constraints have been recently
used as the “temporal specialist” for general purpose
reasoning systems. Schwalb et al [14] propose a propo-
sitional language of events and fluents which incorpo-
rates point-to-point, point-to-interval and interval-to-
interval temporal constraints, although the character-
ized tractable core of this language includes only those
constraints that are pointizable, i.e. can be trans-
formed to point-to-point convex relations.

Escalada & Vila developed a Horn-like first-order
language called the Temporal Token Calculus (TTC)
[16], which incorporates conjunctions of simple point-
to-point metric temporal constraints. TTC is pro-
vided with a complete inference system which includes
a set of inference rules that completely axiomatize
the simple temporal constraints. This work partially
builds upon the TTC.

Metric point-to-point temporal constraints repre-
sent the set of possible values for the temporal distance
between two points. The larger is the set of possible
values, the higher is the degree of uncertainty about
the actual value of the temporal distance. These val-
ues are all “equally possible values”.

Nonetheless, this is not enough for domains where
knowledge about time is highly pervaded with vague-
ness and uncertainty. Let’s illustrate it with an ex-
ample taken from a medical domain. Brucelosis is one
infectious pathology which may be the origin of serious
lumbalgia problems. It has an evolution pattern which
can be regarded as a particular instance of the com-
mon infectious evolution pattern. It is usually com-
posed of an inoculation event[Inoculation|, an Initial
Period[IP] (with the common symptoms of headache,
epistaxi, . ..), a period of Ondulating Fever [OFP| and,
finally, it reaches the state of an Intervertebral Affec-
tion [IA]. 2 There is some (vague) knowledge about
the temporal evolution of brurelosis cases:

2This knowledge has been supplied by an expert on lumbal-
gia pathologies, the physician Antoni Llovera
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e The initial period usually starts at a time between
one and three weeks after the inoculation event,
although extreme cases range from starting at the
very inoculation time up to four weeks after;

e The initial period uses to be short: it last few
days, although in unusual cases it may last up to
two weeks at most;

e The ondulating fever period always occurs after
the initial period. It uses to last between 20 and
25 days though other less possible cases range
from 4 days as the lowest bound up to 45 days
the uppest one.

e Finally, the intervertebral affection usually starts
between 15 and 20 days after the start of the on-
dulating fever period. Nevertheless —supported
by spine mechanical arguments- there are cases
where the intervertebral affection did not appear
after a long period which may last up to 22
months. Finally the intervertebral affection lasts
more or less between 3 and 6 months. Extreme
cases may range from the shortest case of 40 days
and longer periods up to 12 months in cases where
it is not properly treated.

Several pieces of work considered the representation
of approximate temporal knowledge. Among them
we would stress those based on the possibility the-
ory (18, 10, 7, 12, 5, 2]. In particular, Barro et al
propose an straight forward . 2definition of the metric
temporal constraints above mentioned based on fuzzy
sets. This promising approach is called Fuzzy Tempo-
ral Constraint Networks [2].

We aim at defining an approximate temporal logic
which permits to be provided with a computationally
manageable inference engine. Thus, we propose a rep-
resentation of uncertain temporal knowledge based on
fuzzy temporal constraints. It allows us to separate
the temporal component from the rest of the system
to use temporal constraint satisfaction algorithms for
it.

The goal of this paper is to investigate the embed-
ding of fuzzy temporal constraints into a logical frame-
work. For the sake of clarity, we have chosen a simple
propositional language as the latter one. Dealing with
fuzzy temporal constraints induces many-valued inter-
pretations of our formulas, but inference from fuzzy
constraints also induces uncertainty as soon as they
represent a kind of incomplete information. This leads
to extending the whole language to handle both fuzzi-
ness and uncertainty. Any well-formed formula will
be associated with a certainty degree. Therefore, the
natural framework where to model fuzziness and un-
certainty in a unified way is the possibilistic approach,
in accordance with using fuzzy sets for representing
the temporal constraints.

The paper is organized as follows. In next section,
we describe the syntax -which is illustrated by formal-
izing the example above irtroduced- and semantics of
our basic language. In the third section an extended
language and semantics to handle uncertainty is pre-
sented. In section 4 we present an inference system

and prove its soundness. Finally, we sketch future
lines of work. Furhte motivation and proofs can be
found in the long report [11].

2 The Basic Temporal Language

The atemporal part is simply made over a set
of classical crisp propositions. The temporal part
is based on fuzzy temporal constraints over a set
of temporal propositions. It consists of the intro-
duction of a single predicate FuzzDIST which states
a fuzzy temporal constraint between a pair of time
points. Whereas in temporal constraints networks a
constraint is represented as an interval, now is repre-
sented by a Sconvex) fuzzy set of time points, induc-
ing a possibility distribution. The link between the
temporal propositions and the temporal constraints
is performed through the duration-valued functions
BEGIN(p) and END(p) that specify the initial and final
instants of the period, the proposition p holds through-
out.

Regarding the underlying time structure, and for
the sake of simplicity, we take a fix interpretation of
the set of duration symbols DU as the set of real num-
bers R. Accordingly, the set FDUY of fuzzy durations
will be taken as the set of fuzzy subsets of R. How-
ever, nothing would prevent to take other particular
either discrete or dense group structures of time. For
instance, sets of integers or rational numbers could
also be possible models.

2.1 Syntax

Our propositional language L is a set of sentences
over propositions and fuzzy temporal constraints. The
following symbols are used:

Peoo, & set of primitive atemporal propositional vari-
ables,

P, a set of primitive temporal propositional vari-
ables, and

to, a special time point symbol.
We have two sorts of atomic formulas:
o Atemporal Propositions: the elements of Pn.

¢ Temporal constraints: consist of a set of
propositional variables (indexed by P, U {to} x
P, U {to} x FDU) of the form

FuzzDisT(t, t', 7),

where t and t’ are the temporal expressions
BeGIN(p), END(q) or #3, being p and ¢ some
temporal propositional variables of P,, and n €
FDU is a fuzzy duration intended to represent a
solft constraint on the duration temporal variable
)!t _ t”.

The well-formed formulas (wffs) of our basic lan-
guage L are of the form:

Byand ...B,... and B,, — H



with m > 0, where B; and H are either literals from
P or temporal constraints.

Like in definite clauses, the conjunction of B; is
called the body or antecedent and H is called the head
or conclusion. We distinguish between two types of
formula according to the form of the body, fact, when
m = 0 (empty body) and written simply H, and rule,
otherwise.

Figure 1 presents a graphical representation of the
example presented in the introductory section.

tO_F
Inoculation
g 07 A8 [
Period
U1 3 14 Ji
f2__ 0 vod
[
Oscilating e e
Ny
Period 4 20 25 45
td . 0 1520 22m
{3
Intervertebral true _
Afection .
40 3m 6m 12m
t6 L
Time

Figure 1: Brucelosis Evolution Pattern.

The rule for such a piece of knowledge would be as
follows:

FuzzDisT(BEGIN(Inoculation), BEGIN(IP), [0, 7, 21, 27])
and

FuzzDisT(BeGIN(IP), END(IP), [0, 1,3, 15])

and

FuzzDist(BEGIN(OFP), END{OFP), [4, 20, 25, 45])
and

FuzzDisT(BeGIN(IP), BEGIN(OFP), [0, 0, +00, +00])
and

FuzzDisT(BeGIN(IA), END(IA), [40d, 3m, 6m, 12m])
and

FuzzDisT(BEGIN(OFP), BEGIN(IA), [0, 15, 20, 22m])
B

Brucelosis

2.2 Semantics
The semantics of our propositional language L in-
volves, for each model, first the assignment of intervals
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of time points to the temporal propositional variables,
and second the interpretation in terms of truth-values
of the formulas of the language, taking into account
that atemporal propositional variables will be assigned
to 1 (True) or 0 (False), while the temporal con-
straints expressions can be assigned any value of [0, 1].

Definition 1 An £-model is a pair w = (W, Woo),
where

wy : Py — PAIRS(DU), where PAIRS(DU) is the set
of ordered pairs (z,y) from DU such that x < y,
and

Woo : Poo — {0,1}

Definition 2 Let 2 denote the set of L-models. The
satisfaction relation |= is a mapping

E:Qx L£—]0,1]
defined as:

’: (w,p) = woo(p): ifp € P
l: (wv—‘p) =1 '_woo(p)l tfp € Po

E (w, FuzzDisT(t,t', 7)) = m{M,(t') — M, (1)),

where M., is the interpretation function of tem-
poral terms defined as

M, (BEGIN(p)) = t1, if we(p) = (t1,1t2)
M, (END(p)) = ta, if wi(p) = (t1,t2)
Mw(tO) =0

E (w, P and P') = min(E (w, P),F (w, P")), and

E (w,B = H) = I¢(F (v, B), = (w, H)), where I
is the Gddel’s implication function:

1

<
L) ={ y 559

From now on, and for the sake of a simpler notation,
we will write w(¢) for = (w, ¢).

2.3 Fuzzy Temporal Constraint Inference
Rules.

Now, we are interested in presenting a set of in-
ference rules that deal exclusively with temporal con-
straints and that capture the completion operations
performed in temporal constraints networks. Actu-
ally, they are the extension for fuzzy constraints of
those proposed in [16] and, together with modus po-
nens, proved to be complete for crisp constraints. We
will show their soundness w.r.t. the following notion
of logical consequence in accordance to the well-known
Zadeh's entailment principle in fuzzy logic.

Definition 3 A well-formed formula ¢ is valid, writ-

ten = ¢, ff w(p) =1 for allw € Q.
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Definition 4 A well-formed formula ¢ is a logical
consequence of a set of other well-formed formulas
¢11"'7¢n: written {¢11"'1¢n} ’= QS iﬂfor any w € Q)
min(w($1),..w(én)) < w(8).

Proposition 1 Let ¢y, ..., ¢, and ¢ be fuzzy temporal
constraints. It holds that

{$1,... ¢n} E ¢ iff F ¢ and ... and ¢, = ¢,

which is a kind of restricted deduction theorem.

The definition of the inference rules make use of the
following two special fuzzy duration sets:

1 ifz=0

Null duration function, mo(x) = { 0 otherwise

Universal duration functionmy =1

and of the following three operations on the set of
fuzzy durations:

Opposed, 7™ (z) = n(—x)
Congunction, (r N «')(x) = min{n(z), 7 ()}

Composition, (1 & 7')(x) = sup. {min{m(y),7'(2)}}

Next we present the inference rules.

TU72DBT s IS,I,(t’mm){Reflex1v1ty}

{Universal constraint}

FuzzDisT(t.t' mu)

FuzzDIST(t:,ta,may,)
FUZZDIST(t:.tl.w;”){Symmetry}

FuzzDIST(t1,ta,7ma,,), FUZZDIST(ta,t3,74,,)
FUzzDIST(t) t3,7a,, ®may,)

{Transitivity }

FuzzDiST(ty,ta,74,,) FUZZDIST(24,
FuzzDIsT(t t2,ma),0) )

ta,m) i
2:Tay,) {Intersection }

FuzzDIST(ty ta,7a,)
FuzzDist(e ta,m ), i may, <l

{Inclusion}

Proposition 2 The above inference rules are sound
w.r.t. the previous semantics.

3 The Possibilistic Temporal Language

To fully exploit the use of fuzzy expressions for tem-
poral durations in the language, it seems very natural
to also allow for partial degrees of matching between
fuzzy expressions, and thus, leading to deal with par-
tial degrees of certainty of propositions involving fuzzy
duration constraints. On the other hand, even with
non-fuzzy propositions, it is always useful for a rep-
resentation language to allow dealing with uncertain
knowledge. Possibility theory [6] offers a unified frame-
work where to express both uncertainty and fuzziness.
We present below an extension of the language in the

previous section where lower bounds of a necessity-
like degree are attached to formulas, with a semantics
based on ideas in [8, 9] that extend the one of Possi-
bilistic Logic for crisp propositions.

We make more precise the above claim. Temporal
constraint networks provide the tightest constraints
between durations of events, that may be used as in-
puts in heuristic decision rules that may help in turn to
complete the network. Therefore, when trying to ap-
ply decision rules, we are interested in certainty quali-
fying the conditions of such rules given for granted the
constraints provided by the network. Next subsection
is devoted to discuss how such certainty evaluation can
be performed.

3.1 Certainty evaluation of fuzzy con-
straints

In technical terms, for a given duration variable X
on DU, we aim at finding the certainty evaluation of
a fuzzy proposition XisA (the condition of a rule),
being A a fuzzy subset of DU, knowing that the values
of X are restricted by a possibility distribution 7 (the
constraint induced by the network). Dubois & Prade
have discussed this issue in [8, 9] and they propose to
use the following measure;

E(palr) = inf T8(n(u), 1a(u))

where ZF is the reciprocal of the Gédel’s implication,
ie.
T8(z,y) = To(l—-y,1  z)

and p4 is the membership function of the fuzzy set
A. It is remarkable to notice that E(uAle = 1iff
pta 2 m and that E(ua|m) reduces, when A is non-
fuzzy, to Np(A) = inf{l - w(u)|u ¢ A}, the necessity
measure of A based on 7 and used in Possibilistic Logic
. In fact, Dubois & Prade discuss in [8, 9] the inverse
problem, that is, which possibility distribution corre-
sponds to the semantical interpretation of ”(XisA) is
«a — certain”, and to which evaluation of A is identi-
fied. This is also of much interest since it will allow us
to use uncertain constraints derived from the decision
rules as inputs in the network. An interesting line
of argumentation leads them to represent the above
qualified proposition by the following inequalities

m(u) < maz(pa(u),1 - a),Vu € DU
which, as expected, turn to be equivalent to

Eualm) > a

However, the certainty degree E(pa|m) turns to
provide not very natural results in very common situa-
tions. In particular, the existence of only one element
u in the domain for which n{u) = 1 and pa(u) < 1
causes the certainty degrec E(ua|m) to be 0, indepen-
dently whether the value p4(u) is close to 0 or close
to 1.

This counter-intuitive behaviour has led us to look
for an alternative definition of the certainty degree. If



one wants to keep the property that E(ua|n) = 1 iff
T < pa, one is forced to stay either with residuated
implications or with their reciprocals. Residuated im-
plications, in general, share the problem that the re-
sulting certainty degree does not collapse to the neces-
sity degree in the non-fuzzy case (actually it becomes
a trivial {0, 1}-valued measure) , and thus the result-
ing semantics is not an extension of that of Possibilistic
Logic. On the other hand, the reciprocal implications,
in general again, share the above mentioned problem
of the Gédel’s reciprocal implication. However, among
these two families of implication functions, there is
only one exception (up to isomorphisms), the well-
known Lukasiewicz implication

Iy (z,y) = min(1,1 -z + y),
that avoids the above problems. Namely, defining

E(ualn) = inf Ty (w(w),ua(u))

we keep most of the interesting properties of the pre-
vious definition while solving the main problem with
it. Now the interpretation of ”given m, (X is A) is
(at least) a-certain” as E(pua|m) > a is semantically
equivalent to

m(u) < Iy (o, pa(u)), vu € DU

This representation can be provided with practically
the same argumentation used in [9] to justify their pro-
posal, only a slight modification in one step is needed.
The agreement of this pronosal with the original one
in the non-fuzzy case is easy to establish by noticing
that Iy, (o, pa(u)) = maz(l - o, pa(u)) when A is
non-fuzzy.

3.2 Possibilistic Semantics

Now, we are prepared to define our Possibilistic
Temporal Language and show that captures the above
requirements.

Definition 5 The set of possibilistic temporal formu-
las is the set L1 = {¢[c]|¢ € L and o € [0,1]}.

Definition 6 A Possibilistic Temporal model I1
is a possibility distribution over the set Q of L-models

nm:Q-[0,1]3

Definition 7 (Possibilistic Entailment ) A possi-
bilistic temporal model T1 satisfies a wff ¢ with a cer-
tainty degree o, written Il =1 ¢[a], iff

E(#IM) = inf T1(TI(w), polw)) 2 o

where we have identified the L-formula ¢ with its cor-
responding fuzzy subset of the set of L-models Q0 de-
fined as py(w) = w(p). The notion of logical con-
sequence 15 the natural one, t.e., a possibilistic tem-
poral formula G 1is a logical consequence of a set
of possibilistic temporal formulas Fi, ..., Fn, written
{F\,..., Fn} BT G, iff for any possibilistic model 11,
Er b, O Er Fyamply Il =1 G

3These possibilistic models differ from those of Possibilistic

Logic in that the possibility distributions are defined on (0, 1]- -
valued £-models, rather than on {0, 1}-valued £-models.

Lluis Godo & Lluis Vila 47

The possibilistic entailment =7 in L7~ is related
to the entailment relation |= of the basic language £
without uncertainty as follows.

Proposition 3 Let ¢1,..., ¢ and ¢ well-formed for-
mulas of L. Then it holds that {¢1,...,0n} E ¢ iff

{o1[1], . onl1]} 7 @1

This proposition shows that the possibilistic entail-
ment k=7 actually extends |= in a natural way, as it
could be expected. In particular, the set of inference
rules for fuzzy constraints presented in section 2.3 are
then also sound w.r.t. for =7, once the fuzzy tempo-
ral constraints appearing in those rules are attached
the certainty value 1.

A possibilistic temporal knowledge base is a pair
KB = (FB,RB) of a set of weighted facts FB and
a set of weighted rules RB.

4 General Inference

Since temporal inference rules deal exclusively with
temporal constraints which certainty degree is 1, for
the sake of completeness, additional inference rules are
needed to state the degree of fulfillment for a temporal
proposition and viceversa.

Basic Constraint Inference Rules. As already
mentioned, the Reflerivity, Universal Constraint,
Symmetry, Transitivity, Intersection and Inclusion in-
ference rules, with the certainty value [1] attached to
premises and conclusions, are sound rules w.r.t. to the
possibilistic semantics, and they capture constraint
network procedures

Possibilistic Constraint Inference Rules. The
following inference rules show how uncertainty influ-
ences fuzzy temporal constraints, and thus how they
provide a kind of bridge between knowledge from the
temporal constraint network and knowledge from a
decision rule set. In other words they provide a way
to infer certain fuzzy constraints from uncertain ones,
and viceversa.

FuzzDIST(t,ta,ma,,)[1]
FU2zDIST(t t2,my , )al, Where a=E(ma,, |n}, )

dig

{R1}

And the converse inference rule is defined as follows:

FuzzDIST(t,t2,7a ;)]
FuzzDIST(t:,ta,m, (1], where = =T} (a,ma,;)

{R2}

As a matter of example, consider the piece of knowl-
edge that the duration of the Ondulating Fever Pe-
riod of a patient has been between 2 and 3 weeks,
but in any case not less than 17 days and not more
than 32. This knowledge can be represented by the
proposition FuzzDisT(BEGIN(OF P), END(OF P),II)
with certainty 1, being 7 the trapezoidal func-
tion presented graphically in figure 2.  The rule
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in the previous example which has as one of con-
ditions FuzzDisT(BEGIN(OFP), END(OFP), A) be-
ing A the fuzzy duration whose membership func-
tion is also shown in the figure 2. Therefore to
use that rule in this context we must evaluate,
among other things, the certainty of that condi-
tion. Applying the Rl inference rule we can con-
clude FuzzDisT(BEGIN(OF P), END(OF P), my), with
certainty E(pua|m) = 0.9. This certainty value would
be used after to conclude Brucelosis from the rule
when applying the modus ponens inference rule in-
troduced below.

EAln)=0.9

Figure 2: Using the entailment measure.

Proposition 4 The above two inference rules R1 and
R2 are sound.

General Inference Rule. General inference is per-
formed through a single inference rule which is a
sort of modus ponens (PMP) and extends the one for
necessity-valued formulas in Possibilistic Logic:

B; and ... and BmgH,

Bilay], ..., Bnlowm)
Ha'], where a’=min(a,a1,....an) {PMP}

Proposition 5 (soundness) The above possibilistic
modus ponens inference rule PM P is sound

5 Conclusions and Future Work

We have presented in this paper a propositional
temporal language based on fuzzy temporal con-
straints, and able to deal also with uncertainty within
the possibilistic framework. Although this is a very re-
stricted language, it turns out to be expressive enough
for a large set of applications in the medical domain
and, eventually, in other domains where knowledge is
of propositional nature, yet explicit account of tempo-
rallity and uncertainty are required.
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RESUMEN!

Las relaciones descomponibles son una generali-
zacion de la llamada implicacion de Mandan: utilizada
en control. En este trabajo estudiamos en primer lu-
gar la relacion entre la propiedad de ser descomponible
y las propiedades de simetria, transitividad y reflexivi-
dad. Finalmente se caracteriza las relaciones descom-
ponibles que son indistinguibilidades.

Palabras clave: t-norma, relacion difusa, impli-
cacion de Mandani, indistinguibilidad.

1 Introduccién

Una de las cuestiones mas importantes en el estu-
dio de las relaciones de indistinguibilidad [2,3] es su
generacién. Un método usual (en procesos de apren-
dizaje) es partir de una relacidn reflexiva y simétrica y
calcular su clausura transitiva. Otro método (util en
reconocimiento de formas) proviene del Teorema de
representacion que permite generar cualquier relacién
de indistinguibilidad a partir de una familia de con-
Jjuntos borrosos.

Algunas familias de relaciones de indistinguibilidad
pueden ser generadas por otros métodos mas acordes a
su naturaleza. Tal es el caso de las indistinguibilidades
de Mandani [5] que son un caso particular de relaciones
descomponibles. En este articulo se estudian las rela-
ciones descomponibles simétricas y de Mandani. En
particular se demuestra que las relaciones de indis-
tinguiblidad descomponibles (en el caso arquimediano
estricto) satisfacen una “relacién tetraédrica” similar
a las relaciones de “estar entre” y que las relaciones
que satisfacen una relacidn tetraédrica son multiplos
de relaciones descomponibles.

Recordernos las siguientes definiciones.

Decfinicidn 1.1 Fijada una t-norma T, una relacién
borrosa IR en un conjunto X es T-descomponible s,
y solo s1, eristen dos subconjuntos borrosos p,v de X
tales que para todo z,y € X

R(z.y) = T(pz,vy)

'Financiado  parcialmente  por el proyecto  ndmero
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Notacién. A lo largo de todo el articulo pz y vy
representaran p(z) y v(y) respectivamente.

Definicién 1.2 Fijada una {t-norma T, wuna T7T-
indistinguibilidad en un conjunto X es una relacidn
borrosa E en X que para todo z,y,z de X salisface

1.2.1. (Reflexindad) E(z,y) =1
1.2.2. (Simetria) E(z,y) = E(y, )

1.2.3.  (T-transitivided) T(E(z,y), E(y,2)) <
E(z,z2).

El siguiente resultado es immediato:

Proposicién 1.3 Dada una t-norma T, toda relacién
R en un conjunto X T-descomponible es T-transiliva.

Demostracion.

T (R(z,y), R(y,2)) T (T(pz,vy), T(py, vz))
T(pz,vz) =

R(z,z).m

i

itIA

2 Relaciones descomponibles simétri-

cas

Una relacién R descomponible en un conjunto X
definida con un solo subconjunto difuso p de X (i.e.
R{z,y) = T(pz, py)) es simétrica. En este apartado
estudiamos el reciproco.

Proposicién 2.1 Sea T una t-norma arquimediana
estricia con generador aditivo t y T su pseudoinversa.

La relacién T-descomponible R(z,y) = T(puz,vy) en
X es simétrica s, y solo si,

a) p<v y 7A"(1/|;1) es una constante k,
o bien

b)v<puy T(;z|u) cs una constante k.

49
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Demostracion.
=) De la simetria de R se sigue

tpur +tvy = tpy + tvz, Ve ye X

Si px < vz, entonces tpz — tvx = tpy — vy v, por

tanto, py < vy (es decir p < v) y T(v| p) = k y
estamos en el caso a).

St pz > vy, un razonamiento andlogo nos lleva al
caso b).

« .

Sip<vyT(v|u)=k, entonces

" MNtpx —tvy) =k
tpr —tvy =tk Vre X

T(pz,vy) = t ' tpz +tvy) =

= TNtk +tvr +tpy —th) =
U (tpy + o) =
= T(py,vr)

L.a demostracién parael casov < pu y T(p. [v) =k
es analoga. M

Notacién. Dada una t-norma arquimediana estricta
Ty a,b € [0,1] escribiremos b = a'/? si, y sélo si,
T(b,b) = a.

Lema 2.2 b = a'/? &1, y sélo s1, th = 2

Demostracion.

T(bb)=at (th+1b) = a ¢ 2tb =5a & th =
¢

[ ]

7 -

Corolario 2.3 (de la proposicién 2.1.) Una relacion
R T-descomponible en X con T una t-norma arqui-
mediana esiricla es simélrica st, y sdlo si,

a)jp < vy Rzy = Tlpx,py) con p =
T(v,T (v |p)'/?) o bien

b)v < pwy Rzy) = T(pz,py) con p =
T (1 TGk, | )172).

Demostracion.

=
Caso a) p < v
Por el lema, pz = (7' (va+ %) y, por todo,

Rlz.y) =T(pz,vy) =t (tpz+ivy) = - (th+tlva +
tey) = 7' (tv + % + vy + %‘-) =t~ Ytpx + tpy) =
T(pz.py)

Caso b) St v < p el razonamiento es analogo al
anterior

=

Trivial, puesto que 7" es simétrica. M

Corolario 2.4 5t R es una relacion T-descomponible
mélrica en X, con T una {-norma arqyuimediana es-
tricta, se puede suponer, sin pérdida de generalidad,
que p = v

Vamos a estudiar las relaciones descomponibles
simétricas con la t-norma minimo, para ello definimos
M = sup_cx {pr | px = vz} si este conjunto no es
vacio y M = 0 en caso contrario.

Proposicién 2.5 La relacién Min-descomponible R
en X definida por R(x,y) = Min{uz,vy) es stmétrica
si, y solo si,

a) p < v en los puntos z de X en los que ux # vz,
p es constante mayor o tqual que M.

b} v < p en los puntos ¢ € X en los que vz # pr,
v es constanle mayor o igual que M.

Demostracion.
= Veamos primero que g < v o v < yu:
En electo, si existieran z,y € X con px > vz y

py < vy, la igualdad
Min (pz,vy) = Min (py,vz).
contradiria los siguientes dos casos (1), (il):

(i) Si px > py, por 25.1. Min (pz,vy) = vy
Pero de vy > py se seguiria Min (uz,vy) > Min
(ky,vz).

(i) Si pz < py, por 2.5.1. Min (py,vz) = vz vy,
puesto que py < vy, para no contradecir 2.6.1
deberia ser Min (puz,vy) = px. Pero entonces se
tendria puzr = vz contradiciendo la hipdtesis de
TE

Por tanto p <vov <pu.

(a) Caso p < v.

Si no existe z € X con pur # vr, entonces p = v y
hemos terminado.

Si existen z,y € X con pr < vz y pr < vy, en-
tonces Min (pz,vy) < pzr < vz, y por 2.5.1. Min
(py,vr) = py. De forma simétrica, Min (pz,vy) = pz
y por 2.5.1 pz = py. Es decir, 1 es constante en los
puntos r € X donde pux # vr.

Siexiste z € X con pz = vz, seaz € X con pzx <
vr. De Min (pz,vz) = Min (pz, vr) se sigue entonces
Min (puz,vz) = pz y, por tanto, pz > M.

b) El caso v < v es andlogo al anterior.

=
Caso a):

St pr = vr y py = vy, entonces Min (uz,vy) =
Min(py,vz) trivialmente.

Stpur =vzypy # vy, entonces pr = vr < py < vy
y por tanto Min (uz,ry) = Min (py,vz).

Sipzr # vz y py # vy, entonces pur = py < vz
y pr = py << vy, Por tanto Min (uz,vy) = Min
(ny,vz).

Caso b) Analogo al anterior W



Corolario 2.6 5: la relacion AMmm-descomponible R
en N definrda por R(z,y) = Min (pz,vy) es suméltrica
y 4 < v (v < p), entonces R(x,y) = M
(px . puy)(R(z,y) = Min (vz,vy)).

3 Relaciones de indistinguibilidad des-

componibles
En esta seccién estudiamos las relaciones de indis-
tinguibilidad descomponibles. El lema 3.1 nos obliga
a modificar ligeramente la definicién de descomponi-
bilidad y nos lleva a considerar las indistinguibilidades
de Mamdami [5].

Lema 3.1 Dada una t-norma T, una relacion R T-
descomponibles en X, R(z,y) = T(uz,vy), es reflez-
tva s1, y sélo stp=v =1

Demostracion. Trivial. W,

Decfinicidn 3.2 Dada una t-norma T, una relacidn
R definida en un conjunto X diremos que es T™-
descompontble s1, y sélo si, existen dos subconjunios
borrosos p,v de X lales que para cada r,y de X

R(z,y) = T'(pz, vy)
donde T'(a,b) = { T(a,b), ii Z i 2

Proposicién 3.3 Dado un subconjunto borroso p de
X y una t-norma R, la relacion borrosa E(x,y) =
T'(pz,py) es una T-indistingurbilidad en X.

Demostracion. Trivial. B

Lema 3.4 Una T-indistinguibthidad E en X T
descomponible con E(z,y) = T(ur 1y) es sepa-
radora (r1e. E{(z,y) = 1 = = = y) st, y sdlo s,
jtes inyecliva.

Demosiracion.
E(z,y) =1 T (prpy) =1 pr=py B

En [3] se demuestra que dada una
T-indistinguibilidad separadora E en un conjunto X
con F{z,y) = 0 Vz,y € X y T arquimediana es-
tricta, la relacion cldsica ternaria B en X definida por
(z,y,z) € Bsi,y sdlosi, T(E(l y), E(y,2)) = E(z,2)
es una relacion de * ‘estar entre” métrica en el sentido
de Menger [4].

Las relaciones de ‘“estar entre” definidas por T-
indistinguibilidades separadoras descompombles son
de dos tipos: o bien B = # o bien existe un tnico
elemento de X que estd entre cualesquiera otros dos

Proposicién 3.5 Sea T una t-norma arquimediana
estracta y p un subconjunto difuso myectivo en X
con pr £ 1 o Vr € XN La relacion de “estar en-
tre” B defimida por la T-wdistinguibibidad E(x,y) =

Tz jy) es vacia
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Demostracion.

Dados r,y,z € X con z # y # z #
X, st T(F(x,y) E(y,2)) = E(z,z), entonces
7( (plz y), T(py pez)) = T(px, px) lo que implica
Ky

Corolario 3.6 Sea T una t-norma arquimediana es-
tricta y ¢ un subconjunto difuso inyectivo en X con
pr £ 0Vz € X. Sea F la T-indistingubilidad definida
per E(z,y) = T'(pz, py).

Si existe un elemento y € X con uy = 1, entonces y
estd entre cualesquiera otros dos elementos de X y es-
tas son las dnicas relaciones de “estar entre” definidas
por E.

Por tanto, las indistinguibilidades del corolario an-
terior dotan al conjunto X de una estructura radial en
la que todos los objetos estan interconectados a través
de un objeto central privilegiado. Las indistinguibi-
lidades descomponibles generan un tipo de relaciones
similares a las de “estar entre” que se pueden asociar
a estructuras tetraédricas.

Proposicién 3.7 Dada una (-norma arquimediana
estricta T y un subconjunio borroso inyectivo p en
X, la T-mdzstmlguzbzhdad separadora R en X definida
por E(z,y) = T'(pz, py) genera la siguiente relacién
tetraédrica: dados cualro elementos z,y,z,t de X
distintos dos a dos,

T(E(z,y), E(z,1)) = T(E(z,

z), E(y.t)). (8.7.1)

Demoslracion.
17 (1 (tpr + tpy) + 0 (tpz + tpt)) =
TNt Yt + tpz) -t Gy + tpt)). W

La Proposicidn anterior tiene el siguiente reciproco
parcial:

Proposicién 3.8 Sea T una t-norma arquimediana
estricta y E una T-indistinguibilidad separadora en
C que salisfaga la relacién telraédrica 3.7.1. En-
tonces eriste una T-indistinguibilidad E' en X T'-
descompontble y una constante k € [0, 1] con E(z,y) =

T( (z,y)Vz,y€e X, r #y.

Para la demostracién usamos el siguiente lema:

Lema 3.9 Dados a,b,z € [0,1] cona > by T arqui-
mediana eslricta, se liene

T(a | b) =T (T(a,z), T(b,z)).

Demostracion de la proposicion 3.8.

Fijemos a € X y definamos pz = E(a, z).

Dados y, z,t de X diferentes dos a dos y diferentes
de a,

T(l(a,y), E(z,t) = T(L(a,
T(py (1))

z), E(y, 1))
=T(pz, E(y, 1))



D
]

Podemos suponer py < pz y ladltima igualdad equiv-
ale a

T(pz | py) = T(E(z,t), E(y,t))
y, por el lema 3.9

T(T(pt,pz) | T(pt, py)) = T(E(z,1) | E(y,1))

Por tanto,
T(py,pt) = T(E(y, 1), k)
Definiendo
;. _ ) pz, sir#a
pPr { k, sir = a,

E'=T'(p'p"). W

Nota 1. Si k = 1, se tiene £/ = E, p/ = py el
elemento a € X estd entre cualesquiera otros dos de X'.
Nos encontramos por lo tanto en el caso del corolario
3.6.

La constante k£ se puede pensar como el grado de
adecuacion de torar a como parte central del corolario

3.6.

Nota 2. En la demostracion anterior sélo hemos us-
ado la relacion tetraédrica para un elemento a de X.

De esto se siguen los dos siguientes corolarios:

Corolario 3.10 Sea T una t-norma arquimediana
estricta y E una T-indistingutbilidad separadora en
X St eriste a € X con T(E(a,y),E(z,t)) =
T(E(a,z), E(y,t)) Vr,y,2 € X distintos dos a dos y
distintos de a, entonces existe una T-indistinguibilidad
T'-descomponible E' y una constante k& € [0,1] con

E(x,y) =Tk | E'(z,y)) Vz,y € X, = # y.

Corolario 3.11 Sea T wuna (-norma arqumediana
estricta y E una Tandistinguibilidad separadora en
X St enmiste a € X con T(E(a,y),E(z,t)) =
T(E(a,2),E(z,y)) Vz,y,z € X distintos dos a
dos y distintos de a, enfonces T(SE(r,y),E(z,t) =
T(E{x,z), E(y,t)) Vz,y,z,t € X distintos dos a dos.

Las similitudes (Min-indistinguibilidades) des-
componibles coinciden con las similitudes unidimen-
sionales en el sentido de [2]. Aplicando las técnicas
alli expuestas, se demuestra la siguiente proposicidn:

Proposicién 3.12 Una similitud E en un conjunto
N scparadora es Min’-descomponible si, y sdlo si, ¢x-
wste a € X con F(a, ) inyectiva.

Demostracion. [2]

Relaciones de indistinguibilidad descomponibles

4 Conclusiones

En este articulo hemos estudiado las relaciones
sunétricas descomponibles y las indistinguibilidades
de Mandani para t-normas estrictas y el minimo.

En el caso de las t-normas estrictas se ha visto
que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
los dos conjuntos generadores coinciden (1e. R =
T(p x p)) y que las indistinguibilidades de Mandani
satisfacen una “relacién tetraédrica” que las caracte-
riza salvo un factor de escala k.

Para el Minimo, las similitudes descomponibles co-
inciden con las ya estudiadas similitudes unidimen-
sionales y se caracterizan a partir de resultados cono-
cidos.
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Resumen

En este trabajo proponemos una solucién para la
aplicacién de un modelo de restricciones temporales
borrosas a tareas de monitorizacién inteligente de
pacientes. En particular, analizamos las necesidades del
dominio 'y describimos la aproximacién seguida para
representar la informacién temporal y para resolver las
consultas sobre relaciones temporales planteadas durante
la aplicacién del conocimiento sobre el dominio. Estos
procesos exigen la cooperacién de un especialista
temporal con los mecanismos de razonamiento sobre el
dominio y son el punto clave para la integracién entre
ambos. La solucién para la integracién presentada aqui
corresponde a una fase de la implementacién de FRESH,
una herramienta de desarrollo de sistemas inteligentes
para monitorizacién en entornos dindmicos.

Palabras clave:
Razonamiento temparal, Sistemas expertos, Sistemas de
monitorizacién, Cuidados Intensivos Coronarios.

1 Introduccién

En trabajos anteriores [3, 4, 13, 14, 15] hemos
presentado un modelo de restricciones temporales borrosas
(FTCN o Fuzzy Temporal Constraint Network), como
punto de partida para manejar la imprecisién de las
referencias al tiempo que aparecen con frecuencia en
dominios médicos. Estamos interesados en la aplicacién
del modelo teérico a tareas de monitorizacién de
pacientes. Describimos aqui algunos de los problemas
encontrados y las soluciones propuestas.

Una estrategia general para la aplicacién prictica de
técnicas de razonamiento temporal consiste en establecer
una separacion explicita entre las tareas de razonamiento
sobre el dominio y de razonamiento sobre el tiempo. Las
primeras se resuelven mediante la arquitectura
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convencional de un sistema experto (SE) basado en
conocimiento del dominio, mientras las segundas las
implementa un especialista temporal, un sistema basado
en algiin modelo formal de restricciones temporales que
representa y gestiona la informacién referente a la
localizacién de un conjunto de eventos sobre el eje del
tiempo. Las tareas bédsicas de un especialista temporal son:
(1) inferir nuevas relaciones temporales a partir de las
inicialmente representadas y reducir al miimo la
imprecision y la ambigiiedad en las relaciones conocidas,
aplicando para ello algiin mecanismo de propagacién de
restricciones temporales; (2) analizar la consistencia global
del conjunto de relaciones parciales introducidas; y (3)
computar posibles escenarios temporales (ordenaciones
totales de los eventos) que sean compatibles con la
informaci6n de partida. Esta iiltima es una tarea bésica en
problemas de planificacién, pero es irrelevante en
problemas de diagnéstico e interpretacién de datos de
monitorizacién. En estos casos, el SE del dominio debe
detectar patrones temporales de sintomas que sustenten o
rechacen diferentes hipétesis diagnésticas, y para ello
consultard al especialista temporal sobre la existencia de
relaciones temporales concretas entre hechos concretos; el
especialista temporal responder a estas consultas tras
aplicar los algoritmos de anilisis correspondientes a las
tareas (1) y (2) a las etiquetas temporales de los hechos.

Puesto que los objetos manejados son las etiquetas
temporales asociadas a los eventos, el especialista
temporal se limita a realizar razonamiento de sentido
comiin sobre el tiempo, y en principio es independiente
del dominio. Esta divisién de tareas fue propuesta por
primera vez por Kahn y Gorry [11], reconociendo que la
absoluta independencia del dominio puede ser dificil de
conseguir en la préctica. La integracién de un especialista
temporal con un mecanismo de razonamiento sobre el
dominio, en forma suficientemente flexible para adaptarse
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a distintas aplicaciones, es aiin un problema abierto. Cada
modelo de restricciones temporales proporciona una
solucién de compromiso entre expresividad y eficiencia,
que no es necesariamente vélida para todos los dominios
(1. 2, 8. 17]. Una solucion suficientemente flexible para
un rango dado de aplicaciones debe permitir expresar
distintos tipos de etiquetas temporales y gestionar cada
tipo en la forma m4s eficiente. Pero el punto m4s critico
para establecer la separaci6n de tareas es el de la gestion
de consultas sobre existencia de relaciones temporales.
Este ultimo problema es el que analizamos en este trabajo.
En la siguiente seccién describimos los conceptos basicos
del modelo FTCN. Después nos centraremos en un
dominio especifico y haremos algunas consideraciones
sobre el tipo de informacién temporal manejada.
Finalmente, describiremos la solucion propuesta para los
procesos de consultas sobre eventos.

2 Representacion de relaciones temporales
borrosas

Una red de restricciones temporales borrosas (FTCN o
Fuzzy Temporal Constraint Network) es un conjunto finito
de n+1 variables temporales {X,, X, ... X,} y un conjunto
finito de restricciones binarias borrosas entre ellas {L;}.
Cada variable representa a un instante de tiempo
desconocido y cada restriccion binaria L, describe los
posibles valores para la duracién transcurrida entre los
instantes X; y X,, y se define mediante una distribucién de
posibilidad n; sobre el universo de las duraciones enteras.
Denominamos  extensiones temporales a estas
distribuciones de posibilidad, porque representan la
distancia temporal existente entre dos puntos del eje del
tiempo: dada una duracién entera precisa p. Tp)
representa la posibilidad de que 1a duracién transcurrida
de X, a X, sea precisamente p unidades de tiempo [3, 4,
13, 14, 15].

Consideremos el problema de la representacion de
entidades y relaciones temporales en el modelo FTCN.
Sea un evento €; que corresponde a la ocurrencia de algin
hecho del dominio en un tiempo dado, y que
fepresentaremos por una tera e; = (a;, v, ¢), en la que a
es alguna variable del dominio (e.g. "tensién arterial
diastélica"), v, es el valor preciso o impreciso que toma
esta variable (e.g. "alta"), y ! es el tiempo en el que el
hecho es valido. Si se trata de un evento instantaneo, la
entidad temporal ¢, serd un instante de tiempo p;, y en el
caso de un evento con duracion ¢, ser4 igual a un intervalo
lj-.

Un instante puede representarse directamente en el
modelo mediante una pareja p; = (X,, R), donde X, es una
vanable temporal y R, es un conjunto de restricciones

temporales {L}-y, le. ...} que establecen la posicién relativa
del instante respecto a los instantes correspondientes a
otras variables temporales X, X, Por ejemplo, un
eveato instantdneo e,, del que sabemos que ocurri6 en el
afio 1990 aproximadamente 15 dias antes del evento
instantineo e,, tendrd asociada una etiqueta temporal t,
dada por una variable X, y un conjunto de dos
restricciones temporales R, = {L,. L,}; L, es una
restriccién respecto al origen de tiempos que expresa la
fecha absoluta imprecisa ("el afio 1990"), y en la que la
imprecision estd asociada al uso de una granularidad
temporal alta; L,, es una restriccién temporal imprecisa
("aproximadamente 15 dias antes") respecto a la variable
temporal X, asociada al instante de ocurrencia del evento
de referencia e,.

Por otra parte, un intervalo I; se representa en el
modelo mediante una terna i, = @,.p, R aib)' en la que p,
y p;, corresponden, respectivamente, a los instantes inicial
y fmnal del intervalo, que se representan en ia forma
indicada anteriormente, y L, , €5 una relacién temporal
entre las variables tempom[’és correspondientes a esos
instantes, que representa la duracion del intervalo.

Lo anterior permite representar en la red la localizacion
temporal de cualquier evento. Sin embargo, interesa
disponer de una forma de expresion m4s general y
cercana al usuario. Para el usuario, cada entidad temporal
se define mediante un conjunto de etiquetas temporales
lingiifsticas, p; = “1'1' L.} oi= (£, l,z. ...} En otro
trabajo [3] hemos definido las reglas sinticticas y
semdnticas de un lenguaje de representacién de entidades
temporales que traduce etiquetas temporales lingiifsticas
a la representacién de la red. El lenguaje permite
expresiones del tipo "p, es un instante que ocurte
aproximadamente 10 minutos después del instante Dy
pocos minutos antes del intervalo i,", donde las
expresiones en cursiva comresponden a etiquetas
temporales lingilifsticas. En lineas generales, las etiquetas
lingiiisticas pueden venir dadas en forma absoluta (e.g.
una fecha de calendario) o relativa. Las etiquetas relativas
definen relaciones temporales entre instantes, entre
intervalos, y entre instantes e intervalos.

Consideramos tres tipos de relaciones entre instantes:
{d}-antes, {d}-después y {d}-igual, donde d es una
duracién borrosa que cuantifica la distancia temporal
imprecisa existente entre los instantes. Etiquetas de este
tipo se representan directamente en el modelo como
restricciones entre parejas de variables temporales. Hay
diez tipos de relaciones entre instantes e intervalos (e.g.
(d}-comienzo, {d,, d,}-pertenece, ..) Cada etiqueta de
este fipo se traduce sobre la red en tres variables
temporales (la del instante y las dos del intervalo) y en
dos restricciones temporales (entre el instante y los puntos
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inicial y final del intervalo); si el intervalo habfa sido
definido previamente existird ademés una restriccién entre
sus extremos). Andlogamente, las relaciones entre
intervalos pueden representarse mediante 4-tuplas de
variables temporales y 4-tuplas de restricciones binarias
entre estas variables. En el caso particular de relaciones
cualitativas (antes, después, ...), las duraciones borrosas d
se reducen a distribuciones universales, de forma que
cualquier valor preciso positivo de duracién es
completamente posible.

En definitiva, cualquier expresién linglifstica es
traducida a un “trozo" de red que constituye su
representacion  interna. En  la  siguiente  seccién
Justificaremos que este esquema de representacién es
vélido para un dominio clfnico particular, analizando el
tipo de etiquetas temporales que aparecen asociadas a los
hechos clinicos del dominio. Veremos también como el
problema del razonamiento sobre el dominio implica la
realizacion de consultas sobre relaciones temporales. En
otra seccién posterior veremos cémo este tipo de
consultas se resuelven sobre en relacién al modelo.

3 Razonamiento temporal en dominios
clinicos

Cualquier proceso fisiopatolégico puede describirse
como una evolucién temporal de un sistema dindmico, el
cuerpo humano, cuyo resultado observable es una
determinada secuencia de manifestaciones clinicas, El
significado clinico de un sintoma aislado es
frecuentemente ambiguo, y debe establecerse dentro del
contexto temporal en el que ocurre. Un contexto temporal
es definido por un intervalo de tiempo en el que, para que
el sintoma sea asignable a una categorfa diagnéstica dada,
deben haber ocurrido otras determinadas manifestaciones
en un cierto orden temporal. Este orden no tiene que ser
necesariamente un orden total: los sfntomas no se
presentan siempre exactamente en la misma secuencia; lo
significativo es la ordenacién relativa de algunos
subconjuntos de sfntomas y, particularmente, que la
distancia temporal entre s{ntomas sea concordante con las
relaciones de causalidad del proceso fisiol6gico
subyacente,

Consideremos un dominio clinico particular, el
seguimiento de pacientes con isquemia ingresados en una
UCIC (Unidad de Cuidados Intensivos Coronarios). Fl
objetivo bésico es detectar la aparicién de nuevos
episodios isquémicos en pacientes que ya han sufrido
infarto agudo de miocardio y estdn sometidos a
monitorizacién electrocardiografica y hemodindmica.

La reisquemia se manifiesta a través de cambios en el
nivel eléctrico del segmento ST de la sefial ECG. Estos
cambios s6lo son significativos si vienen precedidos por

la existencia de factores desencadenantes que provocan un
aumento en el consumo de oxfgeno y que se manifiestan
poco después como alteraciones hemodingmicas y de la
frecuencia cardfaca. La deteccion de estos eventos en los
minutos previos a los cambios del ST es importante para
descartar falsos positivos y evitar el disparo de alarmas
irrelevantes. En ocasiones, estas manifestaciones vienen
acompafiadas de sintomas subjetivos (e.g. dolor), pero en
un gran porcentaje de casos el episodio isquémico es
silente y, por tanto, diffcil de detectar sin la ayuda de un
sistema de monitorizacién. Una primera corroboraciéa del
diagndstico se realiza observando las modificaciones en la
presion arterial diastolica y en la presién de enclavamiento
que acompafian y siguen a los cambios del ST. Entre 3 y
8 horas después aparecen alteraciones analfticas que
permiten confirmar el diagnéstico y decidir si se mantiene
la medicacién. Los antecedentes clinicos del paciente yla
existencia de tratamiento previo pueden alterar este
proceso y condicionar la interpretacién de resultados.

Un sistema de monitorizacién convencional maneja
solo los datos de bajo nivel resultantes del procesado de
seflales fisiolégicas. Sin embargo, la correcta
interpretacién clinica de los eventos de sefial exige
analizarlos en un nivel de abstraccion superior, en
correlacién con datos de otro tipo. Los parémetros més
frecuentemente usados en una UCI corresponden a
observaciones clfnicas (sintomas y signos), antecedentes,
medicacién y analftica, mientras que los pardmetros de
monitorizacién corresponden s6lo a un 13 % del total
[10].

Las etiquetas temporales asociadas a los distintos tipos
de datos pueden ser de muy distinta naturaleza. Fn
general, los antecedentes clinicos vienen fechados en
forma aproximada y con un nivel de granularidad
temporal superior al de otros datos, lo que equivale a
imprecision temporal (e.g. "insuficiencia renal moderada
diagnosticada hace poco m4s de un afio"). Tanto en los
antecedentes como durante la monitorizacién hay que
representar  sfntomas subjetivos definidos mediante
etiquetas temporales relativas a algiin punto de referencia
(e.g. "palpitaciones desde unos 5 meses antes del ingreso”,
"dolor poco después de la iiltima comida”). Los datos de
analitica y de exploraciébn clinica tienen etiquetas
temporales absolutas y precisas. Finalmente, los
pardmetros extrafdos de las seftales monitorizadas tienen
también etiquetas absolutas y precisas, generadas a partir
de los {ndices de las muestras, que son relativos al origen
de la monitorizacién. En consecuencia, el especialista
temporal tiene que manejar etiquetas temporales absolutas
y relativas, precisas e imprecisas. Todas ellas pueden ser
representadas en nuestro modelo FTCN.

Consideremos ahora el problema del razonamiento
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sobre el dominio. Desde el punto de vista operativo, la
identificacién del significado clinico de un evento se
realiza examinando su posicién temporal relativa a otros
sintomas precedentes, es decir, comprobando la existencia
de determinadas relaciones temporales entre los hechos.
Ejemplos de consultas sobre relaciones temporales entre
hechos del dominio médico para determinar su significado
clinico aparecen en [12, 18]. Sin embargo, el
conocimiento  sobre  procesos fisiopatologicos e
umperfecto y la variabilidad entre pacientes es grande, de
forma que no es posible hacer una especificacién temporal
precisa de los eventos genéricos que caracterizan un
determinado problema clinico. En la préctica, ello implica
que las reglas de produccién incluirdn condiciones sobre
relaciones temporales borrosas (e.g. "si los iiltimos
andlisis de funcién renal fueron normales y ocurrieron
hace menos de aproximadamente 15 dias entonces
descartar una agudizacién de la insuficiencia renal y
sugerir una patologia cardfaca"). El interfaz entre los
mecanismos de razonamiento sobre el dominio y el
especialista temporal deberd separar las consultas
estrictamente temporales y transmitirlas al especialista
temporal para su resolucién. Este proceso es el que
esquematizamos en la siguiente seccién.

4 Consulta sobre relaciones temporales
borrosas en FRESH

FRESH (Fuzzy Temporal Reasoning Expert System
Shell) es una herramienta de desarrollo de sistemas
inteligentes para monitorizacién en entornos dindmicos
que nuestro grupo estd implementando. El trabajo se
plantea en dos fases. En la fase actual, hemos abordado la
construccién de un sistema experto para el dominio
particular descrito previamente. El trabajo en este dominio
operacional nos servird para probar la validez de nuestra
aproximacién antes de generalizar a otros dominios.
Describimos aqui s6lo la solucién adoptada para responder
a las consultas sobre relaciones temporales borrosas que
los mecanismos de razonamiento de FRESH plantean al
especialista temporal. Algunos de los mecanismos de
razonamiento particulares que se integrarin en FRESH
estdn descritos en otros trabajos [5, 6, 7, 16].

En FRESH, los eventos se almacenan en una base de
datos orientada a objetos. El objeto correspondiente a cada
pardmetro clinico a contiene una historia de eventos 4 (a)
= {e,. e,. ...}, en la que cada evento e; es definido por un
par valor/fentidad temporal (v. t). Las entidades
temporales {, apuntan hacia los nodos de una FTCN, y su
correspondencia sobre la red se obtiene mediante el
lenguaje de representacion de entidades temporales en la
forma descrita en la segunda seccion. El especialista
temporal descompone la red en un conjunto de topologias

particulares, y aplica a cada una algoritmos especificos de
propagacién de restricciones y andlisis de consistencia que
se ejecutan en tiempo polin6mico. Dadas dos variables
temporales X; y X, llamamos M, a la restriccién existente
entre ellas después de aplicar los algoritmos de
propagacién y 7, a la correspondiente distribucién de
posibilidad. M, serd una restricci6n minimamente
imprecisa resultante de combinar todas las piezas de
informacion que afectan a la distancia temporal entre
ambas variables.

Las preguntas planteadas por los mecanismos de
razonamiento del dominio son de la forma (Q, S, C,, C).
S es una seleccién de eventos de la forma:

S = {e | tipo(e) A R (e.valor, vref) A R(e.tiempo, tref)}.
que corresponde al conjunto de eventos de un tipo dado
cuyos valores y tiempos verifican ciertas condiciones. R,
es una condicién de valor que compara el valor del evento
con un valor de referencia. Andlogamente, R, es una
condicién de tiempo que compara el tiempo del evento
con un tiempo de referencia, y viene dada por cualquiera
de las expresiones lingliisticas generables mediante el
mismo lenguaje de representacion de entidades temporales
descrito en la segunda seccion. Aisladamente, S es una
férmula no cuantificada con una variable libre. Qesun
operador de agregacién que se aplica a los eventos del
conjunto seleccién, y puede ser un cuantificador (3, V),
0 un operador del tipo méximo, mfnimo, promedio,
primero, iiltimo, intervalo maximal, ... Q se aplica al valor
o al tiempo de cada uno de los eventos del conjunto S. C,
y C, son condiciones de valor y tiempo, respectivamente,
similares a las incluidas dentro del conjunto S. Esta
sintaxis permite plantear preguntas del tipo: (Todos los
{eventos de tensi6n arterial sist6lica mayor que 100
mmHg y durante el intervalo del ultimo episodio de
isquemia} han ocurrido menos de aproximadamente 3
minutos antes del dltimo cambio ST? La expresion entre
corchetes es la que corresponde al conjunto seleccién:
para cada uno de los eventos seleccionados hay que
comprobar la condicién de tiempo final, que corresponde
a una relacién temporal con el intervalo de tiempo
asociado al evento de referencia "ultimo episodio de
isquemia”. Preguntas como ésta son las que figuran en la
parte de condiciones de las reglas.

Un intérprete de consultas descompone estas
expresiones en preguntas a la base de datos (sobre el
valor de los eventos) y preguntas al especialista temporal
(sobre la localizacion temporal relativa de los eventos). En
particular, el especialista temporal s6lo recibe una
secuencia de consultas sobre condiciones de tiempo C =
R, (1,. 1,) donde ¢, es la entidad temporal asociada a algiin
evento concrelo del conjunto seleccién y 1, es la entidad
temporal asociada al evento de referencia (quiz4 definida
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recursivamente mediante otro conjunto seleccién vy
localizada previamente). R, puede ser cualquier relacion
temporal entre instantes, entre instantes e intervalos, o
entre intervalos. El especialista temporal descompone cada
una de estas consultas sobre condiciones de tiempo en
consultas temporales elementales. Cada consulta temporal
elemental comprueba si se verifica una cierta restriccién
entre variables de la red. Por ejemplo, una consulta sobre
una relacién R, entre dos intervalos es descompuesta por
el especialista temporal en cuvatro consultas elementales
sobre las restricciones entre los variables inicial y final de
los intervalos.

Una consulta elemental es de la forma (X, D; X;? Para
resolverla hay que comprobar si entre los instantes
comrespondientes a los nodos X; y X; ha transcurrido una
duracién D, Mediante el mismo lenguaje de
representacion de entidades temporales usado para la
enfrada de informacién se obtiene la distribucién de
posibilidad rcDU asociada a esa duraci6n por la que se
pregunta. Por otra parte, se conoce la duracién "real”
transcurrida entre los nodos. que corresponde a la
restricciébn minima M, y estd representada por la
distribucién de posibilidad 7¥,. La restricciéon M;; habra
sido obtenida por los algoritmos de propagacién a partir
de las piezas de informacion de entrada. Para responder
a la consulta es necesario comprobar la similitud entre
er,-j y rr“,-/. Formalmente, se trata de comprobar en qué
medida el contenido de la proposicién "la distancia
temporal entre X; y X; es D," es compatible con la
proposicion de referencia "la distancia temporal entre X,
y X, es M. El especialista temporal aplica las
expresiones de filtraje borroso de Teorfa de la Posibilidad
propuestas por Dubois y Prade [9]. En el contexto de
nuestro modelo, estas expresiones se particularizan a:

Il (Xl D,, X,) = [rgaExl min {nD,} (m), ﬂ:M,', (m)]‘

N (X, D, X)) = min max {®; (m). 1 - 7, (m)].
m €

y obtienen una medida de posibilidad y una medida de
necesidad, respectivamente, que definen una banda de
estimacion del grado en que la proposicién consultada es
cierta. En particular, la relacién consultada sers
posiblemente cierta si y sélo si hay una solucién de la red
(una asignacién de tiempos a los eventos) que satisface la
relacion con grado de posibilidad no nulo.

S Conclusiones

Fn este trabajo hemos discutido la aplicabilidad de
nuestro modelo de restricciones temporales borrosas
(FTCN) a las necesidades de gestién de informacién
temporal presentes en un dominio clinico particular, la
monitorizacién de pacientes en una UCIC. La solucién

propuesta se basa en un especialista temporal que incluye
un lenguaje de representacién de entidades temporales,
una red de restricciones temporales borrosas, algoritmos
de descomposicion de la red en topologias particulares, y
algoritmos de propagacioén de restricciones y analisis de
consistencia. Hemos mostrado las lineas b4sicas de los
procesos de representacién de informacién temporal y de
resolucién de las consultas planteadas por los mecanismos
de razonamiento del dominio. El especialista temporal es
una pieza bésica de la herramienta FRESH para desarrollo
de sistemas de monitorizacién inteligente.
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Resumen

En este artfculo hemos realizado un estudio
del comportamiento de distintas funciones de
implicacién en un sistema borroso. Este sistema
se ha utilizado como modelo matemdtico con
objeto de analizar el error de estimacién
cometido, observar el método de
desborrosificaciéon mds adecuado y el niamero
de muestras apropiadas a la funciéon de
implicacion escogida. A partir de este estudio
hemos clasificado las funciones de implicacién
segin cuatro formas de comportamiento,
identificando rasgos de comportamiento con
propiedades geométricas, permitiendo de este
modo generar nuevas familias de implicaciones
con comportamientos conocidos a priori 'y
adaptados_al problema concreto al que se
aplican. Finalmente y a modo de ejemplo

proponemos  una =~ nueva  familia  de
implicaciones.

_Palabras clave: S
Sistema  borroso, implicacion borrosa,

inferencia borrosa, modelado borroso.

1 Introduccion
Uno de los problemas fundamentales que se
lantean en el disefio de un sistema borroso es
a eleccibn de los distintos operadores que
intervienen en €l de entre la multiud de
alternativas de que se dispone, y en particular de
la funcién de implicacién, sobre la que
centraremos este trabajo. ]
Aunque la formulacién teérica que soporta el
proceso de inferencia no suele ser discutida, ésta
ropone un marco de trabajo tan an.g)ho y
exible que no aporta ninguna orientacion a la
hora de seleccionar los operadores, durante el
disefo de un sistema borroso.
Debido a esta carencia, multitud de
investigadores han realizado y presentado
estudios experimentales con vistas a poder
obtener unos minimos criterios de seleccion en
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problemas muy concretos. Existen muchas de
referencias a trabajos experimentales concretos
donde se obtienen soluciones a problemas
particulares, pero no existen muchos trabajos de
caracter mas general, que faciliten la eleccién
A1), (41, 17]. ete), .

a referencia [8] nos sirvi6 como punto de
partida para proponer una metodologfa sencilla
y general que permitiese probar y comparar
operadores sin restringirse a casos particulares.

4 Analisis del error de estimacion y
clasificacion de las implicaciones

4.1 Descripcion del problema

Para comparar las funciones de implicacién
entre si hemos utilizado un sistema borroso
como estimador funcional de y=x. Tenemos por
tanto dos variables, x e y con sus
correspondientes universos de discurso X e Y,
donde definimos un conjunto de reglas (X;,Y;),
con i = 1:N. Hemos utilizado N=5. El método
de evaluacién del estimador consiste en calcular
para cada valor de entrada de la variable x, xp,el
valor estimado para la variable y, y, ¥y
compararlo con el valor real yg.

célculo del valor estimado de y est4

basado en el siguiente esquema de inferencia:

¥y, = DEFZW{U I(X,(xa).)’,(y))}

donde I(a,b) es la funcién de implicacibén, y
DEFZ,,,, es el método de desborrosificacién
empleagg: ue depende del nimero de muestras
nmy utilizado para discretrizar el universo de
discurso de la variable y. Analizaremos el
comportamiento del centro de gravedad, que
notaremos como cgrd, y el de la media de los
valores con miximo grado de pertenencia, que
notaremos maxp, en relacién con la funcién de
implicacién que se escoja.
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La sencillez del esquema de inferencia
permite eliminar la conocida composicién
sup-T, de forma que las funciones de
implicacién han podido ser comparadas sin
preocuparmos de la optimalidad de dicha
composicién para la implicacién escogida, que
como se sabe estin estrechamente relacionadas.

El operador utilizado para la agregacién de
reglas simbolizada por la unién en la ecuacién
anterior, ha sido el siguiente. Siendo I(a,b) la
funcioncién de implicacién:

-operador min si 1(0,0)=1. (reglas con
antecedentes que no se cumplen generan
distribuciones resultantes iguales al universo
de discurso del consecuente).

-operador max si 1(0,0)=0 (reglas con
antecedentes que no se cumplen generan
dJstp'l;uciones resultantes iguales al conjunto
vacio).

Obviamente este criterio estd fundamentado
en la distinta procedencia de las implicaciones
llamadas asf en sentido amplio, ya que en el
primer caso estamos modelando mediante una
conjuncién de implicaciones, mientras que en el
segundo lo hacemos mediante una unién de
conjunciones.

. Le etiquetas  utilizadas  han  sido
distribuciones triangulares, todas ellas con la
misma forma y distribuidas de manera que la
suma de los grados de pertenencia de un punto
cualquiera a las etiquetas de su universo es igual
a 1, y dicho punto nunca pertenece con grado
superior a 0 a més de dos etiquetas.

El indice de comparacién utilizado ha sido la
raiz del error cuadratico medio de estimacién.
El estimador ha sido evaluado en un nimero
elevado de puntos, para evitar la dependencia
artificial dclperror con el nimero de muestras
del universo X.

Cuando una distribucién resultante del
proceso de inferencia tiene todos sus grados de

rtenencia iguales a 0, el criterio de

esborrosificacién adoptado ha sido el célculo
del punto medio del universo de discurso.

4.2 Clasificacion de las funciones de
implicacion.

s resultados obtenidos al analizar los
errores cometidos en funcién del ndmero de
muestras de la variable y, quedan resumidos en
las figuras que a continuacién aparecen. Como

retendemos mostrar en  este trabajo, las

nciones de implicacién se ﬁ)uedcn agrugar en
cuatro grandes grupos, de los cuales hemos
to.nado un representante (Ra, Rc, Rd1 y Rs). En
las figuras aparece la evolucién de la raiz del
error cuadratico medio en funcién del nimero

de muestras utilizado para discretizar el
universo de discurso de la variable y, utilizando
el método de desborrosificaciébn maxp (trazo
continuo) y el cgrd (trazo discontinuo).

) 1

A e — J—

v ¥ bpE W % IO N WO b

Vamos a continuacién a caracterizar cada

uno de los tipos sefialando aquellas
caracteristicas  que  consideramos = mds
relevantes. Posteriormente intentaremos

justificar los resultados aquf observados.

Implicaciones tipo 1

Ra(x,y)=min(1,1-x+y)

Ral(x,y)=min(1,1{(x-y)?)

Ra2(x,y)=min(1,1-abs(x-y))

Rall(x,y)=Ra(x,y) g y >x, Ral(x,y) siy <x

Rb(x,y)=max(1-x,y)

Rast(x,y)=1-x+x.y

Rnum(XVY)zmm(m( l'XIY)m(xvl'x)‘m(YI l'Y))

Ra3(x,y)=Ra(x,y) si y >x, min(1,1-sqrt(abs(x-y)) si x >
Yy

‘ Rm(x,y)=max(min(x,y),1-x)

Las implicaciones de tipo [ est4n
caracterizadas por un error pequefio y de
evolucién suave y decreciente cuando se utiliza
el método maxp, )(/)dpor un error similar pero
superior con el método cgrd.

Todas ellas presentan una superficie continua
tal que I(0,0)=F, I(0+,0)=1, 1(0,01)=1.

tas implicaciones deben usarse con el
método maxp, y el nimero de muestras nmy
debe ser superior a 20 6 30 muestras para que €l
error sea suficientemente pequefio. Si el nimero
de muestras tiende a infinito el error cometido
en este caso concreto tiende a 0. Se comportan
mejor ac%uellas implicaciones cuyo valor en la
recta a=b se acerca tanto més a 1. Respecto al
método cgrd se comportan mejor aquellas
implicaciones cuyo valor en la zona @ < b sea



menor, sin que dicho valor afecte al
comportamiento del método maxp.

Las formas tfpicas de las distribuciones
resultantes son:

A P e
bt P P

A, Rm y Rrum
fad

Ra y Rost

Rb, Rm y Rnum generan distribuciones
aparentemente apropiadas para el método may,
ero cuando varfan los valores de x Ia
tribucién no cambia de sitio, solo varfan sus
g‘ados de pertenencia, por lo que los resultados
ales no son buenos.

. Las  demis implicaciones generan
distribuciones aproxim ente centradas sobre
el valor yp deseado, por lo que el método maxp
se comporta de forma correcta. Por dltimo
seflalar que la implicacibn que genera
distribuciones mé4s acotadas para grad%)s de
pertenencia pequeiios es la implicacién Ra3,
gue es la que tiene menor valor en la zona a <

. Ademds la simetrfa de sus distribuciones
resultantes  para g:ados de  pertenencia
suficientemente %ran s hace a la implicacién
bastante insensible al ndmero de muestras que
se utilice ante ambos métodos de
desborrosificacién.

Implicaciones tipo 2

Re(x,y)=min(x,y)

Rprod(x,y)=x.y

Rbp(x,y)=max(0,x+y-1)

Las implicaciones de fipo 2 presenta un error
de evolucién suave y decreciente con el método
cgrd, y error aElfo mayor pero similar con el
método maxp. El error presenta un mfnimo con
el método cgrd (en este cjemplo de valor 0)
cuando nmy es igual al niimero de etiquetas de
la partici6én de la variable y.

superficies de las implicaciones de tipo 2
son también continuas Y relativamente suaves, y
tales que 1(0,0)=0, 1(0¥,0)=1(0,0%)=0.

Estas implicaciones deben de utilizarse con
el método cgrd, af] el nimero de muestras
deberfa ser igual al nimero de etiquetas de la
variable y. Cuanto menor es el valor de la
implicacion mejor ha sido su comportamiento
en los ensayos realizados en este trabajo.

Las formas tipicas de las distribuciones que
resultan de la inferencia son:
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Para este tipo de implicaciones, a medida que
el grado de cumplimiento de un regla va
disminuyendo y el de la regla adyacente va
aumentando, el pico de la distribucién no se
desplaza  sino que va _ apareciendo
gjr;)g;'eswamcntc un apéndice lateral en la

tribucién cuya altura aumenta en detrimento

del pico inicial. Por ello el método maxp no
funciona de forma correcta.

_Implicaciones tipo 3

Rdl(x,y)=1six£y, O

Rd2(x,y)=min(1,y/x,(1-x)/(1-¥)) si x,(1-y) >0, 1

Rg(x,y)=lsix£y,y

| Rﬂixmﬂxﬁ?&u-x'l-”)
implicaciones de #ipo 3 presentan errores

pequeiios con ambos métodos, ligeramente
superiores a los obtenidos con los tfipos 1 y 2, y
con evoluciones también suaves. Ambos
métodos de  desborrosificacién  ofrecen
resultados muy semejantes aunque parece ser
ligeramente mejor el método maxp, |
Las superficies de estas implicaciones
resentan todas una discontinuidad en el Bunto
53)0(_)’_),0) cumo pliéndose 1(0,0)=1, 1(0,0%)=1,
Estas implicaciones pueden usarse casi
indistintamente con uno u otro método de
desborrosificacién, con un nimero de muestras
aconsejablemente superior a 15 para ambos
métodos. o
Las formas tfpicas de las distribuciones

resultantes son:
A = N

No presentan zonas de indeterminacién ies
decir zonas horizontales) como ocurrfa con las
implicaciones de tipo 1, lo 2ue hace que su
comportamiento frente al cgrd sea bueno. Por
otro lado el pico de la distribuci6n resultante se
centra aproximadamente sobre el valor esperado
de la y y exceptuando Rd2 suelen tener una
simetrfa razonable lo que garantiza su buen
comportamiento con el método maxp y su
robustez frente al efecto del muestreo.

Implicaciones tipo 4
Rs(x,y)=1six£vy,0

Rsg(x,y)=min(Rs(x,y) Rg(1-x,1-y))

Rd1

Rgs(x,y)=min(Rg(x,y).Rs(1-x,1-y))

Rss(x,y)=min(Rs(x,y) ,Rs(1-x,1-y))

Rcuad(x,y)=Isix<yoy=1,0
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Hemos agrupado dentro de las implicaciones
de tpo 4 todas aguellas Cuyo mal
comportamiento las hace desaconsejables en el
ejemplo que nos ocupa. Estn caracterizadas por
errores que, independientemente del método de
desborrosificacién empleado, son elevados y
con evoluciones bruscas e impredecibles.

Rsg, Rgs y Rss presentan todas ellas una
discontinuid ue provoca que las
distribuciones resultantes sean conjuntos crips
con un solo elemento, siendo entonces
desastroso el efecto del muestreo. Rcuad genera
distribuciones resultantes indeterminadas (es
decir el universo de discurso) por lo que el valor
estimado es siempre el mismo.

4.3 Generalidad de los
anteriores

Las simulaciones se repitieron utilizando
estimadores borrosos para otras funciones,, en
concreto funciones tan dispares como x2 y
cos(x). Las reglas se obtuvieron tomando una a
una las etiquetas de la variable x y asocidndole
la etiqueta de la variable y para la que los pares

resultados

(x;y;) habfan dadc;{ n}a c;rej grados de
rtenencia conjunta, X x;).Y (y;).
peLos resultados ]( lbténildos, aunque

numéricamente peores debido a la mala calidad
de los estimadores, fueron cualitativamente
idénticos a los hasta ahora relatados. Entre las
diferencias cuantitativas importantes emos
sefialar que para las if)ncfhcacmncs detipoly3
el error con el método maxp no tiende a 0
aunque si a un minimo al aumentar el nimero
de muestras nmy, y que para las implicaciones
de tipo 2 el error se hace mfnimo pero no 0
cuando nmy es i%ual al nimero de etiquetas de
la variable sobre la que se concluye.

Las conclusiones siguen manteniéndose
también cuando se varia e%umimero de etiquetas
utilizado en el modelo, cumpliéndose como era
de esperar %ue a mayor nimero menor es el
error cometido.

4.4 Justificacion de los resultados
anteriores

Vamos a intentar en este apartado justificar
alégunos de los resultados anteriores, estudiando
como se desarrolla la inferencia cuando tenemos
dos reglas adyacentes, XI—>Y! y X2-5Y2, y
cuando las observaciones son de tipo crisp, es
decir parejas de datos gzr-,y,-). or reglas
adyacentes entendemos que 1"se solapa con X2
e Y1 con Y2. Podemos representar graficamente
esta situacién mediante la siguiente tigura:

X1 Y2

x2 Y1
N A
xQ x Yo y
La distribucién de posibilidad resultante para
la variable y, dado un valor x) de la variable x
esté dada por la ecuacién:
Y (y)=min(I(X,(x), i, (y)), 1(X; (x4 ). 13 (¥)))
y el valor Y'(yg) se obtiene particularizando la
ecuacién anterior para y= gl y X=Xx().
Supondremos, sin pgr' da de generalidad,
que las etiquetas est4n ordenadas como aparecen
en la figura anterior.
Con estas hip6tesis, para y < ; se tiene:
1(X,(x). Y, (y)) 2 I(X, (x,), 1%0))

H(X,(x0), Y5 (¥0)) S I(X,(x0), ;(y))
Esto se cumple debido a los requerimientos
que hemos exigido a las etiquetas de las
particiones (si dichas etiquetas no fuesen
unimodales y convexas, las desigualdades
anteriores no se cumplirfan) y supuesto que la
implicacién cumple la siguiente desigualdad,
ue coincide con uno de los requerimientos
16gicos habituales:
Ia,b)=I(a,b)sib2b
ya que entonces se tiene:
Yi(yo) <Yi(y)eYa(y) <Ya(,¢)
Por ta:{too la éistn'bu%ién de Y sibilidad
resultante, en la regién y < yp esté dada por:

Y (y)=1(X,(x,), Y, (y)))

Anélogamente, para y > y() se tiene:

Y () =1(X,(x). Y, (y))

Una condicién que permite que el método
maxp funcione de forma 6ptima es que la
distribucién de posibilidad tenga miximo grado
de a})er'tenencia en yo, y grados menores para
cualquier y#y, esto es:

Y(yp) > Y'(y) para y#yg

Podemos ver que esta condicién se cumple si
se cumplen las siguientes condiciones:

I{a,b)=1 para b=a, I(a,b) < I paraa > b

Yi(y=f{x))=X(x)
ya que entonces se tiene:
Yiyo)=Xi(xp) e Y(y) < Xi(x) para (x.y }¥(x(.yp)
y por tanto:
miﬂ(l(Xl(x(%),Y1(yg)),I(X2(xO).Y2(Y())))=
(X1(x0) Y (yo))=
I(Xz(x?),Yz(yo))=1>I( 2x), Y 2(y))
y andlogamente ocurre para y > y).

En el caso del estimador para y=x, la
propiedad Y;(y=f(x))=X;x) se cumple con
exactitud. En el caso de los otros estimadores
esta propiedad se cumple solo para algunos
puntos aislados, debido a que no se ha realizado




ningin ajuste de las formas de las funciones de
pertenencia.

Podemos  decir r tanto que las
implicaciones que cumplen las propiedades:

I{a,b=a)=1
l{ta,b)<lsia>b
I{a,b)yz1(a,b)sib2b
funcionan de forma idéntica con el método
maxp, cuando las particiones refinen las
condiciones de solape mencionadas y se cumple
Qp':f(x)):X,-(x), supuesto ademdis un ndmero
infinito de muestras en el proceso de célculo del
método maxp. Por ello 1a forma de la funcién
de implicacion en la zona b > a no influye en el

resultado de la estimacién.

Respecto al célculo de la desborrosificacién,
cuanto més estrecha sea la distribucién
resultante, mayor serd el nimero de muestras
necesario para garantizar un error pequeno. Para
minimizar el efecto del muestreo podemos
imgoncr una nueva condicién para que el ancho
de 1a distribucién resultante sea algo mayor:.

I(a,b)=1 el(ab) < 1 parab <ayb=a
Con este nuevo requisito el ancho de las
distribuciones resultantes aumenta,
principalmente en la zona donde se tienen los
méaximos grados de pertenencia, de forma que
un muestreo menos fino puede conducir a
resultados suficientemente satisfactorios.

Vamos ahora a centrarnos en las asimetrias
guc aparecen en las distribuciones resultantes.

on estos efectos los que disminuyen la eficacia
del método cgrd como desborrosificador. Si
analizamos el origen de las asimetrias, podemos
ver que éstas aparecen principalmente debido a
las zonas de indeterminacién que se originan en
las distribuciones resultantes, en las zonas
donde los grados de pertenencia no son
elevados, como se puede ver en la siguiente

figura obtenida para la implicacién Ra:
¥'(y) debida a R1

Y(y) deblda aR2

B
AN

Yo
Las zonas de indeterminacion

Y

aparecen
debido a que, para la regla R; definida por las
etiquetas X; e Y, y para b=0 (es decir Y(y)=0)

se tiene en general I(a,b)=1(Xxp)0)'0 si
X;(x0)0. Podemos por tanto imponer una nueva
condicién que equivale a la condicion de
simetrfa pero muy relajada al aplicarse solo a
ciertos valores de a y b, para conseguir
disminuir las asimetrias de las distribuciones
resultantes, C})UC podemos formular como:
1(ya, )—0 para a—0y b=0
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Podemos comprobar que las implicaciones
de tipo 3 cumplen esta propiedad, razén por la
cual gresentan tan buenos comportamientos con
el método cgrd. Sin embargo al no obtenerse
una total simetria el método cgrd siempre arroja
peores resultados que el método maxp.
~ Por dtimo senalar que para que la
implicacion siga respetando los requerimientos
légicos  habituales basta imponer dos
condiciones més, perfectamente compatibles
con las hasta ahora enunciadas, y que son:

I{1,b)=b
I(a,b)=1 para b > a

4.5 Optimalidad de las
borrosas.

Supongamos que existen zonas donde la
variable solo pertenece a una etiqueta y con
grado menor que 1. Esta condicién equivale a
separar las etiquetas unas de otras:

Y(y) debida a R}

N
N

<

Yo y

En las zonas donde las etiquetas se solapan el
sistema sigue funcionando correctamente. Sin
embargo, y como se puede apreciar en la figura,
en las zonas donde el solape es 0, se generan
distribuciones con grados de pertenencia 1 para
valores de y distintos de yq, que ademéis no
estin centradas en yp por lo que el método
maxp genera un valor estimado para Yy
desplazado respecto al real. Esto no parece por
tanto deseable. Cuando el solape es mayor, se

uede comprobar que el método maxp sigue
cionando correctamente (es decir con error (
para un infinito nimero de muestras). Por tanto
no interesa que las variables pertenezcan a una
inica etiqueta, salvo en puntos aislados en
donde debe cumplirse X;(xp)=Y(yp).

Cuando las etiquetas presentan zonas de maés
de un elemento con grado de pertenencia 1, %or
ejemplo etiquetas trapezoidales as

istribuciones resultantes presentan o.-cortes de
valor 1 con mis de un elemento, no centrados
en el valor esperado de yg, y por tanto aumenta
el error cuando se usa €l método maxp. Para
etiquetas trapezoidales, el error depende del
ancho de la base superior de los trapecios.
Cuanto menor sea menor es el error de
estimacion.

particiones

4.6 Familia de funciones de implicacién
~ Las propiedades siguientes caracterizan a una
implicacién con un buen comportamiento ante
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ambos métodos de desborrosificacién, y robusta
frente al muestreo.

I{a,b)=1 para b 2a
(a,b) <1lsia>bh .
I(a,b)21(a,b)sib=b
Ita,b)=1 el(a,b) < I parab <ayb=a
I{a,b)—>0 para a—0 y b=0

La siguiente familia de funciones de
implicacion cumple, para algunas funciones n(a)

particulares las propiedades anteriores, en
mayor o menor medida:
1siasd
2xb+a)™ | a
Ro(a.b) = 731bsz

_(2X(a—b)+a)"(')
2

1 sibzl
2
h
n@a)=—
a

con 23' k reales positivos o nulos.
Podemos ver que para h=1 y k=0 obtenemos

una de las mplicaciones que aparece
tipicamente en la literatura, Rd1:
lsia<sh
sin(@)=1(h=1yk=0)=>Ro=Rdlsb . .

a

El pardmetro k estd relacionado con la

propiedad:
I{a,b)=1 el(a,b) <1 parab<ayb=a

Cuanto mayor es el valor de k, mejor se
cumple esta grﬂo;:iedad, para valores tales que
b<a, a#ly a, .
_ El parametro h permite variar la funcién de
ungllcacién en la regi6bn dada por a=l. Para
h=1, se tiene Ro(l,b)=b. Para valores de h
mayores que 1 Ro(1,b) adopta formas similares
a las de una sigmoidal. Las siguientes figuras
tlustran lo dicho:
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El comportamiento de esta implicacién es
casi idéntico frente a los dos métodos de
desborrosificacién y notablemente bueno. Se
uede ademis controlar el ancho de las
istribuciones que genera, y escoger de forma
acorde el ndmero de muestras para la
discretizacién. Resultados interesantes pueden
obtenerse también modificando ligeramente
implicaciones ya conocidas, en base a alguna de
las propiedades enumeradas.

Referencias
[1] M. Mizumoto y H.J. Zimmermann,
Comparison of Fuzzy Reasoning Methods,
Fu Sets and Systems 8 (1982) 253-283,
North-Holland.

g] D. Dubois y H. Prade, Fuzzy Logics and the
eneralized  Modus Ponens Revisited,
Cybemetics and Systems, 15:293-331,1984.

3] E. Trillas y L. Valverde, On Mode and

plication in Approximate Reasoning, M.M.
Gupta et al. Eds, Aproximate Reasonin%] in
Expert Systems, Elsevier Science Publishers
Amsterdam, 198S5.

4] J. B. Kiska, M. E. Kochanska y D. 8.
liwinska, The Influence of Some Fuzzy
Implicacation Operators on the Accuracy of a
Fuzzy Model, Part I Y Part II, Fuzzy Sets and
Systems 15 (1985) 111-128, North-Holland.

5] T. Terano, K. Asai y M. Sugeno, Fuzzy
ystems Theory and its Applications, Academic
Press, INC., 1987.

[6] S. Heilpern, The Expected Value of a fuzzy
number, Fuzzy Sets and Systems 47 (1992) 8I-
86, North-Holland.

[7]1, Z. Cao y A. Kandel, Applicability of Some
Fuzzy Implication rators, Fuzaf Sets and
Systems 31 (1989) 151-186, North-Holland.

[8] D. Park, Z. Cao y A. Kandel, Investigations

on the apglicability of fuzz; inference, Fuzzy

?{etlsl axgld ystems 49 (1992) 151-169, North-
olland.



Query-Answering in
Fuzzy Temporal Constraints*

Lluis Vila and Lluis Godo

1A - CSIC
Cami de Sta. Barbara, s/n, 17300 Blanes, Catalonia, Spain

{vila,godo}@ceab.es

Abstract

Temporal Constraint Networks are a well-known
powerful formalism for encoding temporal knowledge
based on the CSP techniques. It has been recently
proposed a redefinition of Metric temporal constraints
to cope with vagueness of temporal relations based
on fuzzy sets, called Fuzzy Temporal Constraint Net-
works.

In this paper we identify those queries on a fuzzy
temporal constraint network relevant to a knowledge-
based reasoning system, we provide definitions for
their answering and explore the functions on which
they are based by discussing the different choices for
them. These results can be useful to those interested
in defining a system for temporal reasoning under un-
certainty. For instance, they are satisfactorily applied
to the definition of a possibilistic temporal reasoning
system [19].

Keywords. temporal knowledge-based systems,
temporal constraints, fuzzy sets.

1 Introduction

Enriching knowledge-based systems with some sort
of temporal representation has been an active area of
research in the Al community. Metric Temporal Con-
straint Networks defined by Dechter, Meiri & Pear! 3
is a constraint-based approach which provides a forma
basis for representing temporal relations. On the other
hand, it is well-known that in many real Al problems
belong to domains where information and knowledge
is not precisely known but is vague and/or uncertain.
It can be illustrated with an example coming form a
real application medical domain. Brucelosis is one in-
fectious pathology that may be the origin of serious
lumbalgia problems. Consider the following descrip-
tion of a particular real case of brucelosis: A certain
patient complains about an acute pain in the back
which started three days ago. During the interview he
explains that he suffered a period of ondulating fever
during three or four weeks more or less. He remembers
having discomfort for few days just before the fever.

*This work has been partially supported by Spanish MEC
grant FPI-PN90 77909683 and by CICYT project ARREL
(TIC92-0579-C02-01).
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About two weeks ago the fever ceased. He is positive
about do not having fever at the time the pain in the
bach started. Answering a specific question from the
physician, the patient recalls he ate goat cheese a little
longer than one month ago. He is sure that it was not
more than 45 days.

We are interested in describing uncertain and vague
temporal information such as “a little longer than",
“three or four weeks more or less”, “few days” or
“about three weeks ago”, within a common formalism
where precise temporal knowledge can be naturally
expressed. We also wish answering queries stated in
similar terms.

Recently, several formalisms have been proposed
for approximate temporal knowledge representation
(9, 2, 7, 6, 11, 4, 13], some of which are based on pos-
sibility theory. A straight forward yet very promising
idea is redefining metric temporal constraints above
mentioned using fuzzy sets yielding the Fuzzy Tempo-
ral Constraint Networks LIS]. We aim at using fuzzy
temporal constraints as the formalism to encode tem-
poral knowledge within a general-purpose reasoning
system for problem-solving in dynamic domains [20].
Such a goal determines the set of relevant queries and
operations to be performed on the fuzzy temporal con-
straint network. In this paper builds upon previous
work on temporal constraint networks [13]. We make
use of some previous definitions and explore, here,
fuzzy set operations to define the relevant queries.

The structure of this paper is as follows. First we
sketch the formalism of metric temporal constraints
and their generalization using fuzzy sets. Then, we
identify the relevant queries and operations over a
fuzzy temporal constraint network, define their an-
swering and discuss advantages and shortcomings of
the different choices for the functions on which they
are based.

2 Metric Temporal Constraints

Metric temporal constraints are a formalism based
on metric constraints among pairs of time-points. A
temporal knowledge base is represented by a set of
variables and a set of constraints on these variables.
Although there are certain cases where higher order
constraints are required, the expressiveness of binary
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66 Query-Answering in Fuzzy Temporal Constraints

constraints is satisfactory for many interesting appli-
cations. We shall stay within the binary case. A tem-
poral knowledge base is represented by a set of vari-
ables X and a set of constraints 7 on these variables.
Fach variable X, represents a time point. Each binary
constraint T% = [a¥ , b¥,] ~where a¥, and b%, are values
belonging to the variables domain - restricts the pos-
sible values for distance between a pair of variables

by
af, < X; - X; < b,

A set of variables and a set of binary constraints on
them form a temporal constraint network.
An interesting case is when the set of variables:

1. Include an enitial reference time point to —for sim-
plicity to = 0 is assumed.

2. Take values over a continuous domain extended
with +00, —00, +€ and —e.

Such a case turns out to be specially suitable for
temporal representation related to the occurrence of
events and states [8, 18], A nice feature of such a case,
is that it enables to reduce every temporal knowledge
~either concerning absolute or relative, metric or qual-
itative relations— into a conjunction of temporal con-
straints.

A tuple S = (t;,...,t,) is called a solution of a con-
straint network if the assignment {X, :=t,,..., X, :=
t,} satisfies all the constraints. A value v is a feasible
value for the variable X; if there exists a solution in
which X; = v. A constraint network is consistent if
at least one solution exists. Regarding query answer-
ing, the concept of minimal network is central. Two
networks are equivelent if they have the same vari-
ables set and they represent the same solution set. A
constraint network is minimal if is tighter than any
other equivalent network. Intuitively the constraints
of the minimal network summarize the information
about the possible solutions of the network. Thus,
from a computational point of view it supports effi-
cient query-answering about consistency checking, fea-
sible values and distances, consistent scenarios gener-
ation and constraint addition. There are graph pro-
cessing techniques to compute the minimal network.

An interesting subcase is the one where every con-
straint is simple, in other words it can be expressed as
a single interval. A set of simple temporal constraints
is called a Simple Temporal Problemn (STP). In such
a case the queries above can be computed in polyno-
mial time. For the general case, called the Temporal
Constraint Satisfaction Problem (TCSP), where con-
straints are made of a canonical collection of intervals,
checking consistency is a NP-hard problem and CSP
techniques -like path-consistency and network consis-
tency - can be applied as problem pre-processing. Af-
terwards, metric temporal constraints have been ex-
tended by incorporating qualitative and/or interval
constraints {16, 12, 10, 14, 17|. In this paper we con-
sider the simple case only.

3 Fuzzy Temporal Constraints

Temporal Constraint Networks build upon the no-
tion of binary metric temporal constraint. In turn,
the generalization to the fuzzy case is based on the
definition of fuzzy temporal constraint. A Fuzzy tem-
poral constraint is defined in [13, 1] as a constraint
between a pair of time-points represented as a possi-
bilistic function over distances instead of an interval
of distance values.

Definition 1 (Fuzzy temporal constraint) Given
two variables X,, X; and a metric value domain for
them D, a fuzzy temporal constraint C; between them
is represented as a possibility distribution function
my; « DU — [0,1], where DU is the union of D and
1ts complementary.

The notion of fuzzy temporal constraint is a di-
rect generalization of a metric temporal constraint.
The notion of constraint network is directly general-
ized also.

Definition 2 A Fuzzy Temporal Constraint
Network (FTCN) N = (X,C) consists of a set of
variables X = X,...,X,, and a set of fuzzy temporal
constraints C = {Cy;l1, 7 < n} between them.

In figure 1 the different kinds of single temporal
constraint are graphically presented.

distance = t2-t1
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1 ——
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time
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distance
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Figure 1: Temporal Constraints.



3.1 Using FTCN for Temporal Knowl-

edge Representation
We are interested in a particular sort of FTCN
which is specially adequate for representing temporal
knowledge as well as allows efficient query answering.

Definition 3 A “normalized” fuzzy temporal
constraint network (FTCN) is a FTCN which ez-
hibits the follounng features:

1. “Initial time point”. X includes the spectal vari-
able Xgo which value is fixed to 0.

2. “Universal duration”. VX; X; € X. C,, = ny €
C.

3. “Null duration”. VX, € X. C;; = mg.

4. “Canonical constraints”. For each X;, X; € X all
constraints Cy; are reduced to a single constraint
equivalent to them by applying constraint inter-
section.

To stay within the simple temporal case we must
impose the condition for any fuzzy constraint = to be
unimodal:

Definition 4 A normalized FTCN is said to be sim-
ple if any constraint C,; = 7 1s unimodal, i.e.

Vd, < dj < d, € DU. W(dj) > min(ﬂ(di),n(dk))

Simple normalized FTCN turn out to be an use-
ful formalism to express vague temporal knowledge.
Figure ?? illustrates it by formalizing the example
presented in the introduction.

3.2 Solution of a FTCN

We define the notion of solution of a Temporal Con-
straint Network which is basic for defining the inter-
esting queries.

Definition 5 (solution) Given a n-tuple S =
{t1,...,tn} where t; € D and a fuzzy temporal con-
straint network N then S is a possible solution of N
at degree o iff N(S) = «, where

N(S) = T( . vﬂij(tj - ti), e )
,Ory) de-

where T is a T-norm function and T(ay, ...
notes T(oy, T(ag, ... T(n-1,0n)...))

Akin to the notion of minimal network, we define
the minimal fuzzy temporal constraint network. Two
networks are equivalent if they represent the same so-
lution set. A fuzzy temporal constraint C = rn is
tighter than another one C' = 7’ if Vd € DU.w(d) <
7'(d). A FTCN A is tighter than another one N’ with
the same set of variables, if ¥i,j < n. C}; € N’ there
exists a constraint C,, € C such that is tighter than
Cj,. The relation “tighter than” establishes a partial
order among FTCNs. Given a certain FTCN there
is one equivalent network which is the tightest, called
the minimal FTCN. Henceforth, whenever we refer to
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Figure 2: Brucelosis evolution case.

the possibility distributions for a FTCN network we
shall mean those belonging to the equivalent minimal
network.

The minimal network can be computed by using a
classical path consistency algorithm. Let’s previously
define a special duration fuzzy set, the Impossible du-
ration mg(z) = 0, Vz, and some basic binary opera-
tions on fuzzy constraints:

1. Union,

(rUn')(d;) = maz{n(d;), 7' (d;)}

2. Conjunction,

(r 0 7')(ds) = min{n(d;), 7' (di)}

3. Composition,

(mon')(di) = sup {min{m(d;), 7' (c)}}

d,=d; by

These operations on fuzzy sets can be directly used
into the general scheme of the path consistency algo-
rithm [?]
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function FPC-1 is
1 for k.= 1 tondo
2. fori,j:=1tondo
3. T,y & mij Ny 0 mpy
4. if Tij =Ty then Exit
(the FTCN is inconsistent)
5. endfor
6. endfor
endfunction

Figure 3 presents the minimal constraint represen-
tation of our example.
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Figure 3: Minimal representation of the brucelosis
evolution case.

4 Queries on Fuzzy Temporal Con-

straint Networks

Once we enjoy the definition of fuzzy temporal con-
straint network we are interested in identifying and
analyzing the relevant queries regarding it. On the
one hand, we consider the relevant queries for a fuzzy
temporal constraint network independently of what it
is going to be used for. The most basic one is checking
whether a set of constraints is consistent or not. We
propose the following possibilistic generalization:

Definition 6 (“Network consistency degree” —
Cn-) The degree of consistency of a fuzzy temporal
constraint network N compcsed of n variables is

Cn(N) = maz N(S)

Given a network with a certain degree of consis-
tency one may wish to know whether a certain value
is a feasible one or to answer queries about the set of
all - up to a certain degree- possible solutions.

Definition 7 (feasible value) A value t is a feasi-
ble value at degree « for a variable X;, it there erists
a solution S in which X; =t and N(S) = a.

On the other hand, we consider queries relevant to
knowledge-based temporal reasoning. We aim at using
fuzzy temporal constraints as the formalism to encode
temporal knowledge within a general-purpose reason-
ing system for problem-solving in dynamic domains.
In this paper we consider inference in a propositional
language. Results here will be the basis for a straight
forward extension to the first-order case.

Our goal determines the set of relevant queries and
operations which will be performed on the fuzzy tem-
poral constraint network. From a knowledge-based
system viewpoint, the fuzzy temporal constraint net-
work is viewed as an efficient encoding of the temporal
facts base, i.e. the base composed of those facts formed
by a temporal relation -the temporal constraints. An
inference system retrieves the fact base to find out
temporal constraints which allow the application of a
certain inference rule by fulfilling the temporal con-
straints as well as asserts those facts inferred through
the rule application. In particular, a Modus Ponens
like inference rule, retrieves an implication and a set
of facts which satisfy its left-hand side to assert the
right-hand side.

Assertion. It involves checking whether the con-
straint(s) at hand is (are) compatible with the
constraint network.

Retrieval. It usually involves checking whether a
set of temporal constraints being part of a cer-
tain form are entailed by those that can be re-
trieved from the constraint network. In the case
of Modus Ponens, for instance, the retrieval of the
temporal constraint network is intended to fulfill
the antecedent of an implicative form.

In the fuzzy context, boolean answers are gener-

alized to a possibility degree. Compatibility (C) and
entailment (E) are captured in possibility theory by
the notions of possibility and necessity measures re-
spectively [5].
Proposition 1 (constraint compatibil-
ity C) Given a fuzzy temporal constraint C;j =7
and a fuzzy temporal constraint network N - where T35
represents the possibility distribution associated to the
constraint Cy; of the equivalent minimal network—-, the
degree of compatibility of C}; with N is

C(C\N) = mazx T(n};(d), 75(d))

1}
7 deDU

where T 1s a T-norm function.



There is a whole range of particular functions one
can take as T, being the minimum the most “opti-
wistic” choice and Lukaziewicz the most “pessimistic”
one.

Example 1 Consider the constraint on the distance
from the Inoculation event to the begin of the Initial
Period. Let's assume that a new finding about such a
distance is known with a certain fuzziness. An inter-
csting matter to know is the degree at which the find-
ing 1is “compatible” with the constraint. An instance
of such situation is presented in figure 4. The T-norm
function used there is the minimum. The degree ob-
tained from the figures in the ezample is C = 0.875.

Figure 4: Using the Compatibility measure.

The definition of entailment is a bit more contro-
versial. In general, it is defined by means of an impli-
cation function.

Proposition 2 (constraint entailment E) Given
a fuzzy temporal constraint C; = 7J; and a fuzzy tem-
poral constraint network N' —where m;; represents the
possibility distribution associated to the constraint Cij
of the equivalent minimal network-, the degree of en-
tailment of Cy; by N is

E(C5IN) = inf T(m;(d), 3y (d)
where T is an implication function.

In order to define the appropriate implication func-
tion, we have several choices. One way is simply taking
the dual definition of the compatibility degree:

E(C*IN) =1 - C(C",N) = inf S(1 - my;(d), m};(d))

. where S is a T-conorm function dually defined from
T as Vz,y. S(z,y) =1 -T(1 —z,1 —y). Insucha
case the implication function is stated as Z(x,y) =
S(1 — z,y) which is known as strong implication.
Though it is an acceptable implication function, there
are some “intuitive” properties that are not guaran-

teed. In particular, one could expect E(CH|N) =1
whenever 7}; is equal to ;. To account for this prop-
erty, alternative implication functions have been pro-
posed [15]:

e Residuated implications: ZI(x,y) —= sup{c |
T(z.c) <y} where T is a T-norm function.
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e Reciprocal residuated implications: I(z,y) =
7'(1 — y,1 — z) where T’ is a residuated impli-
cation.

The entailment measures obtained from these fam-
ilies are not necessarily dual with respect to the com-
patibility measure. A particular case of them has been
identified for which duality is guaranteed. Namely,
taking T(z,y) = maz(0,z +y— 1) as T-norm leads to
the well-known Lukaziewicz implication

I(z,y) =min(l,1 -z +y)

Example 2 Consider the constraint on the distance
from the Inoculation event to now. Let’s assume that
there is knowledge about the usual pattern of evolu-
tion of the Brucelosis pathology. In particular we
may assume that the mentioned distance is part of the
premise of a condition within a rule intended to hy-
pothesize about the holding of brucelosis. In such a
case we would be interested in assessing the degree at
which such a condition is entailed by the constraint
obtained from the patient history. An instance of it
is presented in figure 5. The implication function used
there is based on the above mentioned Lukaziewicz im-
plication. The degree obtained from the figures in the
example 1s E = 0.333.

E(n*In)
0

14 22 26 30 39 49 54

Figure 5: Using the Entailment measure.

Compatibility and entailment measures are em-
ployed to define additional interesting queries within
the temporal context. This is a matter of our current
research.

5 Conclusions

Fuzzy temporal constraint networks suitably sup-
port the representation of vague or uncertain temporal
knowledge. We have used the straight forward gener-
alizations of metric temporal constraints to the fuzzy
to analyze the query answering on them. The no-
tion of network consistency degree is introduced and
constraint compatibility and entailment are captured
by applying the notions of possibility and necessity
measures usual in possibility theory. We identified
the well-known Lukaziewicz implication as the only
one which allows a definition of entailment dual with
respect the compatibility measure whilest guarantees
the expected intuitive property of E(C{‘jl./\f) =1

* 1 ..
whenever 77; is equal to ;.
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The measures of constraint compatibility and en-
tailment are fundamental notions to define a general
purpose system for reasoning about time under uncer-
tainty. We are currently analyzing optimizations for
the adapted path consistency used for obtaining the
minimal network as well as the definition of additional
fuzzy propagation algorithms derived from it to incor-
porate a further constraint on a minimal network and
re-compute it.
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Abstract

In this paper we will prove the equivalence between
L-valued logics and L-indexed families of bivaluated
logics. It 1s also proved that this equivalence can be
used as a tool for checking compactness and decidabil-
ity properties of a L-valued logic.

Keywords: Fuzzy Logic, Consequence operator,
decidability and compactness.

1 Introduction

In recent years a conspicuous interest in fuzzy logic has
brought and many interesting applications has been
developed within Artificial Intelligence. The present
paper tries to study those logics from an abstract point
of view, in order to obtain general properties that can
be useful for applications.

In section 2, after introducing the concept of L-
closure system, we establish the equivalence between
L-consequence operators Pavleka’s L-closure systems.
The associated classical abstract logics are presented
in section 3. Finally, in section 4, that result is used in
order to study multivalued logic from the properties
of their bivaluated logic associated.

2 Closure Systems and Consequence

Operations

Pavelka [1979] introduced the notion of L-
consequence operator in order to study the L-valued
logic from an general point of view. In 1991, Murali
{\1991] introduced the concept of L-closure system in
uzzy set theory and proved that both concepts are in
a bijective correspondence. We will proved that the
correspondence is a lattice anti-isomorphism.

Let L a complete lattice with the order < and the
operations infimum and supremum A and V respec-
tively (inf and sup for infinite case), minimum 0 and
maximurm 1.

Definition 1 [7] A family C of L-subsets of a non-
emply sel S 1s sard to be a L-closure system on S zfé
is closed under arbutrary inlersections, i.e. ﬂ]? 15
Cof FCC, and S€C, re. the L-subsel S{a) =1 for
cacha € S is i C.

If s 1s an L-subset of S, s, will denote the a-cut of
s. 5 = {a €5 . s(a) > al.
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Theorem 1. If C 1s an L-closure system on S, for
each o € L the family Cy defined by Co = {54 : s € C}
1s a classical closure system.

Theorem 2. The family of all L-closure systems on
S s a complete lailice under

infé,-:ﬂé.':{sELSISEéiforalli}

sup Ci = inf (C:C; CC, for alld).
L-set inclusion, mintmum {S} and mazimum L5 .

Remark 1. This latlice is an extension of the com-
plete lattice of all closure system on S, since a closure
system 1s also an L-closure system, being infimum and
supremum operations the same in both laitice.

Pavelka [10] introduced the notion of an L-
consequence operator in order to give an abstract no-
tion of L-multivalued logic.

Definition 2. A L-consequence operator on S 1s de-
fined as a mapping from the power set L3 into itself,
C: L% = LS, such that

C1’) fuzzy inclusion: A C C(A),

C2’) fuzzy monotony: If A C B C S, then C’(A) C
C(B).

C3’) fuzzy idempotence: C(C(A)) = C(A),

hold for each A, B € LS.

Usually, a compaciness property 1s added. An L-
consequence operalor is sard to be compact if, and only
if, tl salisfies the condition

(C4’) fuzzy compactness: for any A € L° and any
z € 5 there exist a finite subsel G C S such thal

C(A)(z) = C(A | G))(=),
where X | G represents the L-subsel

(X | G)y) = { [))((y) fyel

oltherwise
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Proposition1 Let C' be an L-conscquence operation
on 5. Then, i

1) The restriction of C to 25, Cy, defined by a € C1(A)
f and only of C(A)(a) = L,Va € S;VA C 5, 5 a
classical consequence operalor.

1) If C satisfies the compactness axiom, C| also sat-
1sfies the classical compactness aziom.

Remark 2. Gwen o # 1, the restriction of C to
25, Cy, defined by a € Cy(A) if and only +f C(A)(a) >
a,Va € S\YAC S, 1s nol in general a classical conse-
quence operator, since idempotence 1s nol always fol-
lowed.

Lemma 1. If C, 15 e classical consequence operalor
for every a € L, then

_ [ Cs(A) fB<a
T ] Co(A) otherwise
cdq

Proof: If § < « then C,(A) 3(A) and Cs(A) C
Co(CalA)) C Cp(Cp(A)) = Cp(A )

Cp(Ca(A

On the other

hand, if « < B then [((Cy(A))]s [é(c (A)]a =
%E%(A)) = Ca(4), hence Co(A) C Cp(CalA)) C

Proposition 2. (/4 1s a classical consequence opera-
tor for every o € L if, and only tf,

= |1 if a € Cy(a)
ClCa(A)(a) = { C(A)(a) otherwise
Corollary 1. The condition "If A is a classical sel

then C(A) is a classical set” holds if and only if C =
C for every o < 1.

Theorem 3. The family of all L-consequence operator
on S 1s a complete lattice under the ordering

Ci<Cy ff C1(A) < Co(A), for each A€ LS.
Here,
inf Ci(A) = (]Cl
sup Ci=inf {C:C; CC, for all i}.

Theorem 4. 1) Every L-consequence operator (' on
S defines the L-closure system

C(C)={AeL/C(A) = A},

i.e. the family of all C-closed L-subsets ot S. Clearly,
i is verzﬁed

a)NC(C) = C(<). where < {a) =0 foreacha € S,
b) SEL ™).

1) Every L-closure system C on S defines the L-
consequence operalor

CIC)(A) = {T eC/acT)

Theorem 5. The complete lattice of all L-
consequence operattons on S and the complete latlice
of all L-closure systems on S are dually 1somorphic

under the correspondences C — C(C), and C — C(C).

Remark 3. Analogously to the bwaluated case, the el-
ements ofé(é) are called the theories of the L-valued
logic C. Thus, é(é) 1s the L-valued logic whose theo-
ries are C, and the previous theorem shows the equiv-

alence belween the theories of an L-valued logic, and
the L-consequence operalor defining this logic.

3 L-valued Logics as Indexed Families
of Bivaluated Logics

Given an L-consequence operator (/' on S, we have
the associated L-closure system C(C) on S, which has
associated the family C(C), Yo € L of classical closure
systems on S; and so, the family C* = C(C(C),) Va €
L of classical consequence operators on S associated
to everyone of these classical closure system. Thus,
we can associated a family of classical consequence
operator C'* for every L-fuzzy consequence operator:
Definition 3. For each o € L, every L-consequence
operalor C' on S defines a classical consequence op-

erator C*, obtained from C(é)a through the equiva-
lence between classical consequence operalor and clas-
stcal closure systems. Thus,

C*(A) = {Ta/C(T) =T and AC T,)}.

A more operational expression to C*(A) is obtained
in the following three propositions:

Proposition 3. (C*(A) = C(5%)a, where

fre A

otherwise

sit={ §

Proposition 4. If C is defined by means of an L-
semantic on S, that is, if there exists a family S C L
such that

Cla) =T es/ACT),
then
C(A)={zeS/T(x)>aifT(a) > a¥Ya e A}.

Proposition 5./f C s defined by means of an I-
syntar < A, R > (see [8]), i.e. = (ra, (R the
fuzzy sel of rules and A the fuzzy sct of azioms) then



r € C*(A) of and only of for every 3 < a, there ezist a
we P(S\R) such that w™ = z, and v(w, 4, 57) > 5.

Roughly speaking, = € C*(A) if, and only if, for
every 3 < « there exist a R-proof of z with validity
greater than £ under the hypothesis A at level o and
the axioms A.

From these general results, we have a pseudo-syntax
and a pseudo-semantic for the bivaluated logics asso-
ciated to the different L-valued logic presents in the
literature:

Example 1. Let us consider the Lukastewicz’s logic
on [0,1], i.e., with valuation functions:

v(-p) =1 -v(p);  u(pVeg)= Maz (v(p), v(q))
vipAg) = Min (v(p), v(q))
vip & q) = Min (1,1 -0(p) +v(q))-
The L-consequence operalor obtained from that se-
mantic 15 C(A)(z) = wnf{v(z) / v is a valuation with

v(a) > A(a) Va € P}, P being the set of propositions
of the logic.

Example 2. Let us consider the propositional logic
on [0,1] with the following azioms [6]:

AlypepVe/l A4 pAgeyAnp/l
A2)pVgeqVp/l  Ab)qVp e q/l/2
A3) pAg e p/l
and the only rule of inference

Pla,P & Q/b
Q,axb '

being x a t-norm.
In this case, when 0 < o < 1/2,9 € C*(qV p) but,
when 1/2 < o < 1, g€ C*(qVp).
This one is an example of a non-trivial fuzzy logic
in which the hypothesis ” A classical set implies C(A)
classical set” | falls, since from {p/1, ¢/0} follows ¢ with
validity 1/2 by using A5
A question is now considered: Are the L-
consequence operators characterized by its associated
family of classical consequence operators, i.e.,
it is Cy; = /5 if and only if C{ = C§ for every a € L?
The answer is negative in general, since Cf" = C§
for every o € L if and only if C(Cy)a = C(C2)q for ev-
ery a € L, but it is possible although C(C\) # C(Cs).
\Teverthelebs if the index theories maps

€(0) "= ¢(C)a
T — T,

are added, then the families {(C*,index,) | a € L}
characterize and determine the L-consequence opera-
tor C.

Equivalence Theorem. Le! C be an L-consequence
operator Then the famidy {(C*,indezy) |« € L—{0}}

verifies.
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(1) For every T € C(C), if a < f# then Ty C Ty,

(I) IfF CC(C) and T = (\F then To = ({T4/T" €
7}

(IXY) For every T € C(C) and everyx € S, there exist
max{a € L/z € T, }.

Conversely, if we have a family {C(a), Index(a)/a €
—{0}} where C(a) 1s a consequence operator for all

« € L and index(a) 15 an indezation over the closure

systems associaled i — T such that il is verified

() Ifa<pB then TP C T, and

(II)TIfJ C I and (e, T = Ty, then (e, T =
Jo

(III) for every i € I and every z € S, there crists
max{a € L/z € T*},

then we can define an L-consequence operator C and
a mapping (C) such that C* = C(a) and T = Tia.
C is defined as C(C) where

C={T:/ie I},

Ti(z) = max{ua € L/zx € T{}.

Proof: The properties of {(C*,index,) | &« € L—{0}}
are evident. Conversely, if {C(a), Index(a)/o € L —
{0}} satisfies the condition (I), (IT) and (IIT), then set

C = C(C) where
C={Ti/iel},
Ti(z) = max{ow € L/z € T{"}.

C is a L-closure systemn since if F C C, the there exists
a J C I such that

F={T;/jel},

and for every a € L, (N F)u = Nies o =Njes T =
T by the definition of 7; and (1I). Hence NF) =
T;, € C. Finally, it is obvious that T;, = 7;* and thus
Cla) =C*.

Roughly speaking, an L-consequence operator is
equivalent to an L-indexed family of classical conse-
quence operator together a common indexation over
its theories such that the indexation assign the same
index to intersections for every a €L. Observe that if
L is finite, then condition (11[) always hold
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4 Checking Properties of L-valued

Logics ‘
The equivalence theorem is for checking properties
of L-valued logics by checking the properties of its

associated bivaluated logics.
The first property we study is the compactness:

Theorem 6. Let (' be an L-consequence operator. If
C 1s compact, then C% is compact for every a €L.
Proof: Let us suppose that ' is compact and show
that C* is compact. Let A C S, then

1) C*(A) = C(S3)a-
From the compactness of C follows that for each z € §
there exist a finite subset G C S such that C(A)(z) =
C(A | G))(z). Let A C S, and let Ga finite subset of
S such_that _

2) C(S% | G)(=) = C(SZ)(=).
Let us check that

3) 531G = S3n¢

If z € ANG then (S5 | G)(a) = o = S§ng(a), and
ifz ¢ ANG then (S5 | G)(a) =0 = Sy (a).
From 1, 2 and 3 follows C“(A) = C(S%)s and z €
C*(A) if and only if

C(SS | G)(z) > o iff C(SSng)(2) > aiff z € C¥(ANG),

hence C* 1s compact.

Other interesting property is the decidability. The
notion of decidability of an L-subset was introduced
by Biacino and Gerla [1].

Definition 4. We will say that an L-consequence op-
erator C is decidable if every theory of the logic 1s
decidable, that is, C(A) is decidable for every A € LS.

Theorem 7. Let C be an L-consequence operator. If
C 1s decidable, then C'* 1s decidable for every o € L,
that s, C“(A) 1s decidable for any A C S and any
a €L. _
Proof: If C is decidable then, for every A € L® the
mappings ~

C(A) : N — L and ~C(A) : N — L are recursive
enumerable,
hence there exist two recursive maps hy(A4), ho(A) :

NzN — L' such that
C(A)(z) = sup{hi(A)(z,n) | n € N}, and

~C(A)(x) = sup{ha(A)(z,n) | n € N}
hence, for every A C S,
Co(a) = {z | C(S3)(x) 2> a) = (s | 3n €
Nh(S5)(z,n) > a} is recursively~ enumerable and
CHA) = (x| 2 g Co(A)} = {2/C(S)(z) < a) =
(2/~C(55)(x) > a} = {z | In € Nha(53)(z.n) >
—~a} is recursively enumerable, therefore C%(4) is de-

cidable.

Remark 4. This two results can_be used in order
to prove that a multivalued logic C' has nol such a

propertly. For example, in order to prove thal C 1s not
compacl 1s enough lo prove that C* 1s not compact for
some o € L.
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Resumen

Dados p, m : X — [0,1], se estudia cudndo se da la
igualded [;f = I:,T, stendo T una l-norma conlinua, y
I;" el preorden elemental:

IT(y/z) = sup{z; T(6(z),z) < 0(v)}.

Palabras clave: Igualdad de T-predrdenes,

Condicionales Materiales

1 Introduccién

Dado un subconjunto A C X, A # @, llamamos
condicional material a la relacién en X x X dada por
— 4= (A x A)U (A’ x X), que claramente es un pre-
orden. La caracterizacién de un subconjunto por su
condicional material, nos viene dada por el siguiente

resultado (2D,

Teorema 1 Si A y B son subconjuntos no vacios de
X, entonces:

A =B sty sdlo st w4=—p

Trenologias y Ldgica Fuzzy'94

Demostracién. Obviamente se da la condicién nece-
saria.

Por otra parte, teniendo en cuenta que — 4= (A x
AYU (A" x X) = (X x X) — (A x A), se obtiene
que si —4=—pg, es decir, si (X x X) — (A x A) =
(X x X)— (B x B"), entonces Ax A' = Bx B', lo que
es clertosi y solosi A = B. O

Por otra parte, dada una relacién borrosa
I : X x X — [0,1], y una t-norma continua T, es

conocido (8D que I es un T-preorden si y sélo si
[=inf I}
;}gr B

siendo F el conjunto de todos los T-estados 16gicos de
I, es decit F = {p: X — [0,1]; T(p(z),I(y/z)) <

#y) Vz,y}. N L
Al tomar g = @4, la funcién caracteristica cldsica

de A, es

I (y/e) = v

por tanto, puede considerarse que los predrdenes
elementales borrosos son una generalizacién de los
condicionales materiales cldsicos. Y de ahila pregunta
de si cabe extender el teorema | a los preérdenes bo-
ITOSOS.
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2 Igualdad de predrdenes ele-

mentales
Comenzamos estudiando la equivalencia para la t-
norma Min, obteniendo que si los predrdenes ]:’”",
I,‘,w‘" son iguales, entonces p y 1 se diferencian a lo
mas en los valores maximos de pr y nz.

Teorema 2 [IM'" = IMn] sty sélo si [uz # nz =
pr > py y Nz > ny para todo yl.

Demostracién.  Sea IM"(y/z) = IM"(y/z), para
todo z,y. Sabemos que:

¥ (y/z) = sup{z; Min(0z,z) < 0y)

_ 1, si 0z <8y
- fy, si bz >0y.

Tomemos z tal que px # nz, y supongamos que
existe un y verificando pzr < py. Obtendremos

Mr(y/z)y=1= IM‘"(y/;r:) y, por tanto, nz < ny.

Por otra parte, I"‘"""(a:/y) = pur = I,},"{""(z/y) <1,
y asi IM™(z/y) = nz = pz, llegando a una con-
tradiccion; por tanto, ha de ser puzr > py para todo y.
De forma similar, se obtiene que vz > ny para todo y.

Reciprocamente, supongamos que si es pr # nr
entonces es uz > puy y 1z > ny, para todo y. Com-
probemos la igualdad IL"'" = I,;""‘.

-Sipz =nz y py = ny, obviamente IM"(y/x) =

M (y/x).

31 BT =02y Py # ny, serd py > px, ny > nz,
y I (yfz) = 1) (y/=) = 1.

-Sipz # gz y py = ny, se obtiene pxr > puy,
nz 2y, y LMy/z) = py =ny = " (y/z).

- Por ultimo, si es uz # 5z y py # ny, por ser
BT > pY, M 2 MYy, y RY 2 T, ny > nz, obviamente

es pz = py, nz =y, y 1" (y/z) = IM"(y/z). O

Nota. Si T es arquimediana con generador aditivo
h (1) entonces de:

ij(y/z) = sup{z / T(p=z, z)

sup{z/ A=V (h(ux) + h(2)) < py},
se sigue que:

- Sipz < py, es h(px) > h(py), y h(pz) +h(z) >
h(py) para todo z. Por tanto, h(=V(h(uz) + h(z)) <
A=Y h(py) = py para todo z, y Iu (y/z) = 1.

< opy) o=

[0‘}1(%)]’,” > py, h(pz) < h(uy) y h(py) — h(pz) €

Veamos que [T (y/x) = h=V(h(uy) — h(pz)).

En efecto, (=D (h(puz) + h o A=Y (h(py) — h(pz)))

RO (h(pz) + h(py) — h(pz)) = KD (h(py)) = py

y para todo z > h(~ 1)(h(py) — h(px)), es h(z)
h(py) — h(pz), h(pz) + h(z) < h(uy) < A(0)

R (h(pz) + h(2)) > KD (h(py) = py.

Por tanto, se obtiene

<
y

[, st pz < py
I,T(y/z)—{ hD(h(py) — h(pz)), sipz > py.

El siguiente teorema afirma que, en el caso de las
t-normas aquimedianas estrictas, los predrdenes aso-
ciados a 4 y 7 son iguales si y s6lo si @y n tienen
"formas similares”.

Teorema 3 St T es una t-norma arquimediana es-
tricla, con generador adilivo h, es
(r = I,T] ssi [ existe un k € R tal que para lodo

z es h(pz) = k + h(nz)].

Demostracién.- Por ser 1" estricta, h(-1) = h~1L
Sea Iz‘ = I;,r, y elijamos 2,y cualesquiera.

Primeramente observemos que si pr < py, es

I (z/y) = I (z/y) = hD(h(uz) — h(py)) < 1; por
tanto nz < ny. De la misma forma, si nz < ny, es
Hz < py.

Asi, si es px < py, II(z/y) = h™'(h(uz) -
h(py)) = I] (2/y) = b= (h(nz) — h(ny)), ssi h(pz) -

hﬁpy; = h(nz) — h(ny), ssi h(puz) — h(nz) = h(py) -
h(ny).

De la misma forma, si py < px, es h(py) — h{ny) =
h(uz) - h(na).

Por dltimo, si puz = py, es nz = ny, y de nuevo
h(uz) — h(nz) = h(py) — h(ny).

Por tanto el valor h(u:cz — h(nz) es una constante
k para todo z, y h(pz) = k + h(nz) para todo z.

Reciprocamente, si existe k € R tal que para todo

zes h(uz) =k + h(nr), al ser
hﬁng — nh{nz) = k = h(puy) — h{ny), se obtiene
h(pz) + h(ny) = h(#y) + h(nz);

entonces pxr < py sst h(pz) > h{py), ssi h(nz)
h(ny), ssi nz < ny.

Y

Por tanto, si pzr < py, es nz < Ny y IZ(y/:c) =
L= IT(y/z); y sipz > py, es nz >0y, y
I3 (y/x) = h= " (h(py) — hpz)) = h=" (k+h(ny) ~ k ~
h(nz)) = h=*(h(ny) — h(nz)) = I (v/z). O



Particularizando al caso en que p y n "tienen pun-
” es decir, estan normalizados, obtenemos:

tos”,

Corolario 1 Si T es arquimediana estricta y p y 7
son lales que extsten z,y con pz = 1, ny = 1, entonces

T — T o ' g =
I, =1, stysdlostp=n.

_ Demostracién. Que la condicidn es suficiente es ob-
vio.
Por otra parte si I‘T = I,T, existe k € R tal que para
todo z es h(pz) = k + h(nz).

En particular, h(uz) = 0 = &k + h(nz) < h(nz), y

ha de ser £ < 0.
Y analogamente, h(uy) = k + h(ny) = k£ 4+ 0, y por
tanto k& > 0.
Luego k = 0, y asi h(p2) = h(nz), y pz = nz para
todo z. O

Por consiguiente, para el caso en que g y n "no
tienen algunos puntos”, se obtiene el

Corolario 2 Si T es arquimediana estricla y p y 1
son tales que existen z,y con px = 0, ny = 0, entonces

[’[:I,,Tsiysélosip:n
Demostracién. Si IZ = I,,T, existe k € R con

h(uz) = k + h(nz) para todo 2.

Por ser ux = 0, es h(0) = k + h(nz) < k + h(0), con
lo que 0 < k.

Y por ser ny = 0, h(py) = k + h(0) < A(0), y k <0.
Llegamos a k =0y p=1n. O

Teorema 4 Si T es una (-norma aerquimediana no
estricta, con generador adilivo h, entonces:

[];f = I,T] st y sdolo si [ eriste k € R lal que para
todo x es h(uz) = k + h(nz)].

Ademds, st esto ocurre, para todo z es k < h(0) —
h(nz).

Demostracién. Sea IZ = I:,T, y elijjamos z,y cua-
lesquiera.

- Sies pzr < py, h(pz) > h(py) y Ii(z/y) =
h(=(h(pz) — h(py)) = I (2/y) < 1, luego nz < ny,
h(nz) > h(ny) vy
IT(zfy) = A=V(h(nz) — h(ny)) = AD(h(pz) -
h(py)), lo que implica (por ser h(nz)—h(ny) € [0, ~(0)
y h(pz) - hguy) € [0,h(0)]) que h(nz) — h(ny) =
h(pz) — h(py) y h(pz) — h(nz) = h(py) — R(ny).

- De la misma forma, si es py < px, entonces
ny < nz y h(py) - h(ny) = h(pz) - hinz).

—
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- En el caso de ser ur = py, es nz = ny y
h(uz) — h(nz) = h(py) — h(ny).

Luego para todo z,y se verifica h(uz) — h(nz) =
hgpy; — h(ny), y existe £ € R tal que para todo z es
h{pz) — h(nz) = k y h(pz) = k+h(m:§).

Reciprocamente, supongamos que existe k € R tal
que para todo z es £ < h{0) — h(nz) y h(pz) =
k + h(nz).

- Sipz < py, k+h(nz) > k+h(ny), h(nz) > h(ny)
y nz < ny. Luego IT(y/x) = IT(y/z) = 1.

- Si pz > py, k+h(nz) < k+h(ny), h(nz) < h(ny),
y nz > ny.
Por tanto, IT(y/z) = ACD(h(uy) — h(uz)) =

h(=D(k +h(ny) -k~ h(nz)) = KD (h(ny) - h(nz)) =
IT(y/x).

Por iitimo, en este caso, si existiese z con k >
h(0) — h(nz) se obtendria la contradiccién h(pzr) =
k + h(nz) > h(0) — h(nyx) + h(nz) = h(0). Por tanto,
k < h(0) — h(nz) para todo z. O

Observemos que de nuevo, si los predrdenes asocia-
dos a p y a n coinciden, p y 7 han de tener "formas
similares”, pero ahora, ademas, su distancia esta aco-

tada por el valor de h(0) — sup,{h(nz)}.

Analogamente, particularizando al caso en que p y
n "tienen puntos”, y al caso en que sus complemen-
tarios "tienen puntos”, se obtiene el:

Corolario 3 Si T es arquimediana no esiricla y p y
n son lales que existen z,y con pz = 1, qy =1, o
extsten z,y con pz =0, ny = 0, enfonces

[Z:I,Tsiyso’losiu:n.

Demostracién. Similar al caso de las t-normas ar-
quimedianas e.stricta.s.
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Resumen

En este trabajo presentamos un sistema
de logica dedntica fuzzy, que es una version
modificada de otro anterior, y esbozamos una
semdntica para el mismo. Igualmente,
discutimos algunas cuestiones importantes en
teoria del derecho y légica deontica, como son
los principios de permision y de agregacion y el
problema de las lagunas y su relacion con el
tercio excluso. Este andlisis muestra a las claras
la adecuacion y pertinencia del sistema aqui
propuesto, que pivota sobre dos ideas clave: (i)
que las situaciones normativas no pueden ser
identificadas con un tinico cédigo, y (ii) que las
calificaciones dednticas no son cuestiones de
todo-o-nada, sino que mds bien la
obligatoriedad, prohibicion y permision
presentan grados e infinitos matices.

Palabras clave: légica dedntica,
gradualismo, problemas en teoria del derecho.

1 Introduction

In a previous paper we have developed a
system of fuzzy deontic logic based on a
nonconservative extension of Anderson &

Belnap's system of entailment E. Unlike our
previous paper the present one is based, not on
P35, but on P10. The chain of systems
PS...P1D is constituted by nonconservative
extensions of entailmental logic B proposed by
Anderson & Belnap; unlike P3, P10 contains a

classical negation and is a conservative
extension of classical logic. The present paper
offers a semantic for our system of deontic
logic.

But first we briefly present the (Hilbert-
style) axiomatic system:

Tecnologias y Ldgicn Fuzzy'94

Lorenzo Peiia
Instituto de Filosofia del CSIC
Pinar 25
28006 Madrid, Espafia
e-mail: lavinius@cc.csic.es

Primitive symbols: “aA’', "N, "' "p’, °q'
etc are used as schematic letters. Notational
conventions are a la Church: all two-place
functors have the same weight and associate
leftwards; a dot after a two-place functor stands
for a left parenthesis with its mate as far to the
right as possible.

Definitions: [pvql abbr IN(NpaNg)l; [V pl

abbr [N(p—=Np)

PO=E

P1 = PO + Factor (i.e. rp—)q—>.p—>.p/\ q] )

P2 = P1 + Linearization ([p—>qv.q=pl)

P3 = P2 + the Self-Self Principle

(INEp>Np)>.pp))

P4 = P3 + IF
(fp>qv p>gr)

P5 = P4 + one of these: Aristotle ([N(p—)Np)] ),

[Implicational Funnel]

Boethius (rp—)q—>N(p—->Nq)]) or Contradiction

(namely, for some particular sentential constant
i: [jaNjh)
P3.5 = P3 + both these principles:

[p—>q—= .NHNHp—=Hql and [Hp—>qv Nprl.

(H'is read: "It is altogether true that’)
P8 = P3.5 + these two: [l and rot—>pv .p—)q].

(‘o' 1s a sentential constant meaning the
conjunction of all truths)

P10 = P8 + [HN(No—e)l

79
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Implication, "', is a connective such

that + piop—r only if = p>r, but not
conversely. Specifically deontic axiomatic
schemata are these ones: (fp: rl abbr fL(p—>r)] ;

rpIr] abbr rp—)rA.l—)p]; rpzr] abbr rL(pIr)]

rfp] is read as it is forbidden that p' and rap] 1s

read as it is allowed that p'. Both “a' and °f are
here primitive operators.

Between any two facts, that-p and that-q, there
may be a relation of causation, which we

express as ~<4'. A statement rp<lq] means that

the fact that p causes the fact that q. (In fact
what we have in mind is not exactly [mere]
causation but a more particular relation of
“constraining”: your choosing to go to the
cinema causes you not to attend the meeting but
it does not constrain you to be absent from the
meeting.)

Ax1 p=r—>.fplfr

Ax2 p<dqAp>q (the causal consequences of a
fact are facts)

Ax3 p<dg—>.aNg—>fp (it is forbidden to do
something which constrains somebody not to
perform an action he is rightfully entitled to
perform)

Ax4 fp—>aNp (in so much as an action is
forbidden, to refrain from doing it is allowed)

2 Semantic Treatment

A normative setup is a lattice of codes.
Each code contains both factual statements and
two sorts of deontic statements: permissions and
bannings. The content of a ban or a permission
can be negative or positive.

Upon any such lattice of codes we
recognize an operator, o, such that CloC2 is the
code containing all formulae fq1 such that

I-p—?'q] is contained by Cl while C2 contains
rp]. Some additional constraints have to be

imposed upon o, but we will explore them in a
further paper.

In each setup there are three special sets
of codes: (1) the minimum code, which
represents utter falsity; (2) a topmost ranking

code; and (3) a special code, o, such that all

designated codes rank at least as high as «. If a
code is designated, all codes ranking at least as
high as it are designated, too.

For a setup S a valuation v is a function
carrying sentences into sets of codes such that
for all sentences [ pl, [ ql:

v(p) =: {zeS: [plez} (if [pl is an atomic
sentence)
¥(pAaq) =: {zeS: VxeS: rp] &xoz & rq] €Xxo7)
v(pvq) =: {xoz€S: rp] €z or rq] ez}
V(Np) =: {zoxeS: [pql ez & [Ngl ex)
v(p—q) = {xeS: xeS & zeS: [plez & [ql exoz)
v(Hp) =: {x&S: Vz,ueS: if x=zou, [q>pl ez for
every formula rq] }
¥(e) =: the set of all designated codes
¥(fp) =: {xozeS: [paql ex & [aNgl ez)
v(fpafq) =: {xeS: vzeS: [fpl ezox & [fql ezox)
v(ap) =: {zeS: V xeS: [p<aNglex only if
[fql €xo2)

A sentence [p1 is said to hold in a setup S

for a valuation v iff V(p) is a superset of the set

of designated codes of S.
We define negation of deontic sentences
in a recursive way:
v(Nfp) =: v(aNp)
v(Nap) =: v(fNp)

3 Related Issues in Theory of Law

First, a comment seems now required
about PP or the permission principle to the
effect that whatever is not forbidden is allowed
(the so-called Alchourrén-Bulygin problem). It
has been contended that even if a code remains
silent on whether or not an action, A, is



allowed, and also on whether a different action,
B, 1s allowed, we cannot draw the conclusion
that people have a legal right to do A and that
they also have a right to do B (in accordance
with the legal system in operation), since a
person's doing A may thwart (or prevent or
hamper) another person's doing B; and there is
a juridical principle to the effect that nobody has
the right of staying in the way of another
person's exercising a right.

We solve the problem by, on the one
hand, refusing to identify a juridical setup with a
single code, and, on the other hand, admitting
degrees of duty, prohibition and permission. In
many cases it may well happen that A is
allowed, and so is B, but yet A is also, to some
extent, forbidden — in so much as it prevents
another person performing action B — at the
same time that, in turn, B is also to some extent
prohibited for a similar reason.

Let us take an example: the curator is
bound to close the building neither before 6:30
nor after 7:00. The visitors are bound to leave
the building before 7:00 (or in other words: they
are required to be outside the building after
7:00). Have they the right to remain within until
6:597 Has the curator the right to close at 6:45 if
there still are visitors within the building? In
virtue of PP we can gather that the visitors can
remain until 7 p.m.; if the curator closes the
doors when they are in the building, they are
prevented from leaving; since they are banned
from remaining after 7:00, they are bound to
leave, and hence they also have the right to leave
before 7:00; the doors being closed prevents
them from leaving; so it is forbidden to close the
doors when the visitors are still in the building
before 7:00. But in virtue of the permission
principle we also draw the conclusion that the
curator has indeed the right to close the doors at
any moment after 6:30 — which in turn leads
us, by an identical reasoning, to the conclusion
that the visitors are in duty bound to leave at
6:30.

Such a “paradox” is just a contradiction,
and within our approach it can be treated as a
merely partial contradiction, which may turn out
to be true (up to a point). Both rights may well
exist, even though one of them ranks higher (or
perhaps neither ranks higher -— it all depends on
a broad context within which the normative
setup has to be interpreted). But even if the
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curator has more right to close the doors than
have the visitors to remain, this does not entirely
nullify the latter right. Rights, duties,
prohibitions are not all-or-nothing matters. That
is one of the most important lessons we can
learn from fuzzy deontic logic.

Within our approach a course of action
can be both allowed, up to a point, and yet also
forbidden to some extent. But our system also
encompasses a strong assertion operator, "H',
read as "It is entirely the case that', such that a
person's being entirely allowed to do A
completely rules out his being forbidden to do
A.

It seems to us that, whatever the
difficulties surrounding it, PP plays a major
role in our common juridical thought, and is in
fact the implicit base for many of our dearest
claims against encroachment. More often than
not we — rightly — feel entitled to a course of
action, not in virtue of the law explicitly
recognizing it, but because of our [implicit] right
to do whatever is not expressly prohibited.

To be sure the principle gives rise to
widely known dilemmas. For no right exists
unless all other people are bound to respect it.
(In fact our semantic treatment goes further than
that, by laying down that nothing is forbidden
except transgression of other people's rights, at
the same time that no action is allowed except in
so much as all are forbidden to interfere with the
action.) Such is the principle of ensuant
obligation, PEO for short. In other words,
what makes a right a right for somebody to do
some action is nothing else but the duty for
everybody else not to stand in the way of his
doing that action. In fact the right's existence is
probably reducible to the ensuant obligation
binding all other people. (We have a case of
mutual reducibility.)

Now, whenever we encounter a legal gap
in virtue of which two different, but mutually
incompatible, courses of action — each of them
open to a different person — are such that
neither is against the law, both can be regarded
as allowed, and therefore, in virtue of PEO,
both are forbidden!

Our proposal entails that in such cases
what we face is a situation wherein both courses
of action are to some extent allowed and yet also
to some extent prohibited — in so far as each of
them stands in the way of the alternative course
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of action. The legal setup in operation is
constituted by a large number of different codes,
each of which would fill in the gaps in a
particular way. As a whole, the setup neither
uniquely allows one course of action neither
uniquely allows the opposite course;
accordingly, the setup also fails to uniquely
forbid either.

Depending on the ranking of those
different codes within the legal setup, one of the
two courses of action may be more lawful than
the other, and so one of the claimants may have
a higher entitlement — which nevertheless does
not entirely obliterate the alternative course of
action.

Let us take an example we owe to Prof.
Iturralde, that of a couple, Mary and Joseph,
who have prepared frozen embryos meant to be
used in a future implanting — and before the bill
on assisted reproduction was passed.
Meanwhile they quarrel. Is Joseph entitled to
have the embryos destroyed? Or rather has Mary
the right to go proceed with the implantation
regardless of the divorce? The law is (was)
silent on the matter.

Admitting degrees of entitlement seems to
us the best way out of the difficulty. Our view is
that in such a case both claims are [to some
extent] right and both are [up to a point] wrong.
Neither course of action is uniquely right. So
each of them is to some extent right and also to
some extent contrary to the legal setup in
operation — which cannot be reduced to a
particular code, but includes a broad range of
alternative completions thereof.

It seems to us that too strong difficulties
surround the two classical approaches, one of
which entirely rejects the existence of any legal
rights unless and until they are explicitly
recognized by the legal corpus, while the other
unqualifiedly accepts as an unrestrictedly
rightful entitlement whatever is not expressly
forbidden by the law. The latter approach can
hardly cope with the possibility of mutually
incompatible courses of action by two different
persons, neither of which is prohibited by law.
The former approach seems to us to lead to an
unacceptable conclusion, namely that the
juridical order leaves us unprotected whenever
the explicit wording of the legal texts is vague or
general.

What is more, the legal-gaps approach —
that according to which such courses of action
as have not been explicitly forbidden are not eo
ipso implicitly allowed — seems to us not just
fraught with unpalatable consequences but in
some sense hard to understand, at least if we
identify our having a certain right with other
people being obliged not to stand in the way of
our exercising such a right. For the approach
amounts to this: (1) in such situations, neither
course of action is the exercise of a legal right;
hence, (2) nobody transgresses the law by
preventing or thwarting such a course of action;
therefore, (3) any such preventive move cannot
be a [legal] ground for charging its performer.
But (3) entails that the preventive move is not
unlawful, i.e. it is within the pale of the law,
and hence that: (4) it is rightful to perform such
a preventive move.

In order to avoid the conclusion ((4)), the
contender has to claim that some actions, on
account of which their performers cannot be
charged, are not lawful either. Now, if we
accept the reductive approach to rights — for
you to have a right to do A is nothing else but
for all other people to stand under the obligation
not to hinder your doing A —, then having such
a right entails that, to the extent that you have
indeed the right, you cannot be charged on
account of having done A (otherwise the threat
of arraignment would obviously be a deterrent,
a hindrance against your doing A). Conversely,
if you are free from prosecution on account of
doing A, then, according to the reductive view,
you have indeed the right to do A, unless other
people are legally entitled to prevent you doing
A. Yet it would be an extremely awkward and
irksome situation for an action to be immune
from public prosecution but open to private
obstruction. To unreservedly allow such
situations would mean to withdraw the law's
protection.

Coming back to our example about
frozen embryos, we think that analogical
considerations are to the point for the judges to
figure out what of the two rival claims is more
legal -— in other words which of the codes
resulting from attempts to complete the current
[explicit] set of laws in operation are more in
accordance with “the spirit of the law”, or with
the purpose of the legal system, or with natural
law. We guess that Mary's right to have the



embryos implanted on her is higher, if being
deprived of such an implantation would cause
her more grief or distress than the implantation
itself would cause Joseph.

We must face an objection to our view:
if, in the situations being considered, the two
courses of action are to some extent legal and
therefore if they are, both, to some extent
unlawful — each of them in so far as it
obstructs or impedes the other, and also legal,
course of action — then their performance can
be a basis for legal prosecution, which goes
against the principle nullum crimen sine lege.
We reply that many actions which are not
explicitly forbidden by statute law are implicitly
prohibited by the legal system as a whole, and
hence can constitute grounds for prosecution. In
the last resort, natural law is to be fallen back on
as a sufficient basis for prosecution, in case
more explicit norms fail to protect human rights
— each legal system being conceived as a
particular implementation of natural law. Thus,
if our guess concerning Mary & Joseph's case
is right, should Joseph smash the embryos
against Mary's will, he'd be liable to pay due
reparation. No legal system worth thinking
about can fail to implicitly incorporate guidelines
to cope with such issues, at least through
analogical reasoning. (We are not denying that
there are cases in which the legal system fails to
give even implicit prevalence to either right;
even then it often happens that in some
respects one of them ranks higher while the
other ranks higher in other respects, neither
ranking all in all higher.)

An outcome of our approach is the
maintenance of the principle of excluded middle,
PEM. Since in all such cases neither course of
action is wholly forbidden, both are [to some
extent] allowed. Hence each of them is either
allowed or forbidden. Other nonclassical
approaches to deontic logic waive PEM. There
are several strategies for the abandonment of
PEM. One is to maintain an external PEM,
[pvNpl, rejecting, though, the internal principle,
namely that each action is either allowed or else
forbidden; in order to make such a strategy
workable you only need to relinquish the
equivalence between not-forbidden and
allowed. A more daring strategy consists in
sacrificing PEM altogether. Our present
considerations and our logical proposal cast
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doubt on any justification for such a strategy on
the basis of deontic and juridical reasoning. Our
view is that scrapping PEM is a desperate
course which frequently stems from a failure to
recognize degrees of legality — and more
generally degrees of duty and moral entitlement.

To be sure, the classical construal of
PEM is — in virtue of mistaking to be true
for to be wholly true — that each situation is
either entirely the case or else not the case at all.
Concerning things legal, that means that either
you are wholly entitled to do A or else fully
forbidden to do A. Such a perspective seems to
us unattractive and unrealistic. In fact we firmly
believe that the admission of degrees of legality
is the most promising and significant aspect of
our current proposal. We grant that its
acceptance calls for a reshaping of much
juridical practice. But such a reshaping 1is
anyway mandatory on the basis of current
research in an astonishingly broad range of
fields — concerning human and nonhuman
reproduction, relations between members of our
own species and other animals and so on.
Leaving the all or nothing approach o rights
seems to us an overdue step in our legal
evolution.

One of the most serious difficulties our
current proposal has to face is entailed by the
principle of aggregation, PA, namely that
to the extent that there is an obligation to do A
and there is an obligation to do B, there is one to
do both A and B. Many classical and
nonclassical approaches to deontic logic have
preferred to relinquish PA. The existence of
normative conflicts seems a reasonably
sufficient ground for doing so. Not even the
acceptance of degrees of dutifulness and that of
legal [partial] contradictions seems to offer a
helpful way out, since we are often obliged to
do A in a high degree, to also do B in a high
degree, while it is [utterly] impossible to do A-
and-B.

Alternatively Kant's principle — what is
mandatory is possible — could be given up: we
could contemplate situations wherein a wholly
impossible course of action would be
nevertheless obligatory. Such a strategy seems
to us unsavoury, to say the least.

For the time being at least, our proposal
amounts to this: the degree to which we are
obliged to do A is one thing; the degree of our
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doing A under such an obligation is quite
another. Suppose you are bound to do A and
also bound to do B, but you cannot do A-and-
B. To be precise, suppose that, to the extent that
you do A, you fail to do B — doing A is
included in not-doing B. Now, suppose you are
fairly bound to do A and also fairly bound to do
B, but that it is completely impossible to fairly-
do-A and fairly-do-B. Were your being fairly
obliged to do A the same as your being obliged
to fairly do A, PA would entail an
overcontradiction, a situation wherein an action
would be mandatory — and hence possible —
and yet utterly impossible. On the other hand if
the degree applies to the obligation only, not to
the action it renders mandatory, then no
overcontradiction results unless A-and-B (with
no degree precisifation added) is itself
overcontradictory.

Let's come to specifics. Suppose you are
a physician who can save a person's life, and
who can save another person's life, but not
both. If saving A's life and B's life is an utterly
impossible task, then PA puts you under such
an unbearable burden. But we can guess that,
while — under prevailing circumstances — you
cannot fully save A's life if you save B's life, at
least in many cases you can to some extent save
both. You can give to each of them a dose of the
available remedy which can delay their death.

Be it what it may, our current view is that
in most cases the alternatively mandatory
courses of action are to some extent concretely
[partially] compatible, if only at the price of
performing each of them in a low degree in
order to allow for the other courses of action to
also be materialized to some extent. Quite often
a half-performance of conflicting duties can be
the least bad solution. Anyway our gradualistic
or fuzzy logical approach makes such a prospect
worth discussing, whereas classical approaches
rule it out altogether.

We must admit that what matters for our
proposal is not PA so much as its corollary, the
principle of alternative rights, PAR, namely
that, to the extent that you are entitled to do
either A or B, you are entitled to do A or else
you are entitled to do B. Should PA be
relinquished, the links between duty and
permission ought to be also rescinded or
loosened. On the other hand, within our logical
‘framework with two conditionals (an

implication, "', and a mere conditional, *>")
and two negations (a strong or classical
negation, —' and a Lukasiewiczian negation,
"N'), we could envisage a number of
alternatives. One of them would be to admit

PAR only for the conditional, *>', not for
implication, =" then, since contraposition

does not apply to ">' formulae, we could

eschew PA without sacrificing PAR. Such an
option's drawback is that we seem to need the
strong (implicational) PAR: not only is it true
that, if you are entitled to A or B, then either
you are entitled to A or else you are entitled to
B; not only that, a stronger (implicational) link
seems required; otherwise, you could be entitled
to A in a very small degree, and to B not at all,
while being entitled in a high degree to A-or-B!
Such a legal right would be a mockery of
justice. Furthermore, while the straightforward
PA would then become unavailable, a
“perverse”, if more refined, version would still
be with us, to the effect that, if it is completely
forbidden not to do A at all and also completely
forbidden not to do B at all, then it is completely
forbidden to wholly refrain from doing A-and-
B. Proof:

(2)  a(-pv-q)>.a-pva—q

(3) an(pagq)>.a-pva-q

(4)  ~(a~pva-q)> —a(paq)

(5)  -a-pa-a~gd-a-(paq)

(6) HNa-paHNa-q> HNa-(paq)

(7)  Hf-pAHf-g> Hf-(pAq)

So, despite a lingering qualm we feel
concerning PA, we think that, upon reflection,
we had better accept it, as we have in fact done
in our present approach.
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Resumen !

La principal idea de este trabajo es la introduccidn
de una dualidad enire los elementos de un conjunto
X y sus subconjunios difusos. Esta dualidad induce
una nleresante interprelacion de los elementos como
subconjuntos difusos y viceversa. Como consecuen-
cta natural de este planteamiento, el conjunto de los
conjuntos difusos sobre [0, 11X puede ser considerado
como una ertensidn clisica de X. En el caso que X
este dotado de un operador de T-indislinguibilidad E
y considerando sélo el conjunto H de los generadores
de E, el operador E puede ser definido de forma nat-
ural sobre la mencionada extensién. Por otro lado,
una interprelacion dual del teorema de representacion,
conduce a un teorema similar pero partiendo de un
conjunio de punlos como generadores. Finalmente,
se muestra también que las T-similitudes sobre [0, ].J"
son una herramienta ut:l para construir una funda-
mentacion coherente para el estudio de la inferencia
por semejanza.

Palabras clave: operador de T-indistinguibilidad,
Teorema de Representacién, generador, Regla Com-
posicional de Inferencia, Dualidad.

Introduccidn.

Uno de los puntos mas conflictivos de la Teoria de
Conjuntos Difusos radica en el hecho de que el punto
de partida es un conjunto clasico X con elementos
clasicos.

En este trabajo, a través del concepto de dualidad
entre los elementos de X y el de sus partes difusas
[0, 1]*, ambos, puntos y conjuntos difusos pueden ser
considerados como conjuntos difusos, aunque definidos
sobre conjuntos diferentes. Por tanto, cuando se de-
finen conjuntos difusos sobre un conjunto clésico X,
esta construccién transmite, en cierto modo, la bor-
rosidad a los elementos de X

Después de una seccidn preliminar, la introduccién
de esta idea sera el principal objetivo de la seccion
2. En la seccion 3, se muestra que el conjunto de
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los difusos sobre [0, 1]%, puede ser considerado como
una extension de X y consecuentemente, se estudia la
compatibilidad de un operador de T-indistinguibilidad
sobre el conjunto extendido y obtenemos ¢l Teorema
de Representaciéon dual para relaciones de similitud
sobre [0,1]X tomando puntos como generadores.

En la seccidn 4, introducimos el concepto de simili-
tud propia y mostramos que la mayor de ellas, denom-
inada similitud natural, resulta ser una herramienta
util para el razonamiento aproximado via la RCI gen-
eralizada , dado que esta verifica la propiedad de que la
similitud natural entre dos hipdtesis es siempre mayor
o igual que la similitud de las correspondientes tesis.
Se finaliza el trabajo con unas conclusiones.

1 Preliminares.

En esta seccion recogemos algunos conceptos refe-
rentes a operadores de T-indistinguibilidad amplia-
mente utilizados en diferentes contextos [2,6,7].

Sea T una t-norma continua, T' representara su
quasi-inversa [9] definida por

T(z|y) = sup{a €[0,1] | T(z,a) < y}

Definicién 1.1 Dada una t-norma T, [1,8] un ope-
rador de T-indistinguibilidad E sobre un conjunto
X es una relacion difusa en X que satisface

1.1.1. E(z,z) =1, Y € X (Reflexividad),
1.1.2. E(x,y) = E(y,z), Vr,y € X (Simetria),

1.1.3. T(E(z,y), E(y, 2)) < E(z,2), Vz,y,2 € X
(T-transitividad).

En Valverde [9] se demuestra que cualquier oper-
ador de T-indistinguibilidad puede ser construido par-
tiendo de una familia de conjuntos difusos.

Lema 1.2 Dado un subconjunto difuso h de un con-
Junto X, la relacion difusa Ey definida por

En(z,y) = T (Maz(h(z), h(y)) | Min(h(z), h(y))),
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86 Generadores y similitudes duales

es un operndor de T-indistinguibilidad en X

En particular, Y,y € [0, 1],
Lr{z,y) T(Max(z,y) [Min(z,y)), es una 'I-
indistinguibilidad en el intervalo unidad y en conse
cuencia, podemos utilizar la siguiente notacion Ej =

Ero(h x h)

Tcorema de Representacién 1.3 [3,6,9] Una
relacion difusa en un conjunto X es un operador de T-
indistinguibilidad st y sélo st existe una famalia {h;}ies
dc subconjuntos difusos de X tal que

E =inf Epn, = inf Ege(h; x h,).
el i€l

El Teorema 1.3 sugiere la defimicién siguiente:

Definicién 1.4 Dado un operador de
T-indistingurbilidad E en X, un generador [5] de E
es un conjunto difuso de X que perlence a una familia
generadora de E en el sentido del teorema precedente.

Denotando por H g el conjunto de generadores de
E esta claro que h € Hg st y solosi Ep > F

Definicién 1.5 El minimo dc los cardinales de
las familias generadoras de un operador de T-
indistinguiblidad E se llama su dimensién y una fa-
milia con esta cardinalidad se denomina una base de

E [3,4]

El operador propuesto en la siguiente definicidn es
una herramienta util para ¢l estudio de la estructura
de! conjunto Hg

Definicion 1.6 Dada una t-norma T y un operador
de T-indistinguibihdad E sobre un conjunle X, ¢g
denotard el operador de [0,1])%X en [0, 1]* definido por

dp(h)(z) = Sup,c x {T(E(z,y), h(y))}.

Con esta definicion, un subconjunto difuso A de X
es un T-vector propio [3] de E sty sdlosi gp(h) = h.

En Jacas & Recasens [6] se demuestra la equivalen
cia entre generadores v T-vectores propios.

Teorema 1.7 h es un gencrador de un operador de
T-mdistinguibilidad £, st y sélo st h es un T-vector
propio de E

Por lo tanto, Hg puede imterpretarse como el con
Junto de generadores de [ o como el conjunto de sus
T-vectores propros.

2  Dualidad entre elementos y subcon-
juntos difusos.

Observacién  FEl conceplo de dualidad a que se re-
fiere este articulo no guarda relacion con la dualidad
en el sentido de las Ternas de De Morgan

Dados un conjunto X y una familia H C [0, 1]*
de subconjuntos difusos es posible, bajo ciertas condi-
ciones, interpretar los elementos de X (z € X)) como
subconjuntos difusos de /H (z* € [0,1]7). Tal inter-
pretacion se realiza mediante la 1dentificacion ¢y que
se establece en la Proposicion 2.2

Definicién 2.1 Dados X y H C [0,1]X, se dice que
H separa elementos en X, st para todo par z;,z; €
X, existe h € H tal que h(z,) # h(z,).

Proposicién 2.2 Dados X, H C [0,1]* y [0,1]7 =
{o : H — [0,1]}, se considera la aplicacion ¢ g
definida por

1/)”(1) ) .\, — [0, ,|;]H

Yulz): H —1[0,1]
h Y (z)(h) = h(z)

Con estas hipdlesis Yy es myectiva s1, y sélo st H
separa elementos en X

Notacién. Si no existe ambiguedad con respecto a
H, notaremos ¥y (z) = =7, quedando asi ¥y (x)(h) =
z*(h) = h(z).

Asi pues, podemos interpretar [0, 1]’ como una ex-
tension de X en sentido conjuntista clasico.

3 Dualidad y T-indistinguibilidades.
En esta seccion se extienden de forma natural los

resultados de la seccidn anterior al caso en que X esté

dotado de un operador de T-indistinguibilidad

Proposicién 3.1 Sea {(X,E,T) una
T-indwstinguibiidad, g C [0,1)% el conjunto de sus

generadores y . - N — [0,1]e definida en 2.1.
En tal sitwacion. Yy, es inyecliva st y sélo s1, I es
T-indistinguibilidad separadora.

En lo sucesivo se tomardan en consideracion unica-
mente T-indistingmbilidades separadoras.



Representaciéon puntual de una
T-indistinguibilidad.

Una lectura dual del Teorema de Representacion
sugiere que un subconjunto Xo € X permite generar
una T-indistinguibilidad sobre [0,1]* y, por restric:
cién, sobre cualquier subconjunto S C [0, I]X

Proposicién 3.2 Dados Xo C X y H C [0, 1% la

relacion difusa FF: H x H --[0,1] definida por
Plhi he) = inf Fr(hy(z),ha(s)) i ha € X,

es una relacidn de T-indistinguibilidad.

Si E es una T-indistinguibilidad, y Hg C [0,1]%¥
es el conjunto de sus generadores, la proposicion
3.1 asegura que la relacién difusa [E*(a,f) =

Infhe . Er(a(h) | B(1))] para todo a, B Heg — 10,1

es una relacién de T-indistinguibilidad Ll siguiente
teorema expresa la relacion entre £'y £°

Teorema 3.3 51 E es T-indistinguibilidad  sepa-
radora, la aplicacion
e X ——[0,1)/'F
r o Yy (r) =2’

es un morfismo anyeclwo  de T-indistin-

guibilidades entre (X, E,T) y ([0, 11e E*.T).

Definicién 3.4 Sea  E una T-indistinguibili-
dad separadora sobre un conjunto E. Una repre-
sentacion puniual para E es un par ((H,F),¢) en
donde.

1) HC[0,1]Y, para un cierto conjunto Y

2) F es T-indistinguibilidad sobre H definida por

F(hy, ha) = lnfyey Er (hy(y), ha(y))

3) o X — H es un wsomorfismo entre T-
indistinguibilidades.

Corolario 3.5 Toda T-indistinguibiladad (X, £, T)
separadora admife representacion puntual.

Definicién 3.6 Sean H C (0,11, [ wna T-
indistinguibilidad separadora sobrc Il y Hp € 0. 13"
el conjunto d¢ los generadores de 7 Se dird que I+ es
propia st vyt N)C 0y
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Mediante la identificacidn a través de ¥y, decir que
una T-indistinguibilidad en H es propia significa que
los puntos de X se encuentran entre sus generadores.

Las T-indistingubilidades propias vienen caracte-
rizadas por el siguiente teorcina.

Teorema 3.7 Sea F una T-indistinguibilidad sobre

H C [0,1]%. Las siguientes proposiciones son equiva-
lentes:

a) F es propa.

b) F < E, donde
E(hi, h2) = Infee x Er(hi(z), ha(z)).
c) Para lodo =z € , h € H,

X
SupgenT (9(z), F(h,g)) = h(z).

Definicién 3.8 La relacion de T-indistinguibilidad
definida en H C [0,1)* mediante:

E(hy, hy) = [anGXET(hl(I)|h2(I))'
se llamard T-indistinguibilidad natural en H.

En particular, como consecuencia del Teorema 3.5,

Ja T-indistinguibilidad E es la mayor entre todas las
posibles T-indistinguibilidades propias definidas sobre
H.

4 La T-indistinguibilidad natural Ey
la RCI.

El operador de clausura difusa ¢g asociado a una
T-indistinguibilidad (X, E,T) se ha definido en 1.6
como:

¢p: 0,11 — Hg

g  +— ¢£(9)

ép(g) : X[0,1]% —10,1]
T ro pe(g)(x) = 522 T(g(u), E(u, 1))

Si jy denota la funcion caracteristica de «z,
(r(u) = 0siu#z, () = 1), se tiene:

Proposicion 4.1 a) E(z,y) = E(dp(p:), drpy))
para todos z.y € X

b) E(u,v) < Elop(p),or(v)) para todos p,v €
(0, 11*



88 Generadores y similitudes duales

Dados A, A" (7 — [0, 1) v B V -+ [0,1] sca 13-
V -~ [0, 1] obtenido a traves de la Regla Composicinal
de Tnferencia generalizada (CRI) mediante la (ormula

B(v) = sup T (A (u), 1{A()| B(v))
2

(en donde se ha tomado T como [uncidn generadora
de modus ponens) Notaremos B' = RCI4 g(A'), aso-
ciada a la /£ implicacion [ (A(u)|B(v))

Proposiciéon 4.2 51 B, B" .V — [0,1] satisfacen
B = RCIsp(A") y B”" = RCI,p(A"), se tiene que
Ev(B' B") > Ey(A', A"), donde Ey y Ey denotan
las T-indistinguibihidades naturales en U y V respec-
tivamente.

Asi pues, la T-indistmgwbilidad natural E es un
instrumento util para modelizar procesos de razon-
amiento aproximado basados en RO, pues satisface
que el grado de T-indistinguibilidad entre las tesis
obtenidas a partir de RCI es siempre mayor o igual
que el grado de T-indistinguibilidad entre las corres-
pondientes hipdtesis.

Conclusiones

Hemos mostrado que cuando definimos una T-
indistinguibiildad £ sobre H C [0,1]* (H sepa-
radora), la dualidad entre puntos en conjuntos difusos
muestra claramente la situacion

a) E es una similitud propia £ < E (siendo E la
similitud natural), o

b) La similitud £ no tiene en cuenta la informacion
dada por algunos puntos de X (jincluso todos el-
los!) wvia los valores que los clementos h € H
toman sobre ellos.

Es también interesante sefialar que la similitud nat-
ural £ es la mayor de entre las propias y asi mismo,
es la similitud que supone la menor cantidad de infor-
macion.

Por otra parte, las similitudes naturales parecen ser
una herramienta itil para el razonamiento aproximado
dado que la RCI es contractiva bajo su aplicacidn
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Resumen

Presentamos una forma de representacion de
los problemas de decision, que son los Sistemas
Basados en Valuaciones. Se describe también una
representacion grdfica de estos sistemas que son
la Redes de Valuaciones. Introducimos los Con-
juntos Converos de Probabilidad como forma al-
ternativa para representar la incertidumbre sobre
las variables aleatorias en nuestro problema de de-
cistén, y damos una solucion para este tipo de
problemas cuando tenemos un problema de de-
cision candnica y la incertidumbre sobre el estado
de la naturaleza se da mediante un conjunto con-
vezo de probabilidades. Finalmente se da un al-
goritmo para resolver problemas de decision ge-
nerales cuando la incertidumbre se erpresa con
distribuciones de probabilidad.

Palabras clave:
Problema de decisién. Valuacién. Conjunto convexo
de probabilidad. Incertidumbre.

1 Introduccion

Los arboles de decision son una herramienta flexi-
ble, y con una gran utilidad de representacién grafica
para los problemas de decisién multietapa. A pesar
de estas ventajas, presentan ciertos inconvenientes.
Primero, crecen rapidamente en muchos problemas,
debido a que representan acciones y eventos. Ademas
las probabilidades de los eventos puede que no estén
disponibles en la forma que esta metodologia necesita.
Por ello se hace necesario un preprocesamiento usan-
do las leyes de la probabilidad. Tercero, los arboles
de decisién necesitan distribuciones de probabilidad
condicional para cada variable aleatoria. Esto nece-
sita muchas veces del uso de la division, lo cual puede
ser una operacién innecesaria.

*Este trabajo ha sido financiado por la DGICYT
bajo el proyecto PB92-0959
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Por ello vamos a estudiar un método alternativo a
los arboles para la representacion de un problema de
decision. Este método es los Sistemas Basados en Va-
luaciones (VBS). Los VBS tienen una representacién
grafica que son las Redes de Valuaciones, que hacen
hincapie en las caracteristicas cualitativas de los pro-
blemas de decisién, permitiendo la representacién de
los problemas sin ningtn preprocesamiento.

En los VBS representamos el conocimiento con fun-
ciones llamadas valuaciones. En estos sistemas para
hacer inferencias se hace uso de las operaciones de
combinacion y de marginalizacion. La inferencia sig-
nifica marginalizar todas las variables de la valuacién
conjunta, que es el resultado de combinar todas las
valuaciones.

El trabajo lo planteamos en tres partes: Primero
estudiamos la estructura y operaciones posibles en las
redes de valuaciones. Segundo planteamos el proble-
ma de los conjuntos convexos de probabilidad como
resultado de dos 6 mas inlormaciones distintas, y por
tiltimo proponemos un posible algoritmo de resolucion.

Para comprender bien como funcionan las distin-
tas representaciones de un problema de decisién va-
mos a ver un ejemplo tomado de Raiffa. Un buscador
de petréleo debe decidir si perforar (d) o no perforar
(~ d) en un terreno para sacar petréleo. El no sabe
si el pozo esta seco (dr), himedo (we) o empapado
(s0). En la tabla 1 tenemos Ja matriz de recompensas
de este problema, asi como las probabilidades de cada
posible estado de la naturaleza, P(O).

Ganancia | d ~d P(O)
dr -70,000 0 05
we 50,000 0 0.3
50 200,000 0 0.2

Table 1: Matriz de recompensas

El buscador de petréleo podria hacer un sondeo
que le ayudaria a determinar la estructura geoldgica
del lugar. El test le revelaria si el terreno no tiene
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ninguna estructura (ns), una estructura abierta (os)
o una estructura cerrada (c¢s) que seria lo mas espe-
ranzador Fn la tabla 2 mostramos las probabilidades
condicionadas de los resultados del test a la candidad
de petrdleo, P(R|O).

P(RIO) | ns  os ¢cs
4dr 06 03 0T
we 03 04 03

s0 0.1 04 05

Table 2: Probabilidades condicionadas

En figura 1 podemos ver el arbol de decisién para
este problema. Para calcular las probabilidades en
el arbol hemos tenido que hacer un prepocesamiento
de las que teniamos disponibles. El valor esperado es
de 22,500. La estrategia dplima es hacer un test de
sondeo, y no perforar si el test revela ninguna estruc-
tura (ns) y perforar si el test revela una estructura
abierta(os) o cerrada(cs).

-10,000

-80,000
40,000
190,000

-10,000

-80,000
40,000

150,000
—  -10,000

-70,000

50,000
200,000

Figure 1: Arbol de decisién

2 Sistemas basados en valua-

cilones

En los sistemas basados en valuaciones los nodos de
decision se representan como una variable. Los valo-
res de ella son las distintas acciones que puede seguir
el decisor. El conjunto de valores de la variable de
decision D se llama el frame de D y lo representamos
por Wp. En una red de valuaciones las decisiones las
representamos con nodos rectangulares.

Usamos Wg para representar el [rame de la variable
aleatoria R. Estas variables se representan en la red
con nodos circulares.

St Xp es el conjunto de todas las variables decisidn
v .Yg el conjunto de todas las variables aleatorias en-
tonces X' = Yr U p.

Si h es un subconjunto de X', entonces Wy es el
producto cartesiano de los frames de las variables que
hay en h. Por ello lamamos a Wj, el frame de h.
Los elementos de Wy, los llamamos configuraciones de
h. El frame para el conjunto vacio @ tiene una tnica
configuracién, y usamos el simbolo ¢ para nombrar
esta configuracién: Wy = {o}.

Sih C A entonces una valuacién recompensa m para
h es una funcion de W, en el conjunto de los niimeros
reales ®. Las valuaciones recompensa las representa-
mos con un rombo en las redes de valuaciones. Dibu-
Jaremos arcos no dirigidos entre el nodo de la valuacién
y todos los nodos correspondientes a sus variables.

Si h C X que tiene al menos una variable decision,
entonces un potencial p para h es una funcién de Wj, en
el intervalo [0, 1]. Los potenciales representan probabi-
lidades y en las redes de valuaciones los representamos
por tridngulos. Dibujamos también arcos no dirigidos
entre el potencial y sus variables. Se utilizan los po-
tenciales condicionales cuando el potencial representa
una probabilidad condicional de una de sus variables
aleatoria dadas las demas. En este caso ponemos un
arco dirigido entre el potencial y la variable para la
que se define el potencial, teniendo p que satisfacer:

Z{p(c, r)ireWgrl=1 Vce Whory (1)

Podemos ver las valuaciones recompensa y los po-
tenciales del problema del buscador de petrdleo en
las tablas 3 y 4 respectivamente. En la tabla 4 sélo
aparecen las probabilidades distintas de cero. En esta
misma tabla usamos nr cuando no hay ningiin resul-
tado en el test R, debido a que no lo hemos realizado.

W{D,O} II 4% T K
ddr 770,000 Ut—-m,mtr
d we 50,000 ~at 0
dso 200,000
~ddr 0
~d we 0
~ d so 0

Table 3: Valuaciones de recompensa pr. buscador

petroleo

Denotaremos por Hp al conjunto de los subcon-
Juntos de X' para los que las valuaciones recompensa
existen en el VBS. Supondremos que cada variable de-
cisién de X'p estd incluida en algin elemento de Hp.
O sea se cumple:

UHp 2 Xp (2)

Denotaremos por Hp el conjunto de subconjuntos
de X' para el que existen los potenciales. Supondremos
que cada variable aleatoria esta incluida en algun ele-
mento de Hgr. () sea se cumple:

UHg D Xg (3)

Algunas decisiones deben hacerse antes de que cier-
tas variables aleatorias sean instanciadas (conocido su



Wiy p Wirroy »
dr 0.5 tnsdr 06
we 0.3 tnswe 0.3
so 0.2 1Insso 0.1

tosdr 0.3
t os we 0.4
L os so 04
tesdr 0.1
tcs we 6.3
tcs so 0.5
~tnrdr 1.0
~tnrwe 1.0
~tnrso 1.0

Table 4. Potenciales pr. buscador petréleo

valor) y ciertas variables aleatorias no se instanciaran
hasta que ciertas decisiones no sean tomadas. Por
ello, es necesario el uso de restricciones de preceden-
cia. También podemos tener restricciones de prece-
dencia entre dos nodos de decisién o entre dos varia-
bles aleatorias. Usaremos la relacién de precedencia
— para indicar restricciones de precedencia. Las con-
diones que impondremos a esta relacién son las si-
guientes:

e La clausura transitiva de la relacion, >, debe ser
un orden parcial de X'.

e El orden parcial > debe cumplir que para cua-
lesquiera Ry D se debe dar que D > R6 R > D.

e Si R es una variable aleatoria sobre la que hay un
potencial condicional dados h — R, y D es una
variable de decisién en h, entonces requerimos
que D » R.

e Si D es una variable de decision y existe un po-
tencial para h tal que D € h, entonces requeri-
mos que D > R para cualquier variable aleatoria

REh.

Podemos ver la red de valuaciones para el problema
del buscador de petréleo en la figura 2.

» »
PRITO)
T hR D o
Tat? Portar? Cuided
-
x
AN st
p per

Figure 2: Red de valuaciones

Si g y hson subconjuntos de variables, h C g,y x es
una configuracion de g, entonces x!* es la proyeccion
de x en h. Esta proyeccidn es una configuracién de h.
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Para resolver sistemas basados en valuaciones

usaremos dos operaciones llamadas combinacidn y
marginalizacidn,
Combinacién. La definicién de combinacién de va-
luaciones depende del tipo de valuaciones que com-
binemos. Usaremos la letra = con subindices para
indicar valuaciones de recompensa, y la letra p con
subindices para indicar potenciales. Las posibles com-
binaciones son:

Combinacion de valuaciones Resultado

(mi ®@ m)(x) = mi(x) + m;(x19)
(mi ® pj)(x) = mi(xtP)p; (x19)

Pi @ =T R p;

(pi ® pi)(x) = pi(x}M)pj(x!9)

V. recompensa
V. recompensa
V. recompensa
potencial

La combinacién de valuaciones es conmutativa pero
no asociativa en general. Seria asociativa si sélo tu-
vieramos una valuacién recompensa y varias poten-
ciales, ya que la combinacién de potenciales si es aso-
ciativa. Por ello una forma de combinar todas las
valuaciones es combinar todas las valuaciones recom-
pensa obteniendo una iunica valuacion recompensa, y
luego combinar con las potenciales.
Marginalizacién. La definicién de la marginaliza-
cién depende del tipo de variables que sean elimina-
das. Si la variable a ser eliminada es aleatona, la
marginalizacion se lleva a cabo sumando la valuacién
sobre el frame de la variable a eliminar. En este caso,
la valuacion puede ser una valuacién recompensa o
una potencial. Si la variable a eliminar es una va-
riable de decisién, la marginalizacién se lleva a cabo
por maximizacién (o minimizacién) sobre el frame de
la variable. En este caso, la valuacién debe ser una
valuacién de recompensa.

Puede comprobarse que el orden en que se
marginalizan dos variables de decision en una valua-
cidn es irrelevante. Lo mismo ocurre para dos varia-
bles aleatorias. Sin embargo el resultado puede ser
diferente si las variables son una aleatoria y la otra de
decisién. Por ello nosotros haremos la marginalizacion
de la variable Y antes que la X si X > Y. Cuando
tengamos que marginalizar varias variables en una va-
luacién lo haremos eliminando las variables de una en
una, teniendo en cuenta el orden parcial que nos da la
relacién >. Puede haber mas de una secuencia posible,
pero el resultado es el mismo.

Cada vez que eliminamos una variable de decision
de una valuacién recompensa usando maximizacién,
almacenaremos la tabla de valores 6ptimos de las
variables de decisién donde se han alcanzado los
maximos. Esta tabla es una funcidén que llamare-
mos solucién para la variable decisién, y que defini-
mos como sigue. Sea h un subconjunto de variables
tal que D € h, y p es una valuacién para h. Una
funcién ¥p : W,_(py — Wp es una solucién para D
con respecto a 7 sl.

ﬂ.l(h“{D})(c):ﬂ'(c’,\yD(C)) (4)
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para todos los ¢ € Wy_{(p}.

La tarea principal en un problema de decision es en-
contrar una estrategia. Una estrategia es una eleccion
de una accion para cada variable decision D a través
de una funcién de configuraciones de aquellas varia-
bles aleatorias R tales que R > D. Una estrate-
gia es una coleccién de funciones. Cada una de es-
tas funciones permite conocer la accién que se tomara
en una variable decisién conocidas todas las variables
aleatorias que pueden influir sobre ella. A estas varia-
bles aleatorias les llamamos Pr(D) y se definen como
Pr(D)y={R € Xgr|R > D}.

Llamaremos problema de dectsién candnico a aquel
que tiene una unica variable de decision D, una varia-
ble aleatoria R, una valuacién de recompensas 7 para
D, R, un potencial p para R, y una relacién de prece-
dencia — definida como D — R. Este problema se
interpreta de la siguiente manera. Los elementos de
Wp son acciones, y los elementos de Wg son estados
de la naturaleza. La potencial p es una distribucion
de probabilidad para R (una probabilidad para cada
estado de la naturaleza). La valuacién recompensa
es una funcién condicional de recompensa, si el decisor
elige la accidn d y se da el estado de la naturaleza r,
entonces la recompensa para el decisor es 7r§d,r). La
relacién de precedencia —» impone que el verdadero es-
tado de la naturaleza se conoce por el decisor después
de que ha elegido una accion.

La recompensa asociada con una accidn d es:

Y {(r® p)(d,1)r € Wi} = (@ p)H{P}(d)

La maxima recompensa (sea d* la recompensa
maxima) es:

MAX{(m®p) {PH(d)ld € Wp} = ((r® p)*{P1)¥(0)
Una accién d* sera éptima sii:

(7@ p)HPHd") = (7@ p)!*(o)

3 Conjuntos convexos de pro-
babilidades

El uso de probabilidades simplemente valuadas no
nos permite la representacién de todos los tipos de
incertidumbre que encierra el razonamiento humano.
Por ello se introducen los conjuntos convexos de pro-
babilidades. Los convexos son una representacién mas
general que los intervalos de probabilidad, los cuales
no son cerrados para la propagacion en los casos mas
simples. Podemos utilizar conjuntos convexos de pro-
babilidad para representar la incertidumbre sobre las
variables aleatorias en los problemas de decisién.

Supongamos que tenemos una poblacién, Q, y una
variable, X', que toma valores en un conjunto finito,
U = {uy,.. ,un}. Una informacién sobre esta varia-
ble puede ser una distribucién de probabilidad p, es
decir, una funcién:

p-U—10,1]

que verifica:

> o p(uw) =1

i=1

Cuando el conocimiento acerca de estas frecuen-
clas no es tan exacto, podemos tener un conjunto,
HX, de distribuciones de probabilidad posibles. Este
conjunto, HX, puede definir para cada subconjunto,
A C U, dos valores extremos de probabilidades (un
intervalo):

P.(A) = Infoegx > p(a) = Infyegrx P(A)
agA

P*(A) = Sup,enx Z pla) = Suppe g x P(A)
a€A

siendo P la medida de probabilidad asociada a la dis-
tribucién p. Este par de funciones no son equivalentes
al conjunto original, H¥ | pues diferentes HX pueden
definir el mismo par de funciones. Se puede asociar
un conjunto H a un par de funciones, (P., P*):

H(P., P7) = {p|P.(A) < P(A) < P*(A)}

Consideraremos que H¥ es siempre un conjunto con-
vexo con nimero finito de puntos extremos, p;, . . ., px.
Si HX no es un conjunto convexo, consideraremos su
capsula convexa:

CH(HY) = {Za.‘-mpi € HX ai € v, 1—]»20:' =1}

Podemos definir una valuacién potencial usando un
conjunto convexo de probabilidades de la misma forma
que la definiamos para una distribucién de probabili-
dad normal. Ahora anadiremos una variable transpa-
rente por cada variable aleatoria de nuestro problema.
Esta variable transparente serd la que indique la ten-
dencia del decisor. Es una variable que nos indica
que distribucién de probabilidad (punto extremo) es-
tamos considerando. De esta forma la manera en que
trabajamos utilizando conjuntos convexos de probabi-
lidades para los potenciales es la misma que cuando
utilizibamos distribuciones de probabilidad normales.
La combinacién y marginalizacién utilizando convexos
es igual que utilizando distribuciones de probabilidad.
Hay ciertos detalles que hay que especificar como re-
solveremos. Para ello veamos un ejemplo.

Supongamos el problema de decisién candnica de
las tablas 5 y 6. Tras combinar la valuacién de re-
compensa y la potencial obtenemos la valuacién de
recompensa de la tabla 7. La columna suma nos mues-
tra el resultado tras sumar en cada fila, que es equi-
valente a eliminar la variable aleatoria. Cuando no
usabamos conjuntos convexos de probabilidades la de-
cisién éptima se cogia tomando el maximo de los va-
lores de esta columna. Ahora debemos modificar un
poco este criterio. Segun la distribuciéon de probabili-
dad t, la estrategia dptima es dy con una recompensa
maxima esperada de 14.1, y segin ¢, la estrategia



optima es dy ¢con una recompensa maxima esperada
de 12.3. Debemos proporcionar una forma de combi-
nar las informaciones que dan los distintos puntos del
conjunto convexo que equivale a eliminar la variable
transparente asociada a la variable aleatria que acaba
de borrarse mediante la operacion de suma.

Para borrar la variable transparente considerare-
mos la valuacién obtenida tras eliminar la variable
aleatoria asociada mediante suma. Tenemos varias
posibilidades para eliminar la variable transparente.
Una es sumar la informacién que dan todos los pun-
tos extremos y hacer la media . Otra forma es buscar
el maximo y minimo en cada decisién y hacer la me-
dia. Podriamos también tener en cuenta el optimismo
o pesimismo del decisor. Hay mas posibles formas
de combinar las distintas distribuciones de probabi-
lidad, y habria que estudiar cual es mas conveniente
segin cada caso. En el ejemplo tras sumar sobre la va-
riable aleatoria eliminaremos la variable transparente
tomando el maximo y minimo y haciendo la media.
Obtenemos los valores 12.9,12.85,4.65 para las deci-
siones d, ds, da respectivamente. Esto nos da una va-
luacion recompensa formada por una variable decisidn.
Marginalizando esta variable decisién obtenemos que
la decision éptimaes dy con un valor esperado de 12.9.

Por tanto todo funciona igual con conjuntos con-
vexos de probabilidades, salvo que ahora hemos
anadido una variable transparente por cada variable
aleatoria de nuestro problema, y que al marginalizar
una variable aleatoria debemos eliminar también la
variable transparente asociada usando alguno de los
criterios mencionados anteriormente.

En un problema de decision general tendremos in-
formaciones condicionales e informaciones a priori ex-
presadas mediante conjuntos convexos. Cada vez que
borremos una variable aleatoria tendremos que borrar
la variable transparente asociada.

I ‘ €] €9 €3 €4
d |15 7 20 8
d, |12 15 20 5
d3 | 5 -3 5 10

Table 5: Matriz de recompensas

p_| Pley) Ple
0
0

) Ple
0
0

) Ples)
D
0

&
w
o

—
[N

o

Table 6: Convexo de probabilidades

4 Un algoritmo para resolver
VBS

Describiremos un aigoritmo para resolver VBS u-
sando calculos locales. Usando el método indicado
mas arriba para calcular la estrategia optima y el
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Np| e e e3 ¢4 suma optimo
dy, t 3 07 8 24 T41 d;
dyty |24 1.5 8 15 134
ds, ty 1 -03 2 3 5.7

L2 6 2.1 2 16 117
dy,ty | 4.8 45 2 1 12.3 do
ds, ts 2 -09 05 2 3.6

Table 7: Combinacién valuaciones

maximo valor esperado requiere trabajar con combi-
naciones en el espacio Wy. Esto puede ser computa-
cilonalmente imposible al trabajar con muchas varia-
bles.

En este método se van borrando sucesivamente va-
riables del VBS. La secuencia en que las variables son
borradas debe respetar las restricciones de preceden-
cia en e} sentido que st X > Y, entonces Y debe ser
borrada antes que X. Al ser > un orden parcial, el
problema puede permitir varias secuencias de borrado,
obteniendo la misma respuesta. Sin embargo diferen-
tes secuencias de borrado pueden producir diferentes
costos en cuanto a cdlculo.

Cuando borramos una variable, tenemos que hacer
una operacién de fusidn sobre las valuaciones que con-
tienen a esa variable. Definamos ahora la operacién de
fusion ayudandonos de la operacion de division.
Divisién. Sea o un potencial para ¢, y h C g¢.
Entonces definimos a/al® como un potencial para g
definido como:

(a/at?)(r) = a(r)/ath(+1") (5)
para todo r € Whg.

Fusién. Esta operacién depende del tipo de varia-
ble que va a ser eliminada y de la naturaleza de las
valuaciones que contienen a la variable.

Caso 1. Sea D una variable decision que queremos
borrar, y ninguna de las potenciales contiene a D. En
este caso con la fusidén todas las valuaciones que con-
tienen a D se combinan, y la valuacién recompensa
resultado se marginaliza para eliminar D. Las valua-
ciones recompensa que no contienen a D, y todos los
potenciales, permanecen inalterados.

Caso 2. Sea R una variable aleatoria que queremos
borrar, y ninguna de las valuaciones recompensa con-
tiene a R. En este caso con la fusién el conjunto de
valuaciones se cambia como sigue. Las valuaciones re-
compensa permanece inalteradas. Las potenciales que
no contienen a R permanecen inalteradas. Las poten-
ciales que contienen a R se combinan y la potencial
resultado se marginaliza para borrar R.

Caso 3. Sea R una variable aleatoria que queremos
borrar y todas las valuaciones recompensa contienen a
R. En este caso el conjunto de valuaciones se cambia
como sigue. Todas las valuaciones recompensa y las
potenciales que dependen de R se combinan. La valua-
cidn recompensa resultado se marginaliza para borrar
R. Las potenciales que no contienen a K permanecen
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inalteradas.

Caso 4. Sea R una variable aleatoria que queremos
borrar. Supongamos que hay una valuacién recom-
pensa que contiene a R, y hay una valuacién recom-
pensa que no contiene a K. En este caso con la fusién,
el conjunto de valuaciones se cambia como sigue. Las
valuaciones recompensa que no contienen a R, y las
potenciales que no contienen a R quedan inalteradas.

Se crea un nuevo potencial ptd=17)) siendo p la com-
binacién de todas los potenciales que contienen a R.
Combinamos todos los potenciales que contienen a R,
y lo dividimos por la potencial que fue creada anterior-
mente. La potencial resultado se combina con las va-
luaciones recompensa que contienen a R, y marginal-
izamos la valuacién recompensa resultado para borrar

R.

Teorema 1 Supongamos que A es un problema de
decisidn bien definido. Supongamos que Xy, Xy .. Xi
es una secuencia de variables de X = Xp U Xy tal que
con respecto al orden parcial >, X, es un elemento
minimal de X — {X,}, etc. Entonces para obicner el
mdzrimo valor esperado podemos ir borrando todas las
variables en el orden Xy,..., Xa, X|.

En el caso 4 para marginalizar es preciso usar la di-
vision. Una forma de evitarlo es estar seguro que te-
nemos una unica valuacidén recompensa, ya que en ese
caso se aplican los casos 2 6 3. Si tenemos mds de
una valuacién recompensa podemos combinarlas para
obtener una tnica valuacién recompensa y entonces
comenzar el algoritmo. Otra forma de evitar la di-
vision es tener una factorizacién de la distribucién de
probabilidad conjunta de tal forma que al sumar sobre
una variable en una potencial se obtiene una valuacién
en que todos los elementos son 1 (valuacidn vacua).
Una forma de conseguir esto es tener sélo potenciales
condicionales para cada variable aleatoria tal que las
variables sobre las que se condiciona siempre preceden
a la variable aleatoria. La divisién debe intentar evi-
tarse para tomar ventaja de una factorizacién aditiva
de la valuacidon conjunta de recompensa. Si tenemos
potenciales arbitrarios, entonces la divisién puede ser
inevitable.

Es necesario encontrar una buena secuencia de bo-
rrado para que el ntiimero de operaciones sea menor.
Pero el problema de encontrar una secuencia de bo-
rrado éptima es NP-duro. Hay varias heuristicas para
encontrar buenas secuencias de borrado. Una de ellas
es la llamada one-step-look-ahead, en la que la variable
que se borrara es aquella que conduce a combinaciones
sobre los frames mas pequenos.

5 Conclusiones

En el trabajo hemos estudiado los Sistemas Basa-
dos en Valuaciones y su representacion grafica. Hemos
visto la forma en que se resuelven los problemas de
decision generales utilizando esta representacidén. En
estos sistemas hemos presentado la posibilidad de uti-
lizar conjuntos convexos de probabilidad como alter-
nativa para representar la incertidumbre en los proble-
mas de decision  Se ha visto un ejemplo de como se

puede resolver este problema en el caso de un problema
de decisién candnico en el que sélo tenemos una varia-
ble aleatoria y por tanto un unico potencial. De forma
similar esperamos poder generalizar esta solucién para
un problema de decisién general.
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Numeros intuicionistas fuzzy

P. Burillo Lépez
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Resumen

En este trabajo proponemos una defini-
cién de numero intuicionista fuzzy que
recupera la ya conocida definicion de nimero
fuzzy. Ofrecemos un método de construccién
de numeros intuicionistas fuzzy a partir
de numeros fuzzy. Presentamos diferentes
formas de obtencién de numeros fuzzy
a partir de numeros intuicionistas fuzzy,
analizando las propiedades de los diferentes
numeros asi obtenidos, por 1iltimo estudiamos
perturbaciones de numeros intuicionistas
fuzzy.

Palabras clave: Nimero intuicionista
fuzzy; nimero fuzzy; operador de Atanassov.

1 Introduccion

El desarrollo de la Teoria de Conjuntos
Fuzzy ha sido espectacular en las tres tltimas
décadas. No obstanten, existen problemas
que para un mejor analisis requieren una
filosifia similar a la fuzzy en la que no
se tenga en cuenta tan solo, el grado de
pertenencia de un elemento al conjunto, sino
también su grado de no pertenencia al mismo,
entendiendo éste como un valor menor o igual
que el complementario de la pertenencia. En
este sentido, K. Atanassov en 1986, introdujo
el concepto de conjunto intuicionista fuzzy.

Un conjunto wntuicionista fuzzy sobre
un referencial U es una expresion E de la
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siguiente forma:
E = {< 2, p5(z), v5(z) > |z € U},
pe U —[0,1]
veg: U — [0,1]
siempre que 0 < pp(z) + vep(z) < 1 para
todo = de U, siendo pg y vg las funciones de
pertenencia y de no pertenencia del elemento
z al conjunto F respectivamente.

donde

Un estudio completo de tales conjuntos
se puede encontrar en ([1],[3] ¥ [4]).

En el trabajo que nos ocupa el conjunto
referencial U serda R y por tanto, siempre
que hablemos de numeros intuicionistas fuzzy
daremos por entendido que estamos hablando
de numeros intuicionistas fuzzy sobre el
conjunto de los nameros reales.

Se llama indice intuicionista del elemento
z en el conjunto F a:

mp(z) =1— pp(z) — ve(r).

Existen muchas formas de obtener con-
juntos fuzzy a partir de conjuntos intuicionis-
tas fuzzy, una de ellas fue establecida por
K. Atanassov en 1989, mediante el siguiente
operador:

Sea E un conjunto intuicionista fuzzy y
a€10,1]

D.(E) =
={<z,(1 —a)up(z)+ a(l ~ve(c)) >}
para todo = de U.

Las propiedades mas importantes de

este operador se encuentran analizadas en

(2], [4]).
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Utilizaremos también el operador F, g
definido en ([4]) el cual permite pasar de
un conjunto E intuicionista fuzzy a otro
Fa,s(E)
siguiente:
Fa,ﬂ(E) =

= {< xvﬂE(I) + aﬂE(I)»
ve(z) + Bre(z) > |z € U}
con a, 3 € [0,1] tales que 0 < a+ f < 1.
Merece la pena destacar que para o = 1—

también intuicionista, de la forma

B, este operador coincide con el de Atanassov.

En este trabajo nos proponemos estudiar
los nimeros intuicionistas fuzzy. Empezamos
dando su definicién, analizamos también un
método de construccién de estos nimeros a
partir de numeros fuzzy y nos planteamos el
proceso contrario, es decir, obtener nimeros
fuzzy a partir de nimeros intuicionistas fuzzy
por medio del operador de Atanassov, por
ultimo, estudiamos la accién del operador
F, s sobre los nimeros intuicionistas fuzzy.
Entre las posibles definiciones conocidas de
namero fuzzy elegimos la expuesta en ([5]).
Un numero fuzzy X es un subconjunto fuzzy
de la recta real normal (3zo € Rlux(zo) = 1)
y convezo (px(t) > min{ux(s), ux(r)} para
r <t < s numeros reales).

Denotaremos con

Cx = {z € Rlux(z) =1} .

2 Numeros intuicionistas
Definiciéon 1 Un conjunto intuicionista A, es
normal si existe algun zy de R tal que
palzo) = 1.
Naturalmente la funcién de no pertenen-
cia en esos valores vale cero.

Definicién 2 Un conjunto intuicionista es
convexo para la pertenencia si

pa(t) > min{pa(s), pa(r)} para s <t<r
stendo s, t,r € R.

Definicion 3 Un conjunto intuicionista es
concavo para la no pertenencia si

va(t) < max{va(s),va(r)} para s<t<r
siendo s,t,r € R.

Definicién 4 Un numero intuicionista fuzzy
es un subconjunto intuicionista de la recta
real, normal, convexo para la pertenencia y
concavo para la no pertenencia.

Un ndmero intuicionista fuzzy es por
ejemplo:

Va

donde

0 st < —a
—+1 st —a<z<(
a

jrale) =
- —+1 st 0<z<a
a
0 sl > a
1 st < —a
1, .

va(z)=q e’ si —a<z<a
a
1 sl 2> a

3 Construccion de nimeros
intuicionistas

En este apartado exponemos un método
de construccién de niimeros intuicionistas
fuzzy a partir de un nimero fuzzy y
estudiamos la forma de recuperar el ntmero



fuzzy utilizado en la construccién por medio
del operador de K. Atanassov. Obsérvese que
con esta definicién, todo numero difuso X es
un numero intuicionista.

Teorema 1 Sea X = {< z,ux(z) > |z € R}
un numero fuzzy. El conjunto

A= {<z,pa(z),valz) > |z € R}
es un numero Intuicionista fuzzy, donde

pa(z) = px(z)
{ va :R—[0,1]

T — va(r) <1 — pa(z)

para todo z de R y tal que va(z) sea
mondtona decreciente para los x < Inf(Cx)
y mondétona creciente para los z > Sup(Cx).

Demostracion. Es claro que

0< pa(z) <1
0 S I/A(.’E) S 1
0 < pa(z) +va(z) <1

para todo z € R.

Ademas p4 es normal y convexa puesto
que px lo es. La concavidad de v4 queda
garantizada por la condicién de monotonia
impuesta. 0

Obsérvese que este teorema permite
construir a partir de un niimero fuzzy infinitas
familias de ntmeros intuicionistas, bastaria
por ejemplo, definir v4 de la siguiente forma

va(z) = p(l — pa(z))

con p € [0,1] para todo z € R, teniendo de
esta forma una familia infinita de nimeros.

A continuacién presentamos un ejemplo
de esta construccién:
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112 172 1

siendo el numero fuzzy
X = {< 2, ux(z) > |z € R}

el dado por
0 si <0
. 1
2x si 0<z <~
2
pa(z) = )
2 -2z st —<zr<1
2
0 siz2>0
Tomando
1 st £ <0
1
va(z) = ¢ 4(x — 5)2 si 0<z<1
1 st z>1

que satisface las condiciones exigidas en el
Teorema, resulta que el conjunto

A= {<z,pa(z),valz) > |z € R}
es un numero intuicionista fuzzy.

Teorema 2 Si A es un numero intuicionista
fuzzy construido mediante el procedimiento
del Teorema anterior a partir del numero
fuzzy X, entonces

Demostracion. Basta recordar que
Ep.()(T) = px(z) +ama(z) O

4 Operadores aplicados a un
nimero intuicionista

Este apartado consta de dos subsecciones
En la primera proponemos un Teorema
fundamental de caracterizacién para numeros
intuicionistas. Se estudia ademéds, las
condiciones que ha de verificar un nimero
intuicionista fuzzy A, de manera que al
aplicarle el operador de K. Atanassov, Dy (A)
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para cualquier valor de o € [0,1], su
resultado sea un numero fuzzy. En la segunda
proponemos un método de perturbacién de
numeros intuicionistas fuzzy mediante el
operador F, g.
4.1 Operador D, sobre un nuamero
intuicionista

El siguiente resultado nos permite carac-
terizar los nimeros intuicionistas fuzzy por
medio del operador de K. Atanassov.

Teorema 3 A es un numero intuicionista
fuzzy si y sélamente si Do(A) y D(A) son
numeros fuzzy.

Demostracién. =) Como ppy(a)(z) = pa(z)
se tiene que Dy(A) es nimero fuzzy. Por
otra parte pp,(ay(z) = 1 — va(z) es normal
puesto que para los z¢ tales que pa(zo) =1,
el valor de v4(z¢) es cero por la condicién de
intuicionismo.

La convexidad de pp,(4) queda garanti-
zada por la concavidad de v4 y la dualidad
de la t-norma minimo.

<) Sean X e Y dos niumeros fuzzy tales
que 0 < py(z) — px(z) £ 1 para todo z € R.
Sea el numero A dado por

pa(z) = px(z)

va(z)=1-py(z)
evidentemente A es un nimero intuicionista
fuzzy y por tanto

1Do(4)(7) = pa(z) = px(z)

kpia)(T) =1—va(z) =py(z) O

El siguiente teorema. establece las condi-
ciones bajo las cuales podemos asegurar que a
partir de un numero intuicionista fuzzy obten-
emos siempre un numero fuzzy por medio del
operador Dy,

Teorema 4 Sea A un numero intuicionista
fuzzy, verificando la siguiente condicion

Signo(pa(r) — pals)) #
# Signo(va(r) —va(s)) (1)

para toda pareja de numeros realesr y s. En
estas condiciones, D,(A) es un numero fuzzy
para todo « de [0,1].

Demostracion. La condiciéon de normalidad
de D, (para todo a € [0,1]) es evidente por
la normalidad de A y la definicién de D,,.
La convexidad de la pertenencia y la

concavidad de la no pertenencia de A nos
permite asegurar que
(1 —a)ua(t) 2

> min{(1 - a)pa(s), (1 — a)pa(r)}
a1~ va(t)) 2

> min{a(l — va(s)),a(l —va(r))}
cons < t < ryparatodoa € [0,1]. Sumando
estas dos expresiones y teniendo en cuenta la
condicién (1) queda probado que

. (a)(t) = min{up, a)(s), #p,(4)(7)}
y por tanto la convexidad de A. ]

Es importante resaltar que la condicion
(1) es verificada por cualquier nimero fuzzy
y no asi por todo nimero intuicionista fuzzy.

El siguiente ejemplo cumple las hipdtesis
del Teorema

Va K

1/2

siendo
0 si z <0
. 1
2z 810§r§§
palz)= 1
1 s1 —<z<1
. 1
1 S1 T —.
) 2
1 st z <0
Ly i 0<z<
va(z) = 4(1—5) s1 0 <z <=
1
0 S




Notemos que la condiciéon (1) es excesi-
vamente restrictiva ya que existen numeros
intuicionistas fuzzy que no cumpliendola ver-
ifican la tesis del teorema. Por ejemplo:

siendo A )
0 strx < —a
1 . .
14+ —x si —a<z<0
a
pa(z) = <
1~ —z si0<z<a
a
0 siz > a.
1 siz < —a
0 si —a<z<0
va(z) =4 1 ,
- si0<r<a
a
1 s1x > a.

evidentemente A es un numero intuicionista
fuzzy que no satisface la condicién (1) para
todo r,s € Ry sin embargo, D, es un nimero
fuzzy para todo « € [0,1].

4.2 Perturbacién de nimeros intuicio-
nistas fuzzy

En este apartado estudiamos las condi-
ciones que debe cumplir un nimero intuicio-
nista fuzzy de forma que al perturbarlo con
el operador F, s sigamos obteniendo otro
numero intuicionista fuzzy.

Teorema 5 Sea A un numero intuicionista
fuzzy, verificando la siguiente condicion

Signo(pa(r) — pa(s)) #
# Signo(rva(r) — va(s))
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para toda pareja de numeros reales r y s.
En estas condiciones, F, g(A) es un numero
intuicionista fuzzy para todo «, 3 de [0, 1] con
0<a+p4<1.

Demostracion. La prueba de la normalidad
y de la convexidad para la pertenencia es
similar a la realizada en la demostracion del
teorema 4. Probaremos la convexidad de la no
pertenencia. La convexidad de la pertenecia
y la concavidad de la no pertenencia de A nos
permite asegurar que
(1 =B)va(t) <
< max{(1 — B)va(s), (1 - B)ra(r)}
B(1 = pa(t)) <
< max{B(1 — pa(s)), B(1 — pa(r))}
con s < t < r y para todo a,8 € [0,1] tal
que 0 < a4+ f < 1. Sumando estas dos
expresiones y teniendo en cuenta la condicién
(1) queda probada la concavidad de la no
pertenencia. O

5 Conclusiones

Los conceptos introducidos en  este
articulo permiten, por una parte, un desa-
rrollo ulterior para construir la aritmética in-
tuicionista difusa como una generalizacién de
la aritmética de intervalos asi como introducir
conceptos de calculo intuicionista difuso. Por
otra parte pueden construir una herramienta
util para el desarrollo  del razonamiento
aproximado en general y en particular para el
tratamiento de problemas de indistinguibili-
dad y de estados l6gicos en relacién con reglas
de inferencia de légicas intuicionistas, prob-
lemas de toma de decisién con informaciéon
no precisa por comparacion de numeros in-
tuicionistas difusos (redes neuronales artifi-
ciales) y formalizaciones de la Teoria de la
Comunicabilidad. La introduccién de la ar-
itmética intuicionista difusa puede manifes-
tarse itil en la construccién de modelos difu-
sos en Logica v Control.
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En este trabajo hemos presentado una
definicién de nimero intuicionista fuzzy conec-
reta. No obstante se podrian estudiar otras
posibles definiciones que proporcionarian re-
sultados diferentes respecto de la accién de los
operadores sobre dichos niimeros.

Por ualtimo decir que nos hemos limitado
a sentar las bases de estos numeros, su
aritmética y otras propiedades seran objeto
de posteriores investigaciones.
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Resumen

A partir del concepto de atractor de una familia
de afinidades contractivas del espacio méirico
ordinario R?, se estudia la propiedad de
fracralidad de la funcion de De Rham y de otras
funciones singulares que se derivan de ésta. En
particular, aparecen como fractales las

negaciones fuertes llamadas k-negaciones.

Palabras clave: Espacio métrico completo,
aplicacién contractiva, conjunto compacto,
afinidad de R?, atractor, conjunto fractal,
funcién de De Rham, negacién fuerte, k-

negacion.

1. Introduccion

El objeto de este trabajo es un estudio sobre la
fractalidad de las negaciones fuertes.
Empezamos por describir el dmbito en el que
"viven" los fractales de R?, y a continuacion se

define el concepto de fractal asociado a una
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familia de transformaciones de dicho espacio. A
tal fin es necesario presentar algunos

preliminares

2. Preliminares

Definicién 1. Sea (X,d) un espacio métrico.
Una transformacion h: X — X es contractiva si
existe una constante r, 0 <r < I, tal que se
verifica d(h(x), h(y)) < r d(x,y) para todo
x,yeX.

Teorema 1. Sea X un espacio métrico
completo, y sea h una transformacion
contractiva de X. Se verifica que h posee un
tinico punto fijo seX (h(s) = s). Por otra parte,
para cualquier xe€X, la sucesién (h"(x))
converge as.

Consideremos, ahora, el plano euclideo
( espacio métrico completo (R2, d) siendo d la
distancia euclidea). Indicaremos mediante
K (R?) el conjunto cuyos elementos son los
subconjuntos compactos (no vacios) de RZ. Si
xeX y Ae K (R?) se define la distancia entre x

* Este trabajo ha sido financiado por la DGICYT (proyccto PB91-0334-C03-0O1)
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y A mediante: d(x,A) = min { d(x,y); yeA }.
Si A,Be K (R?), se define la distancia entre A'y
B por: d(A,B) = max{d(x,B) ; xe€A}l.
Finalmente, para A y B como antes, se define la
distancia (Hausdorff) entre A y B: df(A,B) =
max { d(A,B),d(B,A) }.

Observemos que si [: [0,1] — [0,1] es una
funcion continua, entonces F es un compacto
de R? (Fe K (R?)).

Puede probarse el siguiente resultado ([1])

(K(R?), dH)

métrico completo.

Teorema 2. es un espacio

Una transformacion w: R2 — R2 de la forma

X, a b\ x e
w = +

X, c d\x, S
con a, b, ¢, d, e, f nimeros reales, es una
afinidad. Puede demostrarse facilmente que una
afinidad w es contractiva si, y sélo si, verifica
ab+cd=0, a?+c2<ly b2+d2<l. Estamos aqui
interesados en afinidades del tipo "cambio de

escala" y que sean contractivas, o sea en

transformaciones de la forma
X, a 0Yx e
w = +
X, 0 dx, f

Si consideramos un conjunto finito {wy,.....,wp)

O<a,d<l

de afinidades contractivas, entonces W:
K (R2) - K(R?) definida por

W(X) =[] w,(X)

es contractiva (respecto de dH). Al dnico

punto fijo de W lo llamamos el atractor, A, de
(wil,....,wnly es A= lim W5(X) para
cualquier X de K (R?). Diremos, también, que
A es el fractal definido por el conjunto

[W],...,Wn}.

Definicion 2. Una funcidon N: [0,1] -» [0,1] es
una negacién fuerte si es involutiva (N2=id) y

decreciente.

Definicion 3. Sea k, O<k<lI. Una negacién
fuerte N se llama una k-negacion si verifica
N(kx) = (1-k)N(x) + k para todo x de [0,1].

Para mas detalles sobre funciones de negacién y

k-negaciones puede consultarse ([2] a [4] y [6]).

3. La funcién de De Rham

Dada una constante k, 0 <k< 1, la unica funcion
R: [0,1] — [0,1]

ecuaciones funcionales siguiente:

solucién del sistema de

R(f‘z-] — k R(x)

x+1

0 <x <1 (DRLKY)
R[Tj =(1-k)R(x)+k

viene dada por
0, si

= -k n—1 o ' _,,_1_
R(x)= E[T] K, si X"%z“—

n=]

x=0

con o <, <,..enteros positivos
Esta funcion es estrictamente creciente, con
R(1)=1, y continua. Si k=1/2 entonces R(x)=x.

St k#1/2, entonces su derivada es cero casi por



todo en [0,1]. La funcién R se llamard la
funcion de De Rham de pardmetro k (o k-
funcion de De Rham). Para mds detalles sobre

esta funcién puede consultarse (|5]).

Teorema 3. Dado k, O<k<l, la funcién de De
Rham de pardmetro k, R, es el atractor de
{w],w2} donde wj,w2 estan definidas por:

()05 W)
()06 )

Demostracién. Evidentemente ReK(Rz). Por
otra parte, w] y w2 son afinidades contractivas
que verifican, como puede comprobarse
facilmente, w1(R) U w2(R) = R; por tanto R
es el atractor de {w],w?2}. Vale la pena
observar que w](R) N w2(R) = {(1/2,k)}. En la
siguiente figura aparece la representacion

grifica del fractal R para distintos valores de k
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4. Las funciones Nkk'. k-negaciones.

Hace algtn tiempo, y en relacién con unos
estudios sobre dualidad de una clase de
operaciones binarias en el intervalo real {0,1],
utilizamos unas funciones dependientes de dos
pardametros (k y k') Nkk', que ahora
reconsideramos con el fin de descubnr, al igual
que para las funciones de De Rham, su carédcter
fractal.

Dados k, k' con 0<k, k'<1, la unica solucion N:
[0,1] — [0,1]

funcionales

del sistema de ecuaciones

N(kx)=(1—-KING)+k ] 0<x <1
N((—k)x+k) =k Nx) | (Ckk))

es N(x) = R'(1-R"1(x)), siendo Ry R'las
funciones de De Rham de pardmetros k y k'
respectivamente. Para detalles y demostraciones

puede consultarse ([3]).

Teorema 4. Dados k, k': 0<k, k'<1, sea N’ la
solucién del sistema X(k,k’) (que indicaremos
simplemente por N}, N(x) =
R’(I-R'I(x)). Entonces N es el atractor de
{w],w2} siendo

26 )
w25 L)

Demostracion. Para empezar N es un compacto

es decir,

de R2. Las transformaciones w], w2 son,
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evidentemente, afinidades contractivas vy
verifican w](N) U w2(N) = N. Por tanto N es
el atractor de {w],w2)}. Es féacil comprobar, por
otra parte, que wi(N) n w2(N) = {(k,k")]. En
la Fig. 2 se muestran distintos graficos del

fractal N para varios valores de k y k'.

Nk~ (Fig.2)

Corolario 1. Las k-negaciones son fractales.

Demostracién. En el caso k=k' se obtiene como
2 (kk) la
funcién N(x) = R(I-R‘l(x)) que resulta ser

soluciéon  del  sistema
involutiva y por tanto es una negacion
(fuerte). Esta es la unica negacion fuerte que
verifica la 1gualdad

N(kx) = (1-k)N(x) + k para todo x de [0,1].
Algunos graficos de k-negaciones aparacen en
la Fig 3.

N (Fig.3)
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Resumen

La teoria de conceptos L — Fuzzy que
desarrollamos permite establecer clasificaciones
de los objetos y atributos pertenecientes a un
contexto partiendo de relaciones L — Fuzzy. Esta
teoria generaliza la teoria formal de conceptos
iniciada por R.Wille ([6]).

En este trabajo partimos de las definiciones
de conceptos L — Fuzzy que amplian las ya dadas
en la teoria formal de conceptos y estudiamos
la estructura reticular del conjunto de conceptos
L — Fuzzyindicando un método constructivo para
calcular dicho reticulo. Por dltimo aplicamos este
método constructivo a un ejemplo concreto sobre
el que se han aplicando otras técnicas.

Palabras clave:
Conceptos L — Fuzzy, jerarquias de conceptos.
conjuntos L — Fuzzy, reticulos.

1 Introduccion

Tomando como estructura (L, <.',T), siste-
ma algebraico determinado por:

- Un reticulo completo {L, <)

- Una complementacién ' en L(I1))

- Una t-conorma 7 en L{i1])
ddbamos en [2] las definiciones basicas que
soportan la teoria de conceptos L — Fuz:zy.
Fstas definiciones junto con otros resultados que
aparecen expuestos en el siguiente apartado nos
permitiran estudiar y representar graficamente la
estructura reticular del conjunto de los conceptos
L — Fuzzy.
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2 Operadores derivacién en
estructuras (L,<,’,1)

Sean LY y LY las clases de conjuntos
L — Fuzzy asociadas a X e Y respectivamente
y sea R € L**Y una relacién L — Fuzzy.

Dado A € LY, le asociamos el L — Fuzzy A,
de LY tal que

Asi mismo, a B € LY le asociamos By € L™
Bo(z) = 1nf (B'(y) 1 Bl(=.v)) (2)

Definiciéon 1 A los operadores anteriores A, v B,

los llamaremos operadores derivacion ponderados
por una negacion.

Las definiciones (1) y (2) recuperan, en el
caso en que L = {0,1} = 2, los conceptos
de operadores derivacion utilizados en la teoria

formal de conceptos de R. Wille ([6]).

Proposicién 1 Los operadores derivacion defini-
dos en (1) y (2) cumplen:
i) A< B=> A, >B,, VA, Be L'

109
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Si T es una t-conorma semicontinua superior-
mente en L, entonces

aT ié\[(ﬂi) = ié\l(a 158i), Ya,B; € L

y se cumple;

)(VA.-)1~ Al

el i€l ¥

i (42) =A@,

“

VA, e LY i€l

VB, e LY i¢el

Demostracion 1) Sean A Be LX,Re LYY,
St A < B, entonces A(J: < B(z)Vr € X =
(:r)>B(;r)VIE X =

A( T R(z,y) > B'(x) TR(z.y)Vz e X, Vy €Y
Tomando infimos:
inf(A'(z) 1 R(z,y)) 2 mf(B( )T B(z,v))

_—:’Al(y))B() VyE):>4|>B1
u)VA €LY, zEIsecumplequeA > /\A

el
Aplicando el operador derivacién
(-4.')1 < (/\Ai)l , Viel;
i€l
luego ( A A;): serd una cota superior de la familia

el
{{Ai)1,7 € I}. Como el supremo es la menor de

las cotas superiores:

Vi, = () -

el el

1) Teniendo en cuenta que L es reticulo
completo y T semicontinua superiormente, Yy € ¥

(\/g}) (y) = [uelf\ <\/jz) (I)T{?(I,y)}

{
{(/e\,é) TR:ry}
_ mfi(inffii( )TH(”}

— T !

= inf vinf (41(0)7 Biz,y) }

=i i (27 B

- f(a){ }— 1)
52[{ A 1\y) /\‘m )l y)

Las demostraciones de i) , ii’) y 1ii’) son analogas
a las anteriores. W

Si escribimos 4,5, y B, para representar los
conjuntos L — Fuzzy (A;) y (B3) respectiva-
T2 -~

mente, podemos definir los operadores ¢ y y :

P LY = LY tg. o(4) = Ay (3)

v LY > LV tqy(B)=Bn  (4)

de los que nos serviremos para dar posteriormente
nuestra definicién de conceptos L — Fuzzy.

Definicién 2 Llamaremos a los operadores o y
y dados en (3) y (4) constructores de conceptos
L — Fuzzy.

Estos operadores preservan el orden como se
demuestra en [2].

3 Reticulo de

conceptos
L-Fuzzy

En este punto estamos en condiciones de
introducir las definiciones basicas que soportan
este trabajo.

Definicién 3 Llamaremos contexto L — Fuzzy a
la terna (X,Y,R) con X e Y conjuntos de objetos

v atributos respectivamente, y R € LYX*Y una

relacion L — Fuzzy.

Definicién 4 Sea ¢ : LY — LY t.q. o{A) = A}»
definida anteriormente, y el conjunto fia:(ap‘)m:
(42 L%/ A =l)

St M € fiz(yp),
coxlzepto L — fuzzy del contexto L — Fuzzy
(X.Y, R).

al par (M, M) lo llamaremos

Obsérvese que esta definicidn recupera como
caso particular la dada en la teoria de conceptos

en L = {0,1}.



En nuestro caso LY y LY son reticulos
v los operadores constructores de
; (4) preservan

completos,
conceptos ¢ v  definidos en (3) y
el orden, por tanto. por el teorema de Tarski de
puntos fijos ([5]), @ = (fiz(¥), <, 0a, 1o, Va.An)
y £ = (fir(y),>.05, 15, Ve, Ax) son reticulos

completos.

Para calcular los elementos maximo y mini-
mo de dichos reticulos, asi como el supremo y
el infimo de una familia recurriremos al trabajo
desarrollado por P. Cousot y R. Cousot ([3]),
que nos proporciona una version constructiva
del teorema de Tarski ([5])-

define luis(f)(A), con f una funcidon mondtona,

como el limite de una secuencia iterativa superior
estacionaria de f que comienza en A y llis(f)(B)

En ese trabajo se

como el limite de una secuencia iterativa inferior
estacionaria de f que comienza en B

A partir de estos limites se calcula.

0 = luis()(0)
1o = lhs(e)(1)

V{d;.1 €I} e

A= i) (A 40) (M)

/\13, = hs() </\ B.) (s)

Sean £, = {{A.A;)tq A€ fireg)) v
La = {(Bg\@)t.q %3 e fir(y)}.

Proposicién 2 Los conjuitos £, v L) comeciden

Demostracion  Veamos que £ © Lo
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V(A‘Al) € Ly, f} C fix{e) v Al € fix(y) ya
que y{A) = () (A ) = (p(4)) = A
Ademas: (4,) = ~1 = A luego (A A )EL')

AnalogamentewslaZ demuestra que Co Clyy
por tanto £, = £,. W

Llamaremos £ al conjunto anterior. QObsérvese

que L C fiz(p) x frx(y).

Definicion 5 Definimos la relacion de orden <*
en L de la sigutente forma:

(A B)<’ (C’D )st ALC (9)
Y(A, B), |C D)

Proposicién 3 Dados (A B) (C,D) € L, es
equivalente decir que 4 < C a B > D

Demostracion  Es evidente por la prop051cién 1

1), teuendo en cuentaque A, =By C; =D, W

Notese que la relacion de orden <" viene

inducida por las relaciones de orden < en Q0 y

su opuesta > en &

Teorema 1 (£, <%) es un reticulo completo.

Demostracion. Sea una fanulia de conceptos
= (A (A, L €0 i€} C L
Veamos que se puede calcular su supremo en L:

Como VA, existe por ser Q2 reticulo completo,
.

(\/A,‘ (\/A,) ) sera cota superior ya que
- \aov /,

\/Ax >4, Yiel (}' (\/A,) < (A,) )

o7 - Q7 /g <ol

Ademas se comprueba que es la menor
st (A4,4)) € L, es otra cota

A > A4, Y € I, luego A > \JA,;
2 = - o

(\, respectivamente -Xl < (\/A) >
1

El elemento minimo serd (09,(09))
e ALY
donde Qg serd el elemento minimo del reticulo

Q0 =

cota superlor:

superior,

Definicion 6 A! reticulo (£.<7) lo llamaremos
reciculo de concepros L — Fuzzy del contexto
L — Fu--y (N Y. Ly
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Proposicién 4 Los elementos minimo y maximo
del reticulo (£, <) son respectivamente:

0c = (0. 1)y le=(1a.05)

[ “— [

Demostracién. Puesto que VA € (1, se cumple que

0o < A< 1q, entonces

(00) > a2
), =G
T ={A, t.g. A€ Q}, se deduce que

(00) =15y (1a) =0u
Oa) =1lsy (lo) =0

luego el menor elemento de £ con el orden <*
definido en (9) vendrd dado por la expresion

e (o (o0),) -
o= (10 (1),) = (1n.05)

Teorema 2 Si utilizamos una t-conorma triangu-

19) VA, € X, y como
VS

(0(1, 1;),}' el mayor

lar 7 semicontinua superiormente para las defini-
ciones de las funciones ¢ y v , dada una familia

F={(Ai,(4) ), A€ Q)
GAE O
= {((gi)mgi)‘ B, e mycr

se puede expresar el supremo y el infimo de F de
la siguiente forma:

o) (g

c v

A(@,.5.) (/Q\@»,_,y@i)

c

il

donde los supremos e infimos en ¥ y Q se

calculuran de acuerdo con las expresiones (7) y
(8).
Demostraciéon. Para la expresién del supremo
basta tener en cuenta la demostracion del teorema
1 v la proposicién 1; y para el infimo se procede
de la nusina manera. W

En geaeral, no se puede amphar al caso

[ - Fu:zy la construccidn del supremo de

que nos daba el
teorema fundamental de la teoria de conceptos
ordinarios de Wille ([6]).
la desigualdad:

una familia de conceptos

Unicamente es clerta

Proposicion 5 Sea una familia de conceptos
F = {(A,-,(Ai_) A, € Qe I} =, se verifica
N AR

{((Bl')"_),Bi),Bl ceX:¢ I)} C L

V (000,) 2 (V40 (Y 40),)

c

Demostracion. Como 0 € LY | podemos asegurar
que Vo Ai 2 VA, VA; € Q. Tomando ¢ en
ambos miembros y teniendo en cuenta que \/q A,
es un elemento de  y por lo tanto punto fijo de
o, obtenemos la desigualdad :

\/Q A > ‘P(\/ A;)

concluir que

\,/ (f:\(-j}i)n) 2 (y“(\/ Ai), (‘r”(\/ Ai)>1)

c

VA, € Q, luego podemos

VA, eQ,1el. N

4 Método de construccién del
reticulo de conceptos

Si L, X e Y son finitos con cardinales k, m y n
respectivamente, siempre podemos tomar los k™
posibles subconjuntos I — Fuzzy de L™ y ver si
son puntos fijos de ¢, en otras palabras, calcular

M={Ael tqg A=p(A)

v de esa forma VA4 € M tendremos el concepto
(A, A]) y podremos estar seguros de que estamos

calculando todo el reticulo.

Este método que solo es aplicable en el caso
finito, es el mds eficaz s1 lo que nos interesa es
calcular el reticulo de conceptos completo.

No obstunte, en el caso de que tengamos
volumenes grandes de datos es bastante lento.



Una forma de reducir el nimero de célculos
consiste en calcular los conceptos derivados de
los conjuntos 0 y 1 ¥ después sdlo sera preciso

comprobar si son puntos fijos los conjuntos que
estén entre las primeras componentes de los
conceptos calculados.

Aplicaremos este método al sigulente:
Ejemplo 1 Tomaremos la tabla utilizada por B.
Ganter, J. Stahl y R. Wille en [4]:

23 als |67 [s o o a2

21345 8 13
logica [2]1]3 2[4 [2]45]2] 5] 4] 2|2
algebra44'2113111 111111

e 512105 ]2]5[2 ]2 |3 ]3] 3] 3] 4.
ec. &if. 11]51a[3]3lal3]3la| 2] 2|51
anal. num. 3|35 |4 ]5[1[5]4[5] 4[ 5] 4]5

Fsta tabla contiene las respuestas valoradas
entre 1 y 5 dadas por un grupo de 13 alumnos a
una pregunta relativa a sus preferencias entre 5
diferentes asignaturas de matematicas. En 4] se
indica que es un ejemplo de contexto multivaluado
v se realiza un estudio de esta tabla utilizando
escalas.

Nosotros aplicamos nuestro modelo de con-
ceptos L — Fuzzy. Para ello definimos el con-
texto con el que vamos a trabajar: Tomaremos
como reticudo L =— {0,0.‘25,0.5,0.75,1} v la t-
conorma 7 = V. La eleccion de este reticulo se
debe a que. por una parte, nos permite utilizar
la complementacién de Zadeh, y por otra, por
tener cardinal 5 nos permite traducir las valo-
raciones de los alumnos a esta escala teniendo en
cuenta que 1 representa una mayor preferencia y
5 una menor. El conjunto X se define: X={logica,
ilgebra, analisis matematico,ecuaciones diferen-
ciales y andlisis numeérico}, v los 13 estudiantes
formaran Y

Finalmente, la relacion entre un elemento de
r & X vunelementodey € Y vendra dada por:

Rir.,y) = (5 —t.,)/4€el

donde t,, es el correspondiente  velor de lu
zabla. (En realidad estamos haciendo la siguiente
asionacion de \‘zdorws:l»l.'}o.75.3—0.5.4—0.256-0.)
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El reticulo de conceptos que obtenemos
siguiendo el proceso mencionado estd formado por
15 conceptos (é, §i) con componentes:

(Nota.
llaves representan los grados de pertenencia que
corresponden a lus elementos de X ydeY
respectivamente en el orden en que estos han sido

definidos.)

Los valores que aparecen entre

{0,.25.0.0,0}
{75..75..75,1,1,.75,1,1,1,1,1,1,1}

25,.25..25,.25,.25)
5,.75,.75,.75, . .., .75}

‘{{0‘.5,0‘0‘0}
"\ {5.5..75,1,1,.5,1,1,1,1,1, 1,1}
{:

{.5..5,.75,.75,.75,.5,.75,.75,. .., .13}
( {25,.5,.25, 5, .25)
'{ {5.5..5..5,.5, 5,.5,.5,.5,.75, 75,.5,.75}
([ 125.5.5,.25.29)
{ {5..5,.75,.5,.75, .5, .75,.75,.5, 5,.5,.5,.5)
5,95 25,5, 2

(75..5..5..5,.5..5,.5,.5,.5,.5,.5,.5,.75)
11{ {5..5..25,.25,.25

{5..5..5..75,.5,.5,.5,.5, .75, .5,.5, .75, .73}
1_){ {5..5,.25,.5,.25}

{35.5..5.5,.5,.5,.5,.5,.5,.5,.5,.5,.75}
13{ {3.5..5..5,.5)

{3..9.5.5,.5.5.55.5.5.5 5.5}
14{ {75..75. 75..75,.75)

{25..25..25..25. 25,.25,.25,.25.. .., .25}
15{ {1.1.1.1.1}

{0.0.0.1:.0,0.0.0.0,0.0,0.0}
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-~ Podemos representar graficamente este reticulo de
conceptos L — Fuzzy de la siguiente forma:

En general, para interpretar un concepto
L—Fuzzy, nos fijaremos en los objetos y atributos
cuyos grados de pertenencia destaquen frente al
resto. Asi, por ejemplo, si nos fijamos en el
concepto L — Fuzzy 4 podremos decir que los
alumnos 1.10,11 v 13 son a los que mas les
gustan las ecuaciones diferenciales. Ademas, si lo
comparamos con el concepto L — Fuzzy 10 vemos
que de estos alumnos, los que tienen preferencia
también por la légica son el nimero 1 y el 13.

Estos resultados son deducibles através de
una observacién minuciosa de la tabla; la ventaja
es que nuestra teoria propone un algoritmo para
calcularlos.

Por otra parte, s1 nos fijamos en los conceptos
7,8,10,11 y 12 estamos viendo combinaciones
de asignaturas que prefieren los alumnos y su
aceptacidn por parte de estos. Asi, observamos en
los conceptos § v 11 que las parejas de asignaturas
que tienen mas aceptacion son. algebra-analisis
funcional v logica-adlgebra. Por otra parte, del
concepto 12 se deduce que la combinacion logica-
dlgebra-ec.diferenciales es la que mas se ajusta a
los intereses de los alumnos.

De alguna manera. los conceptos L - Fuz:y
nos permiten en este caso clasificar v agrupar

Esto se visualiza de forma
mas clara en el grafico donde se observan las

las asignaturas.

jerarquias que hay entre los conceptos de modo
que si1, por ejemplo, interesa conocer la opinién
del alumno sobre la légica, sola o junto con otras
materias, bastard con analizar la parte izquierda
del grafico que es donde se localizan los conceptos
que corresponden a esa materna.

3. Conclusiones

La teoria de conceptos L — Fuzzy nos
permite, por una parte, ver de forma mas clara
y concisa algunos resultados que se podrian
visualizar directamente de la tabla, y por otra,
extraer conclusiones mdas elaboradas, siempre
através de un proceso algoritnuzable.
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Resumen

En el presente trabajo estudiamos
diversas clases de funciones difusas (entendidas
como subconjuntos difusos de un conjunto
producto) en relacidn con los cdlculos
realizados por una mdquina de Turing difusa 'y
relacionamos estas clases con las anteriormente
definidas en la literatura.

Palabras clave: fuzzy computability, Turing
W-machine, recursive W -map.

1. Introduccién y notacion

La calculabilidad borrosa presenta
ciertos rasgos propios en relacién con el caso
nitido. Por ejemplo, el concepto de funcién
recursiva o calculable, definido univocamente
para las funciones nitidas, puede dar lugar a
diversos conceptos no equivalentes. En este
trabajo estudiamos las consecuencias de
considerar la diferencia entre funciones
(nitidas) parciales y totales a la hora de definir
el concepto de conjunto difuso, y por tanto los
de algoritmo y funcién difusos. Para ello
empleamos como herramienta la mdquina de
Turing difusa o W-mdquina, definida en la
seccion 2. En la seccién 3 distinguimos varias
formas en las que una W-mdquina puede
calcular una funcién difusa: politropamente,
monétropamente y monétonamente, y para cada
una de ellas establecemos la clase de funciones
calculables.
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J.L..Pérez de la Cruz!
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Facultad de Ciencias. Universidad de
Granada.
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En lo que sigue consideraremos que (W,

@, ®, <) es un semianillo ordenado finito cuyo
supremo es 1 y cuyo infimo es 0. Sea una
sucesion infinita de elementos de W, {w;].
Consideremos la sucesién dada por s¢=0,
si+1=Si+wi. Es evidente que {s;} converge en un
numero finito de pasos.

Un subconjunto difuso (W-conjunto) de
A es una funcién (nitida) total de A en W.
Notaremos los W-conjuntos de X mediante
letras griegas minusculas subindicadas por X.
Asi, por ejemplo, A, Aa serdn subconjuntos
difusos de A. Se define como soporte de HA,
sp(ia), al subconjunto de A formado por los
ue A tales que pa(u)#0. La restriccién trivial
Hsp:sp(A)—W de pLa es el W-conjunto de

sp(lha) dado para todo ue sp(A) por
Hsp(u)=pA(u). Sea pa un W-conjunto de A,
AcB. Se define la extension trivial de pa en B,
itg, como el W-conjunto de B 'g dado por
Hp(u)= HA(u) siue A
Lg(u)=0 en otro caso.
Si A y B son conjuntos (nitidos) tales que ACB,
A#B y pa es un subconjunto difuso de A,
entonces ni pLa ni su restriccion trivial Hgp son
subconjuntos difusos de B -ya que no son

funciones totales de B en W- pero su
prolongacion trivial p'g sf lo es.

Representaremos la restriccion trivial de.
un W-conjunto pap mediante la notacién

115
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- En general, S(d) puede ser vacio, unitario-o
constar de un nidmero cualquiera finito de

descripciones elementales. Sea E={(d,d e D2|
d’e s(d)}. Ahora podemos definir una W-

funcién parcial ng que describe como transitar
en un paso de una descripcién elemental a otra.

Definicion 3.- Sea T=(V, S, yg, sp) una W-MT.

Definimos una W-funcion parcial ng de D en D

como sigue:

p(s,e,c',s') sid=usew, d=us'c'w
sid=uscc'w, d =ucs'c'w

p(s,c,R,s")

) od=uscyd=ucs'#
TCE(dvd‘)“J sid=uc' sew, d =us' c'cw

5,¢,L,s'
4 ) od=sewyd =s"#cw

donde # es el simbolo blanco, u,we V*, ss’e §

y ¢, ¢’e V. La funcién de transicidn considerada
habitualmente en la literatura ([1], [2], [3] [4D

es precisamente la extension trivial de g a 22,

La situaciéon de una W-MT vendrd
descrita por un W-conjunto de descripciones
elementales, al que llamaremos descripcién.
Definicion 4.- Sea T=(V,S,yg,sp) una W-MT, D
su conjunto de descripciones elementales y F
un subconjunto finito (nitido) F<D. Notaremos
por ug los W-conjuntos de F y los
denominaremos F-descripciones .

Diremos que Wy es una F-descripcidn

inicial si F={sou}, usp= { 1/spu}. Diremos que
Wg es una F-descripcion final si, para cada
de 7, d es una descripcidén elemental final.

Para cada descripcion podemos definir
univocamente un subconjunto (nitido) de V¥ y
un W-conjunto del mismo, que pueden
considerarse ya calculados por la W-MT en esa
descripcién .

Definicion 5.- Sea F={d;,... , dr}y jtg una ¥-
descripcion . Definimos el conjunto de salida

de F, O(F), como el subconjunto (nitido) de V*
formado por las cadenas asociadas a alguna
configuracion de F. Definimos el conjunto

asociado a Ug, i’ o(), como el W-conjunto de
O(¥) dado para todo ue O( F) por

Wop(u)= ,Li_Jl Bi

donde Bi=a; si u es la cadena asociada a la
descripcion elemental final d; y 0 en otro caso.

Veamos ahora cémo de una descripcién
ILg1 se transita en un paso a otra descripcién
I’ 2. Nétese que en cada paso sé6lo se pueden
alcanzar un nimero finito de nuevas
descripciones elementales, por lo que de un
conjunto finito 1 siempre transitamos a otro
también finito 72.
Definicion 6.- Sea T una W-MT. Sean ¥1 un
conjunto unitario Fl={d}, ug; una Fl-
descripcion con psp= {a/d}y 1’ g2 una F2-
descripcidn. Diremos que T partiendo de pgq
alcanza ' g2 en un paso, y lo notaremos g
= W g2, Si:
a) Si d es una descripcion elemental final,
entonces Ugy = W q2. En otro caso,

b)Im(rmg, F1) = F2.
c)paratodod' e 2, ' gp(d’') = x ® ng (d,d;).

Definicion 7.- Sea T una W-MT. Sean

Fl={dj,..., dr}, g1 una Fl-descripciony |’ g2
una F2-descripcion. Diremos que T partiendo
de gy alcanza W' 4 en un paso, y lo notaremos

Kyt =>p g2, Si
a) g1 no es una descripcion final.

b) Para cada die 1, F2; = Im(ng, {d;}) y
(ugi(dy) 1d;} =g g2

c) F2 = -@1[’"(7[@ ;)

Definicion 8.- Sea T una W-MT. Consideremos
las Fi-descripciones pg; alcanzadas en i pasos



En general, S(d) puede ser vacio, unitario o
constar de un numero cualquiera finito de

descripciones elementales. Sea F={(d,d )e D1
d ‘e 5(d)}. Ahora podemos definir una W-

funcién parcial T que describe como transitar
en un paso de una descripcion elemental a otra.

Definicion 3.- Sea T=(V, S, wg, sp) una W-MT.

Definimos una W-funcion parcial ng de D en D

como sigue:

p(s,c,c',s') sid=uscw, d=us'c'w
sid=uscc'w, d=ucs' c'w

p(s,c,R,s")

~ od=uscyd=ucs #
ne(d,d')= sid=uc sew, d =us' ¢ ew

s,¢,L,s
4 ) od=scwyd =sH#ew

donde # es el simbolo blanco, u,we V*, s,5'e S

y ¢, c’e V. La funcién de transicion considerada
habitualmente en la literatura ([1], (2], [3] [4])

es precisamente la extension trivial de ng a 27,

La situacion de una W-MT vendrd
descrita por un W-conjunto de descripciones
elementales, al que llamaremos descripcion.
Definicion 4.- Sea T=(V,S,wg,so) una W-MT, D
su conjunto de descripciones elementales 'y F
un subconjunto finito (nitido) FCD. Notaremos
por pg los W-conjuntos de F y los
denominaremos F-descripciones .

Diremos que jLg es una F-descripcion
inicial si F={sou}, Lsp= {1/sou}. Diremos que
ILg es una F-descripcion final si, para cada
de 7, d es una descripcion elemental final.

Para cada descripcion podemos definir
univocamente un subconjunto (nitido) de V¥ y
un W-conjunto del mismo, que pueden
considerarse ya calculados por la W-MT en esa
descripcion .

Definicion 5.- Sea F={dj,..., dr}y psuna ¥-
descripcion . Definimos el conjunio de salida
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de F. O(F), como el subconjunto (nitido) de V*
formado por las cadenas asociadas a alguna
configuracién de F. Definimos el conjunto

asociado a pig, |’ o(9), como el W-conjunto de
O(¥) dado para todo ue O(F) por

1 o(n(w= ,Ql Bi

donde Bi=qy si u es la cadena asociada a la
descripcion elemental final d; y O en otro caso.

Veamos ahora cémo de una descripcion
L1 SE transita en un paso a otra descripcion
1’ 42. Notese que en cada paso s6lo se pueden
alcanzar un ndmero finito de nuevas
descripciones elementales, por lo que de un
conjunto finito F1 siempre transitamos a otro
también finito F2.
Definicion 6.- Sea T una W-MT. Sean ¥1 un
conjunto unitario Fl={d}, ug; una ¥1-
descripcion con psp= {a/d}y W g2 una F2-
descripcion. Diremos que T partiendo de Jiy]
alcanza ' g2 en un paso, y lo notaremos [lg]
= 1 g2, SE
a) Si d es una descripcion elemental final,
entonces [y = |’ g2. En otro caso,
b) Im(mg, F1) = F2.
c)paratodo d' € 2, ' g2(d’) = « & g (dd;).

Definiciéon 7.- Sea T una W-MT. Sean

Fl={dj,..., dr}, g1 una Fl-descripciony [’ 52
una F2-descripcién. Diremos que T partiendo
de pqy alcanza |’ ¢ en un paso, y lo notaremos

Ho1=>p K g2 SE
a) g no es una descripcion final.

b) Para cada die F1, F2; = Im(ng, {di}) y
{gi(di) 1di} =y g2

o) 72 = U Im(r, 72,
d) ' g2 = !lﬂiyzi

Detinicién 8.- Sea T una W-MT. Consideremos
las F;-descripciones |Lg; alcanzadas en i pasos
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desde la descripcion inicial {1/sgu}. Sean O(F;)
los correspondientes conjuntos de salida.
Notese que, en general, para cada i se tendran
un Fiy un O(F;) distintos. La sucesion
generada por T con entrada u es la sucesion de
pares de la forma (O(¥Fi) , ' o(91)) donde cada
M o7i) es el W conjunto de O(F;) asociado a la
descripcion lgj,

Nétese que: i) la sucesion (O(F)] es mondtona
no decreciente con respecto a la inclusion;
il)siempre existe su supremo, dado por la unién

numerable U O(%), que puede ser @J; iii) sea un

ie N y sea un ue O(¥;). Consideremos los
nimeros j=i1. Entonces, la sucesion de
elementos de W dada por ([’ o(gj)(u)) es
mondtona no decreciente y, por lo observado en
la seccion 1, converge en un nimero finito de
pasos.

Sea ue UO(F). Llamamos primer indice
de u, I(u), al ie N tal que ue O(%). y para todo

j<i, ve O(¥j). Diremos entonces que
W(u)=1’o(g1)(u) es el pnmer grado de u.

Sean dos W-madquinas Ty, T». En [4] se

define su composicioén, denotada por T1—T.

Andlogamente se define la composicion
paralela de dos W-mdquinas Ty, T, denotada
por [T1IT2] que es la W-mdquina obtenida
anadiendo un nuevo estado inicial desde el cual
se transita con grado 1 tanto al estado inicial de
Ty como al estado inicial de To. En [1] se
prueba (prop. 6.1) que existe una W-maquina
universal U que con entrada la codificacion de
una W-mdquina T y la codificacion de una
entrada u produce cada una de las salidas que
produciria T con su grado correspondiente. Esa
W-mdquina U, convenientemente modificada
-llamémosla U’- con entrada la codificacion de
una W-maquina T, la codificacién de una

entrada u y un ne N obtiene el resultado antes
citado pero relativo a la realizacidn de
exactamente n pasos. Por tanto, en nuestra
notacion, U’ calcula (O(Fq) , Wo(gn)). A partir
de U’es fdcil construir otra W-maquina
universal U'" que realiza ciclicamente cstos dos

procesos: i)generacion del siguiente nimero
natural j; ii)actuacion de U’’ con tercer
argumento el nimero j.

3. Calculabilidad mediante W-maqui-

nas de Turing
Definicién 9.- Sean T una W-MT y us un W-

conjunto de un ScV*. Sea {(O;, ui(),')} la
sucesion generada por T con entrada u. Se dice

que T calcula politropamente us con entrada u
cuando

i)S =00
y para todo ve S existe k tal que

ii) pKow(v)=p1s(v).

iii) para todo n>k, phou(v)=Hs(v).
Sea ¢p una W-funcion de U* en V*. Si para
todo ue U* T calcula politropamente Im(¢p, u),
se dice que T calcula politropamente ¢p y que

op es politropamente calculable. Notese que
toda W-MT con entrada u calcula

politropamente algin Ag(u).

Sea ACV*. La maquina generadora de A

con grado a, G(A, o), es la mdquina que con
cualquier entrada u genera la misma sucesién

( (O, HiOi)] tal que O; estd formado por los i
primeros elementos de A segun el orden
lexicogrdfico, y W!p; asigna a todos los

elementos de O; el mismo grado «. Es facil ver

que G(A, o) existe para cualquier conjunto
decidible A.

Proposicion 1. La W-funcion total ¢y=xy+ es
W-culculable (en el sentido de Santos [4]) sii es
politropamente calculable.

Prueba: st ¢ es total y politropamente
calculable, entonces existe T tal que para todo

ue U* T calcula -con entrada u- explicitamente
Im(o, u)=V*, es decir, calcula con entrada u
todo ve V* en algin numero finito de pasos, y

realiza este calculo con su grado ¢(u,v)



(posiblemente nulo), luego es W-calculable.

Por otra parte, st ¢ es W-calculable, hay una
mdquina T que calcula (en el sentido de Santos)

la funcién ¢. Sea T'=G(V*, 0). Es fdcil ver que
la mdquina T"’=[TIT’] calcula politrépamente

0.

Proposicion 2. La W-funcién parcial ¢p es
polftropamente calculable sii su extension
trivial ¢’ y»xy* es politropamente calculable.

Prueba: Sea ¢p parcial y politropamente

calculable. Sea T la W-mdaquina que lo hace,
sea T'=G(V*, 0) y sea como antes T" = [TIT’].

T’ calcula la extension ¢’ yxxv*, luego €sta es
politropamente calculable.

En [1] queda demostrado que una W-funcién

total es W-calculable sii todos sus ¢-cortes son
recursivamente enumerables. Por tanto,

podemos afirmar que una W-funcion parcial ¢p
es politropamente calculable sii todos los a-
cortes de ¢p son recursivamente enumerables.

Definicion 10.- Sean T una W-MT y ps un W-
conjunto de un ScV*. Sea {(O;, uioi)}la

sucesion generada por T con entrada u. Se dice
que T calcula mondtropamente |5 con entrada
u cuando

i)S =u0;
y para todo ve S, existe k tal que:
ii) pkok(v)=ps(v).
iii) para todo n<k, ve Oy.
iv) para todo m>k, Wmom(v)=ps(v).

Sea ¢p una W-funcién de U¥ en V*. Si para
todo ue U* T calcula mondtropamente Im(¢p,
u), se dice que T calcula mondtropamente ¢p 'y

que ¢p es mondtropamente calculable. Notese
que no toda W-MT calcula monétropamente

algiin Ag(u) con entrada u. Obviamente, si T
calcula mondtropamente pg con entrada u,
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también lo calcula politropamente, y s1 ¢p es
mondtropamente calculable, también es
politropamente calculable.

Proposicion 3. La W-funcién total ¢y*xy* es

sprsii su restriccion trivial @sp es
mondtropamente calculable.

Prueba: (esbozo) sea ¢py*xv+* spr. Entonces

existe T que para todo (u,v)e sp(dy*xv+* )
calcula el grado. Construyamos una W-miquina
Y que con entrada u realiza los siguientes
procesos: i)generar el siguiente elemento de V*
en orden lexicogréfico ii)realizar en paralelo y
con grado 1 estas dos acciones: a)volver al paso
i); b) activar la mdquina T y, cuando esta pare,
parar con grado el escrito en la cinta. Es
evidente que la W-mdquina Y calcula

mondtropamente la restriccion trivial ¢gp.

Sea ahora una ¢p monodtropamente
calculable y sea T la W-maquina que la calcula.
Consideremos la W-mdquina universal U’’ con
entrada la codificacién de T y una cadena u.
Construyamos Z nitida con entrada u#v a partir
de U”’ de la siguiente manera: para cada je N, Z
comprueba si su entrada v aparece en la salida
de U’". Si es asi, Z se para y escribe el grado
correspondiente en la cinta. Z calcula el grado

para todo par (u,v)e D, luego ¢p es spr.

Proposicion 4. Sea ¢p una W-funcion parcial
mondtropamente calculable. La condicion
necesaria y suficiente para que su extension
trivial ¢’ y*xy* sea mondtropamente calculable

es que el conjunto D'= U*xV* — D sea
decidible.

Prueba (esbozo): Supongamos ¢p mond-
tropamente calculable. Entonces existe una W-
maquina T que con entrada u produce en un
nimero finito de pasos cada uno de los v tales
que (u,v)e D. Por otra parte, si D’ es decidible,
existe una maquina T’ que con entrada (u,v)

para siempre, escribiendo S sii (u,v)e D"y Nen
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otro caso; T’ es facilmente modificable de

forma que escriba v con grado O sii (u,v)e D’.
Combinando esta W-mdquina y la anterior,
obtenemos una W-mdquina que calcula

mondtropamente ¢’ yxxv*. Por otra parte, si

¢’u*xv* es mondtropamente calcidable, es
obvio que el conjunto D’ es decidible.

Definicion 11.- Sea us un W-conjunto de un

ScV*. Sea {(O;, 1ai)} la sucesion generada
por T con entrada u. Se dice que T calcula
mondtonamente Us con entrada u cuando se
cumplen las siguientes condiciones:

i) T calcula mondtropamente s con
entrada u.

i) Si u<v, existen k y [ tales que

kow)=ps(u), Woiv)=us(v) y n<m.
Sea ¢p una W-funcion de U* en V*. Si existe
una W-MT tal que para todo ue U* T calcula

Im(¢p, u) monotonamente, se dice que ¢p es
mondtonamente calculable.

Proposicion 5. La W-funcion total ¢y es
recursiva sii es mondtonamente calculable.

Prueba: (esbozo) Sea T la W-miquina que

calcula monétonamente dy+*xy+. La mdquina
nitida que demuestra que la funcién es
recursiva se construye de la siguiente forma:
partimos de la entrada u#v. Aplicamos ahora la
mdquina que tras estas entradas escribe la
codificacién de T Consideremos ahora la W-
mdquina universal U’’ con entrada la
codificacion de T y u. Para cada ciclo de
funcionamiento de U”’ comparamos sus salidas
con v. En el momento en que haya
emparejamiento, producimos esa salida con el
grado correspondiente.

Reciprocamente, supongamos que

du*xv=* esrecursiva; por tanto existe T que con
entrada u#v produce su grado. Entonces
podemos construir una W-mdquina T’ que con
entrada u escriba junto a u cada una de las
cadenas v en orden lexicogrifico y active T.
Cuando T se pare, T” producird la salida v con
grado el escrito en la cinta y se detendri.

Proposicion 6. La W-funcion total ¢y*sy+ es
mondtonamente calculable sii es
monotropamente calculable.

Prueba: La implicacion en un sentido es trivial.

Supongamos por otra parte que Oy*xy* es
monotropamente calculable. Como sabemos
que cada salida v se produce en un nimero
finito de pasos, podemos activar la W-mdquina
U’’ hasta el nimero de pasos que nos permita
alcanzar una v concreta. Las salidas v anteriores
en orden lexicogrifico pueden haber sido ya
obtenidas, en cuyo caso habrdn sido
descartadas.

4. Conclusiones

Se ha definido una nueva jerarquia de
calculabilidad para las funciones difusas,
teniendo en cuenta -a diferencia de lo habitual
en la literatura- su posible cardcter parcial.
Cada clase de la jerarquia ha quedado
caracterizada en términos de cierto tipo de
cédlculos realizados por W-mdquinas, y puesta
en relacion con la jerarquia de Gerla [1].
Algunos resultados andlogos pueden obtenerse
en relacién con las funciones finito-calculables

[2].
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Resumen
Se eswudian en los conjuntos fuzzy de [0,1]E sobre

un referencial finito E#0 con |El=n, la transformacion
dada por Tg(Ha(x)) = (1-€) pa(x) + X5 € 0<e<1
introducidas por Fadini, Ventre y Cella [4]. Se analizan
sus propiedades homomorficas respecto a t-normas 'y
t-conormas y su actuacion respecto a distintos
complementos fuzzy en [0,1]. Por otra parte se estudian
los efectos de tales operadores en las formas de entropia

en [0.1]E con las definiciones mds usuales en la
bibliografia.

Palabras clave: t(-normas,
complementarios fuzzy, entropia.

1-conormas,

1 Introduccién.
Fadini, Ventre y Cella definen en (4] una
transformacién Tg de funciones de pertenencia de

conjuntos fuzzE, de forma que si A es un conjunto
fuzzy en [0,1]% con referencial finito E#@, y con
funcién de pertenencia pa(x) para cada xe E, la
expresion de la aplicacién Tg viene dada por:

Te: 10,11 > [0,1]

Te(pa(x)=(1-€) pa(X) + XA € 0<e<t
donde (5 es la funcion caracteristica de A , ¢l conjunto
ordinario mas proximo al conjunto fuzzy A, es decir:
Xa=0 si HA(X)=0,5 , Y p=1 st Ha(x)>0,5 .

De esta forma la aplicacion Tg define la

transformacion de un conjunto fuzzy en otro conjunto
fuzzy segtin la definicion siguiente:

Definicion 1 Dado un conjunto fuzzy A de [0,1]E se
define su transformado por Tg como

Te(A)={ (¢ Tea(ON, xe EJe[0.1]F
Se pueden observar dos casos particulares en esta

definicion que conviene resaltar. El primero, €=0, para
el cual Top(A) = A, corresponde a la transformacion
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identidad y se elimina del estudio en lo sucesivo. El
segundo es €=1, en el que T (A)=A, es decir, T;
ransforma cualquier difuso en un conjunto ordinario (el
mas proximo a él), mientras que Tg(A) 0<€<l es

siempre un difuso si A lo es. Por tanto el caso €=1 se
estudiard como caso singular en algunos resultados.

2 Propiedades de la transformacién ¢

Estos operadores Tg cumplen, entre otras, las
propiedades siguientes [4]:
Proposiciéon 1 La tranformacién Tg para 0<€<]
verifica VAe[0,11E
Te(MA(X)) S HAX) 0,5 Te(a(x)) 2 Ha(x) > 0,5
con igualdad iinicamente para [A(x)=06 1.

Proposicion 2 La tranformacion Tg para 0<€<l
verifica VAe [0,1]E
{ Te(ua(x)) xe E} N (0,5-€/2,05+€/21=0

Otra propiedad importante de la funcién Tg como

transformacion de conjuntos fuzzy de [O,I]E. es lade
conservacion de la union y la interseccion habituales de
conjuntos fuzzy [4]:

Proposicion 3 La tranformacién Tg con 0<€<1
verifica VA,Be [0,1]E
Te(AUB)=T(A)UTg(B) Te(ANB)=T(A)NTe(B)
con_ A B(x)=max (Ha(X).1a(x))
HanBX)=min{p,(x).,1g(x)}
Luego Tg 0<€<1 es homomorfismo en ([0,1]E,u,m}.

3 Conservacion de t-normas y
t-conormas de conjuntos fuzzy por Tg

De la misma forma se puede estudiar si la
generalizacion de uniones ¢ intersecciones por
t-conormas y L-normas se conservan al realizar la
transformacion por Tg.
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Es conocido (ver [S], [8], [11]) que una aplicacién
T:10,1] x[0,1] > {0,1] verificando
T1.-T(a,1)=a V¥V ae[0,1]
T2.- T(a,b)=T(b,a) Va,be[0,1]
- T3.- T(a,b)<T(c,d) si a<c b<d Va,b,c,de[0,1]
T4.- T(a,T(b,c))=T(T(a,b),c) Va,b,ce[0,1]
es una l-norma y una aplicacién
S:10,11x70,1] = [0,1] verificando
Si.- S(a,0)=a V ae[0,1]
S2.- S(a,b)=S(b,a) Va,be[0,1]
S3.- S(a,b)<S(c,d) si a<c b<d Va,b,c,de[0,1]
S4.- S(a,S(b,¢))=S(S(a,b),c) Va,b,ce[0,1]
es una t-conorma.
A partir de ellas, para A ,Be [O,I]E, se pueden
construir los nuevos difusos

T(A.B) = ((x,T(UAX).1(x))). xe E}e [0,11F
S(A.B) = ((x.S(LA(X).H(xX)). xe E} € [0,1]E

De esta forma para estudiar si Tg conserva las

t-normas y t-conormas anteriores para O<g€<I, se debe
analizar si se verifica:

Te(T(A,B)) = T(T¢(A), Te(B)) VA,BE[O,I]E (D

Te(S(A,B)) = S(Te(A),T¢(B)) VA Be [0,1]E 2)
para cualquier par (T,S) de t-norma T y t-conorma S o
bien si solo lo satisface el par (min,max).

Debemos notar que la mayoria de las t-normas y
t-conormas que recogen Gupta y Qi [5], Klir y Folger
(8], Zimmermann [11] no verifican (1) y (2). Veamos
algunos ejemplos en los que denotaremos los elementos
de E por {x;,x5 ,..., X, }:

«  Producto algebraico T(a,b)=ab

Tomando los difusos A y B tales que
HA(x)=pp(x1)=0,6 y Ha(x)=pp(x)=0 parai=2,..n
vemos que no se cumple (1) ya que V€ 0<e<l1
Te(T(0,6,0,6))=T¢(0,36)= (1-€)0,36 #

T(1¢(0,6),Te(0,6))=((1-€)0,6+€)*

= Suma algebraica S(a,b)=a+b-ab

Tomando los difusos A y B 1tales que
Ha(Xx)=Rg(x1)=0,5 y pa(x))=Hp(x))=0 para i=2,..,n
vemos que no se cumple (2) ya que V€ 0<€g<]
Te(5(0,5,0,5))=T¢(0,75)=(1-€)0,75+¢ =

2
S(T(0,5),7¢(0,5))=S((1-£)0,5,(1-€)0,5)=(1-€) - (ITE)
» Diferencia acotada T(a,b)=max(a+b-1,0)
Tomando los difusos A y B tales que

HA(xD=Up(x)=0,6 y Ua(x;)=pp(x;)=0 parai=2,...,n
vemos que no se cumple (1) ya que Ve 0<e<]
Te(T(0,6,0,6))=T¢(0,2)=(1-€)0,2 #
T(T¢(0,6),7¢(0,6))=T((1-€)0,6+€,(1-€)0,0+€)=
max[(1-€)1,2+2¢€-1 , 0}=0,2+0,8¢

« Suma acotada S(a,b)=min(a+b,1)

Tomando los difusos A y B tales que
RA(x)=pp(x})=0,3 y HA(X))=g(x;)=0 para i=2,...n
vemos que no se cumple (2) ya que VE 0<€<1
Te(S(0,3,0,3))=T¢(0,6)=(1-£)0,6+€ #
S(T¢(0,3),T¢(0,3))=S((1-€)0,3,(1-£)0,3)=(1-€)0,6

ab
+ Producto Hamacher T(a,b)-a +b-ab
Tomando los difusos A y B tales que
Ra(x)=Hp(x1)=0,6 y Ha(x)=pp(x;)=0 para i=2,..n
vemos que no se cumple (1) ya que V€ 0<e<]
(1-8)3

Te(TO.60.6)=Te(3/ =77 # T(Te(0.6).7(0.6)=
=T((1-€)0,6+€,(1-€)0,6+€)= (_1128—’2;8
a+b-2ab

* Suma Hamacher S(a,b)="7_

Tomando los difusos A y B tales que
p.A(Xl):p.B(Xl):O,S y p’A(xi)zuB(xi)zo para l=2,...,n
vemos que no se cumple (1) ya que V€ 0<€x1

2(1-
Te(S050.5)=Te(2/)-25D e+
2
(1-£)-(1-8)70,5
S(1(0,9),Te(0,5))= —————
erne 1-(1-€)%0,25
Aab
Tomando los difusos A y B ales que

Ha(x)=pp(x)=0,6 y pA(x;)=np(x;)=0 para i=2,...,n
vemos que no se cumple (1) ya que V€ 0<€<1y VA»0

Te(T(0,6,0,6))=Te(9A/ (4+211))= (1-€) mgzx TV

B M0,6+0 4€)2
T(Te(0.6).%e(0.6)= 171 3)0,6+0.4e)1,4-048)
Como caso particular para A=0,5 el Producto Einstein

ab .
T(a,b)m tampoco verifica (1).

a+b)+ab(1-2A
Tomando los difusos A y B tales que
Ra(x)=Up(x1)=0,5 y pa(x))=pp(x;)=0 para i=2,...,n
vemos que no se cumple (2) ya que V€ 0<€<ly VA>0

Te(S(0,5,0,5)=Te((1+21)/ (1+30))= (1-€) —1133% e #

A(1-€)+(1-€)%0,25(1-24)

A+(1-0)(1-8)%0,25
Como caso particular para A=0,5 la Suma Einstein

$(16(0,5),T¢(0,5))=

S(a,b)z% lampoco verifica (2).

. ab
o - ¢ D)= = s
t-norma Dubois T(a,b) ax(a.b.A) Ae(0,1]
Si A=0, T(a,b)=min(a,b) cumple (1) por proposicién 3.



Para cada Ae (0,1] si tomamos los difusos A y B tales
que pA(x)=np(x)=0,4% y pA(x)=pp(x;))=0 para
i=2,....n no se cumple (1) ya que V& O<é<l
Te(T(0,41,0,410))=T¢(0,161)= (1-€)0,16A =

((1-€)0,4%)° 2
max(1-£)0arn (& 0164
. 1-a)(1-b
+ t-conorma Duybois S(a,b)=1- m————a(x(f_);‘l_g’x)
Ae [0,1]
Si A=0, S(a,b)=max(a,b) cumple (2) por proposicién 3.
Para cada Ae (0,1] si tomamos los difusos A y B tales
que PA(x)=Rp(x)=1-0,44 y pA(x)=Up(x;)=0 para
i=2,....,n no se cumple (2) ya que V€ 0<€<l
Te(S(1-0,44,1-0,44))=T¢(1-0,161)= 1-(1-€)0,16) #

1-6)0.40)°
S(Te(1-0,42).Tg(1-0.4A)= 1- max(((l(-ex)1-0,4x)+e.x)

T(Te(0.40),Te(0,40)=

=1-(1-€)%0,16A

Proposicion 4 Si 0<e<l, entonces
To(To(AB)) = To(Te(A)Te(B) VA Be[0,1]F
Te(Sy(AB)) = So(Te(A).Te(B))  VA.Be[0,1]F
con T, producto drdstico y S, suma drdstica.

Producto g si b=1
dristico si a=1

0 en otro caso
y verifica la propiedad (1) para 0<€<1 ya que:
i) Para xe E tal que pg(x)=1
Te(To(Ra(X)HBON=Te(LA())=T o Te(Ha (X)), D)=
=T o(Te(Ra(X)), Te(Hp(x)))
ii) Andlogamente para xe E tal que pal)=1.
iii) Para xe Etal que pa(x)#l y pg(x)#l
Te(T(Ra(X),1p(x))=Te(0)=0=
=T o(Te(La(x)), Te(Hp(x)))=0
puesto que Te(a)=1 unicamente para a=1.
La t-conorma am{erior viene dada por:

Demostracién. La t-norma anterior viene dada por:
Tm(a,b)=i

a sib=0
Suma b sia=0

dréstica 1 en otro caso

y verifica la propiedad (2) para 0<€<1 ya que:

i) Para xe E 1al que pg(x)=0
Te(sm(U'A(X)yHB(X)))=Te(l»1,\(X))=Sm(Te(uA(X)),O)=
=S o(Te(La(x)), Te(Hp(x)))

ii) Andlogamente para xe E tal que p15(x)=0.

ii1) Para xe Etal que pA(x)#0 y pg(x)#0
Te(Su(Ha(¥).Hp(x))=Te(1)=1=

=S o(Te(RaA (), Te(Hp(x))=1

puesto que Tg(a)=0 tnicamente para a=0. ¢

Sefa.b)=
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Notemos que si €=1 la proposicién anterior no es
cierta ya que si denotamos por {x,X; ..., X,} los
elementos de E y tomamos los difusos A y B tales que
uA(X|)=uB(Xl):O,6 UA(Xi)=UB(Xi)=0 i=2,...,n
no se verifica la expresién (1) para €=1 ya que
T1(T(0,6,0,6))=T;(0)=0 #
Tm(Tl(0v6)’Tl(0’6))=Tm(l|1)=1
y tomando los difusos A y B tales que
u‘A(xl)=uB(xl)=0’5 uA(xi)'_'p'B(xi):O i=2,...,n
no se verifica la expresion (2) para €=1 ya que
T1(54(0,5,0,5)=T(1)=1 #
S(T1(0,5),71(0,5))=5,(0,0)=0

En esta linea disponemos de la siguiente informacién:

Proposicién § Si €=1 una t-norma T verifica (1) si
y solo si
T(a(x).1p(x)>0,5 & paA(x)>0.5y Hp(x)>0,5
VxeE VA,Be[0,1]E
y una t-conorma S verifica (2) si y solo si
S(AX),1up(x))<0,5 € pA(x)<0,5 y pup(x)<0,5
VxeE VA,Be[0,1]F

Demostracién. Si T verifica (1) para €=1

T(T,(A).T,(B)=T\(T(A,B)) VA,Be[0,1]F

& TaAXpXTam VABe(0.11F

o [TILH=1 sila(x)>0,5y pp(x)>0,5
T(0,0)=T(1,0)=T(0,1)=0 en otro caso

_ {1 si T(Ha(x),1p(x))>0,5

10 en otro caso

VA,Be[0,1]E  VxeE

Si S verifica (2) para €=1

S(T,(A)T,(B)=T,(S(A.B)) VA Be0,11E

& SaXp=Xsap VABel01F

o [SO.0=0 "si pa(x)<0.,5 y pp(x)<0,5
S(0,1)=S8(1,0)=S(1,1)=1 en otro caso

_ [0 si S(ua(x),up(x))20,5
-1 en olro caso
VABe[0,1]E VxeE o

4 Conservacién de complementos de conjuntos
fuzzy por T¢

Para el caso del complementario de un conjunto
fuzzy también sc va a estudiar la relacién entre la
transformacion por Tg¢ del complementario h de un

difuso A de [0,1]E y el complementario de su
transformacién por Tg y comprobar si verifica:

Te(h(A) = h(Te(A))  VAe[0,11F (3)
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Para generalizar emplearemos aplicaciones negacion
(ver Klir-y Folger {8]) h:[0,1] — [0,1] no crecientes
tales que h(0)=1y h(1)=0, de forma que para un difuso

A€ [0,1]% escribimos su negacién o complemento como
h(A)={(x,h(ia(x))), xe E}e [0,1]F

El caso més habitual es la pseudo-complementacion
en [0,1], h(a)=1-a, en la que se prueba lo siguiente:

Proposicion 6 Si h(a)=1-a, entonces para 0<e<1
h(Te(Ra(x))) = Te(h(Ha(X))) © HAX)20,5 V xeE

Demostracién. Para 0<€<1
h(Te(ua()))=Te(h(iLA(x))) &
I-Te(HA(X))=Te(1-pp(x)) ©

UL ©UAK)+Y A €] = (1-B)(1-RA))+Ypa) E ©
XAt Xnar =19 Ua(x)20,5 V xeE ¢

En ¢l caso més general de complementacién fuzzy
llegamos a la conclusion siguiente:

Proposicién 7 Sea h una negacion tal que h(a)=0
para algiin ae (0,1). Entonces si h verifica (3) Ve
0<€<1 se tiene h(0,5)>0,5.

Demostracion. Para £=1,
h(Ty(A) = Ty(h(A)) VAe[0,1]E &

VAe[0,1]E {h(0)=1 si P, (X)<0,5
VxeE h(1)=0 si p,(x)>0,5
_ {0 si h(ua(x))<0,5
- {1 si h(p,(x))>0,5
» h(0,5)>0,5

Para 0<€<1. Tenemos

h(Te(A)) = Te(h(A)) VAe[0,1]E Ve 0<ecl
Denotemos los elementos de E={x;,x; ,..., x,} y sea A
tal que W, (x1)=0,5 Po(x,)=0 i=2,...,n

entonces se verificard (3) Ve O<e<1 siy solo si
h(Tg(0.5)) = T¢(h(0,5)) Ve O<e<l

Si suponemos h(0,5)=0,5 tenemos

h((1-8)/2)=(1-€)/2 Ve 0<e<]

& h(a)=a Vae(0,0,5)

que ¢s contradictorio con h decreciente, con lo cual
h(0,5)»0,5.

Si suponemos h(0,5)<0,5 tenemos

h((1-€)/2)<(1-€)/2 V& 0O<g<l

© h(a)<a Va(0,0,5)

Por ser h decreciente podemos escribir
O<h(c)<h()<h(a)<a<b<05<c<]

que lleva de nuevo a contradiccién puesto que la funcién
negacion es tal que h(a)=0 para algin ae (0,1). o

Si imponemos que la funcién h sea ademds continua
(cendicién que cumplen las complementaciones m4s
usuales) tenemos:

Proposicién 8 Para cualquier funcién negacion
continua h se cumple que V€ con O<e<l

3Ae[0,11F 1al que Te(h(A)#h(Te(A))

Demostracién. Por reduccién al absurdo supongamos
que se verifica (3) Ve 0<exl

Entonces por la proposicién 7 h(0,5)>0,5

Por ser h continua y ademds decreciente

Jae (0,5, h'}(0,5)) 1al que h(a)>0,5

Sea A (al que pa(xg)=a pa(x)=0 i=2,..,n

entonces se verifica (3) VE 0<€<1 si y solo si

h(Tg(a)) = Te(h(a)) Ve O<e<l

© h((1-e)a+€) = (1-€)h(a)+€ Ve 0O<e<l

Por ser h decreciente y a<(1-€)a+€ Vae [0,1] y
entonces lenemos por lo anterior Ve (O<e<l

h(a) = h((1-g)a+€) = (1-€)h(a)+€ > h(a)

que es imposible. ¢

Proposicion 9 Sea h una negacion discontinua tal
que h(a)#0 para algun ae (0,1). Entonces si h verifica
(3) Ve con 0<g<1 se tiene

) Vae (0.5, 1] h(a)<0,5

II) h tiene al menos una discontinuidad en 0,5,

Demostracion.
I) Por reduccién al absurdo si suponemos que

Jae (0,5, 1] tal que h(a)>0,5

y procedemos como en la demostracién de la
proposicion anterior llegamos a
h((1-€)a+€) = (1-€)h(a)+€ Ve O<e<l
que es imposible.
Para €=1 si se verifica (3) tenemos VAe [0,1]E

h(0)=1 si p,(x)<0,5

h(Tl(A))z{h(l)=0 si fLa(x)>0,5
_ _ [0 si h(p,(x))<0,5
=Ti(h(A)= {1 si h(l(x))>0,5
yentonces  h(a)<0,5 © ae(0,5,1]
IT) Por proposicién 7 h(0,5)>0,5 y por I) h(a)<0,5
Vae (0,5 .11, luego h(0,5%)<0,5 y h(0,5)>0,5 como
queriamos demostrar. ¢

Nota: Para €=1 es cierto el reciproco del apartado I) de
la proposicion 9 (ver demostracion):
h verifica (3) €=1 si y solo si h(a)<0,5 € ac (0,5 ,1]

Seguin lo expuesto las tnicas negaciones que pueden
verificar (3) V& 0<€<l se encuentran entre las
discontinuas al menos en 0,5 que verifican h(0,5)>0,5 y
h(a)<0,5 Vae (0,5 ,1]. Por ejemplo las funciones



h(x)z{l-aa sia<0,5  ae[0,1]

B(l-a) sia>0,5 Pe(0,1]

cumplen dichas condiciones y verifican (3) V€ (O<€<1.
Sin embargo dichas condiciones no son suficientes

para € O<€<1 ya que basta considerar las negaciones

1-ca?  sia<0,5 o€ {0,2(

B(1-a2) sia>0,5 Pe[0,2/3]

para comprobar ficilmente que cumple las condiciones

anteriores y no verifica (3) en general ya que
si pa(x)=a<0,5 tenemos

Te(h(a)=Te(1-aa?)=(1-g)(1-ca)+€ #
h(Te(a))=1-aTg(a)?=1-a(1-€)2a2  VE O<ex<l
y si HA(X)=b>0,5 tenemos
Te(h(b)=Te(B(1-b2)=(1-)B(1-b?) #
h(Te(b))=P(1-Tg(b))=P(1-((1-E)b+€)?)

h(x) =

Ve O<e<l

5 Modificacién de la Entropia por 1¢
Para estudiar el efecto de Tg en relacion con distintas

formas de entropias Tt en [0,1]E, con IEl=n, se utilizan
las entropias mas generales y usuales en la bibliografia
para universos finilos y se realiza la comparacién de
entropias T(A) y T(T¢(A)), con 0<€<1 ya que T{(A) es
un conjunto ordinario y por tanto T(T;(A)) = 0.

En primer lugar se analiza el efecto de Tg en la
entropia segun las definiciones axiométicas, ya que la
mayoria de las definiciones generales y particulares de
entropia verifican la definicion axiomadtica de De Luca'y
Términi [2] o la de medida de borrosidad de Tipo 2 de
Klir y Folger [8].

Recordemos la definicion axiomdtica de entropia de
De Luca by Términi en la que una funcién
T: [0,1]% = R¥ es una entropia si verifica:
Tl.- M(A)=0 V A subconjunto ordinario de E
T2.- T(A) maximo si fa(x)=0,5 Vxe E
m3.- VA,Be [0,1]F
Hp(x) 2 pa(x) 20,5

Hp(x) < BA(x) € 0,5 } > T(A) 2 T(B)

Nota: Algunos autores como Xuecheng [15] incluyen en
la definicion axiomadtica de entropia un cuarto axioma:

T4.- T(A) = T(h(A)) Y A e [0,1]E
con h pseudo-complementario h(a)=1-a

Proposiciéon 10 Si una entropia T verifica la
definicion axiomdtica de De Lucay Términi, entonces

TA) 2 TU(Te(A)) VAe[0,11E Ve 0<e<i

Demostracion. Por proposicion 1
Te(LAGNSHAKIS 0,5 T (X)ZUA(x)>0,5
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VAe[0,11E Ve O<e<l VxeE o
Con lo cual aplicando el axioma T3 de la definicién
axiomética de De Luca y Términi tenemos

T(A) 2 TW(Te(A)) VAe[01]E Ve O<e<l o

La definicién axiomdtica anterior la verifican
definiciones particulares como la Entropfa no
probabilistica de De Luca y Termini [5] y los Indices de
Borrosidad de Kauffmann [10] [11] en las que s¢
pueden obtener resultados més precisos:

Proposicion 11 La entropia no probabilistica de De
Luca y Términi verifica

T(A) > TTe(A)) VAe[0,1]E Ve 0<e<l
Demostracion. La expresion de la entropia no

n
probabilistica es T(A)=K 2, S(RA(X{))

i=
con KeR*y S(a)=-alna-(l-a)In(1-a) Vae[0,1]
Por proposicién 1
Te(MAXD)ISHA(XPDSO0,5  Te(Raxi))Zpa(x)>0,5
VAe[0,1]E Ve 0<e<l i=1,..n con igualdad
unicamente para fLa(xj)=06 1
Y por ser la funcién de Shannon estrictamente creciente
en [0, 0,5) y estrictamente decreciente en (0,5, 1], con
unico maximo s(0,5) y S(0)=S(1)=0 tenemos:
STeAD)<S(MAKY)  i=1,..0
VAe[0.1]E Ve O<e<l

Con lo cual aplicando el sumatorio y multiplicando por
una constante K positiva;

T(A) > T(T(A)) VAe[0,1]E Ve O<e<l o

Proposicién 12 Los {ndices de borrosidad de
Kaufmann verifican

T(Te(A)) = (1-©)T(A) VAe[0,11F Ve O<e<l

Demostracién. La expresion de los indices de
borrosidad de Kaufmann es, para @ 2 1

n /o
T(A)= K{ Z La(X]) - pa(x) 19 J

i=1
con Ke Rt y A el conjunto ordinario mds préximo
al conjunto fuzzy A (0 sea pPA(X)=Y, A)'
Por la proposicién 2 Tg(A)=A y entonces

n 1/®»
T (Te(A))= Z | Te(ha(xi)) - xa 1©

n /o
=K {2 L (1-8)ua(x)) + XAE - XA |co}
i=1
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n /o
=K | 21 (1-8) (Ma(xi) - xa) 1©
i=1

~(1-€) W(A) VAe[0.1]F Ve O<e<l o

Para introducir la definicion axiomaética de medida de
borrosidad de tipo 2 de Klir y Folger [12] debemos

recordar que toda funcion complemento h posee al

menos un equilibrio ee [0,1] tal que h(e)=e, que ademds
es unico si h es continua. De esta forma una funcion
7 [0,1]1E > R* es una medida de borrosidad de tipo 2
si verifica:
Tl.- M(A)=0 V A subconjunto ordinario de E
T2.- T(A) méximo si pp(x)=e¢ VYV xe E
con e equilibrio de la funcién complemento h.
TU3.- TRAGX]) - h(UA(X) |21 ug(x{) - h(pg(x;)) |
implica T(A) < T(B) V A,Be [0,1]E
con h funcion complementario fuzzy

Proposicion 13 Si T es una medida de borrosidad de
tipo 2 que verifica la definicion axiomdtica de Klir y
Folger para h pseudo-complementario, entonces

TA) > T(Te(A)) VAe[01E Ve 0<ecl

Demostracion. Por proposicion 1

TeMACDSHAMIS 0.5 Telpa(X))2HA(x)>0.5
vAe[0,11F ve 0<e<i

Luego | pa(xj) - h(HA(Xi) I =12 pa(xj) - 112

| Te(A(Xi)) - h(Te(RAG)) | = 1 2 Te(pa(x)) - 11

Con lo cual aplicando el axioma 1'3 de la definicién 6
lenemos

T(A) 2 TU(Te(A)) VAe[0,11E Ve 0<e<t o

Conclusiones
El estudio sobre el efecto de la transformacion Tg

definida por Fadini, Ventre y Cella en [4] nos lleva a la
conclusién de que no sélo la interseccion (definida con
el minimo) y unién (con el m4dximo) se conservan con la
transformacion, sino que también la t-norma Producto
dréstico y la l-conorma Suma dréstica se conservan. Sin
embargo ninguna negacién continua se conserva al
transformarla con Tg y tampoco todas las discontinuas.

Por otra parte la transformacion Tg consigue reducir

la indeterminacion que conlleva un difuso, ya que las
entropias que verifican los axiomas de De Luca y
Termini o los de medida de borrosidad de tipo 2 de Klir
y Folger disminuyen al aplicar la transformacién.

Trabajos futuros

El trabajo que seguird al aqui presentado ira
orientado a la caracterizacién de las t-normas y
t-conormas que verifiquen las propiedades (1) y (2), y
de las negaciones que verifiquen (3), asi como al
analisis de formas concretas de medidas de borrosidad

de tipo 2 y su efecto en relacién con las
transformaciones Tg. Por olra parte se analizardn las

propiedades de convergencia de sucesiones de difusos
(Te"WMAGD] N ¥ entropias (TTe"HACON],_ 5y
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Resumen

Inference problem in causal networks can be seen as
the building of a cluster tree in order to allow the
passing of local messages between adyacent clusters.
The usual way of obtain this trec 1s by triangulation
of the corresponding moral graph and the following use
of tts cliques to build the tree. The main gquestion
ts the efficiency of the computations involved in the
propagation, which 1s better as smaller 1s the size of
the cliques. This size 1s determined by the form of the
triangulation. For measures more complez then pro-
babilities, as fuzzy measures, the problem of the effi-
ctency i1s worse.

In this paper we propose a evolutwe algorithms
based methodology tn orde, to obtain the best triangu-
lation and the resulls are compared with those coming
from other knowed methods.

Keywords: Causal networks, Uriangulation of
graphs, fuzzy measures, cvolutive algorithms.

1 Introduccién

Shachter, Andersen y Szolovits [19] han mostrado
que los diferentes métodos exactos probabilisticos para
la propagacidn en redes causales que aparecen en la li-
teratura [11, 16, 14, 20, 3, 9, 21] son todos casos
particulares de un algoritmo sencillo y general que
han llamado Algoritmo Clustering. En base a a este
algoritmo se demuestra que la eficiencia en la infe-
rencia probabilistica depeude de la factorizacién de la
distribucién de probabilidad conjunta bajo hipdtesis
de independencia condicional. Tanto la factorizacién
como la independencia se muestran de forma implicita
en una estructura gréafica llamada drbol cluster. El
punto en comun entre los distintos métodos exactos
es que todos construyen un grafo de cluster, y la di-
ferencia estriba en que cada uno busca el que res-
ulta mas adecuado para sus operaciones de inferen-
cia. Es decir, las diferencias entre los métodos pueden
entenderse comoa difercutes aproximaciones para desa-
rrollar las mismas tareas en el algoritmo general Asi
mismo, se han obtenido resultados para medidas difu-
sas, en particular para medidasde evidencia {22, 1, 2],
que también necesitan de la construcaidén de un arbol
cluster para la propagacion, si bien ol problema de
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eficiencia aparece con mayor gravedad.

La construccidn del arbol cluster se basa en la trian-
gulacién del grafo moral obtenido a partir de la estruc-
tura dirigida original; los cluster que integran dicho
arbol se obtinen directamente del proceso de triangu-
lacién. Dado que la posterior inferencia sera tanto mas
Sptima cuanto menor sea el tamano de los clusters que
se forman, el punto clave para que un método exacto
sea eficiente esta en la realizacion de una buena trian-
gulacién. Si bien la construccion de la triangulacién
Sptima es un problema NP-duro [24], existen algorit-
mos que obtienen buenas triangulaciones usando una
cantidad de tiempo razonable [18, 23, 5, 12].

En este trabajo proponemos nuevas técnicas de
triangulacién que se comparan con los algoritmos mas
destacados en estos ultimos afios usando un generador
de grafos dirigidos aciclicos. El trabajo se ha organi-
zado como sigue. En la siguiente seccion presentamos
brevemente los conceptos fundamentales relacionados
con la triangulacién. A continuacion se presenta la
técnica de los programas evolutivos y se relaciona con
el problema de la triangulacién. Por dltimo se in-
dica como se han evaluado y comparado la técnica
presentada con los métodos heuristicos deterministicos
conocidos y finalmente presentamos las conclusiones.

2 La  Triangulacién de  Grafos.

Notaciéon y definiciones.
Supongamos un conjunto de vanables X =

{X,,X2,....,Xn}, donde cada variable X; toma
valores discretos en un conjunto €;. Un modo de
expresar las independencias probabilisticas entre las
variables es por medio de un grafo cuya misién es re-
presentar a través de su topologia las independencias
de las variables [16]. Normalmente la representacién
consiste en establecer una relacién uno a uno entre el
conjunto N = {1,2,...,m} de vértices de} grafo y el
conjunto X de variables (i.e. 1 & X; y m = n). Estos
grafos (¢ = (N, R) son aciclicos dirigidos y reciben,
entre otros, los nombres de red causal [10], red de
Crecincia [17] o diagrama de influencia probabilistica
[20].

Sin embargo para la propagacion de incertidumbre
probabilistica s utiliza un drbol cluster Este es un
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arbol join'! construido a partir de una red causal v en
el que cada familia ? de la red se encuentra completa
en al menos un cluster. 51 el drbol de clusters esta
formado por los chiques ¥ de un grafo diremos que es un
arbol de cliques. Fn la prdctica, la construccion del
arbol cluster se realiza mediante los siguientes pasos:

1 Construccion del grafo moral de la red
bayesiana. Il grafo moral de un grafo dirigido
aciclico se construye anadiendo arcos no dirigidos
entre cada par de nodos padres de un nodo dado
¢ ignorando la direccion de los arcos del grafo ori
ginal.

2 Construccidén de un grafo cordal a partir del
grafo moral Un grafo no dirigido se dice que
es cordal o triangulado si y solo si cada ciclo
de longitud cuatro o mas tiene un arco entre cada
par de nodos no adyacentes del ciclo.

3. Obtencion de los cliques del grafo triangulado y
construccién del drbol

La eliminacién de un vértice es el proceso por el
cual se ariaden las aristas necesarias para que el vértice
y sus nodos adyacentes formen un subgrafo completo
y ¢l posterior borrado del vértice y los arcos incidentes
en él. Notaremos por C; al subgrafo completo que se
produce en la eliminacién del nodo i. La técnica
de la triangulacién puede verse como un proceso
que consiste en anadir arcos extras al grafo original
producidos por la eliminacién de los vértices del grafo
uno a uno. Desde este punto de vista la técnica de
la triangulacidn de grafos consiste en establecer orde-
naciones de los vértices que especifican la secuencia
en la cual deberan de eliminarse. Una ordenacion se
considera éptima con respecto a las demads cuando el
coste medio de los cluster que produce dicha ordena-
cién es menor que el coste producido por el resto de
las secuencias. En el contexto de las redes causales
el coste de un cluster C; formado por la eliminacién
del nodo ¢ suele venir deterrninado por alguna de estas
medidas [12, 13]:

Tamano =T(C,) =

Yor=lal

JEC,

Tamano natural = S(C,) = H c(7) (2)
JEC,

Peso =W(C)= > wl(y) (3)
JEC,

'Un arbol join es un drbol no dirigido cuyos nodos son

clusters (i.c. conjuntos de variables) v verifica que si una varia-
ble aparece en dos clusters, aparcce también en los clusters que
integran el camino que los une.

“En un grafo dirigido se llama fumilia de un nodo 7 al con-
junto {2} UTI(z), donde [1(¢) denota a los padres de .
I clique de un grafo G es un subgrafo completo maximal

de

donde ¢(j) denota el nimero de casos de X, y w(j) +=
logy c(y) Kl gralo triangulado obtenido por la elimi-
nacion de los vértices del grafo G = (N, R) para una
ordenacion o esta forinado por el par G4 = (N, RU
T), donde I' = T'((7, o) denota al conjunto de nuevas
aristas que se han anadido al grafo original; los arcos
de T G,a(} reciben el nombre de “arcos de relleno”
(l.e. fill edge). Podemos encontrar tres metodologias
fundamentales para obtener este conjunto T" o lo que
es lo mismo, la secuencia de eliminacién o

1. Las basadas en resultados exactos tedricos.
Buscan el modo de producir la mejor eliminacién
identificando ¢l conjunto T para conseguir trian-
gulaciones minimales ¢ [18, 23, 5]

2 Las basadas en funciones heuristicas. Establecen
un criterio de ordenacién basado en la regla de
busqueda "el siguiente nodo a eluninar es el que
mimiza f()" donde f() es la funcién de una o
varias medidas sobre un conjunto de nodos del
grafo &' = (N, R) Las medidas mas utilizadas ¢n
la literatura suelen venir dadas en funcién de las
funciones-coste de las expresiones (1), (2) y (3)
[12]. A estos métodos los Hamaremos métodos
heuristicos deterministicos.

3. Las basadas en resultados estocasticos. Se basan
¢n partir de un posible conjunto de soluciones
factibles, para a partir de ellas ir mejorando
por métodos aleatorios y en pasos sucesivos las
soluciones 6ptimas obtenidas en cada iteracidn
[13]. A estos métodos los [lamaremos métodos
heuristicos estocasticos.

3 Programas Evolutivos y Triangu-
lacién.

En estos iltimos afos han surgido nuevos tipos de
técnicas para la resolucién de problemas combinato-
rios: Los programas evolutivos (P.E.) [15]. Estos al-
goritmos son modificaciones mejoradas y generaliza-
das de los algoritmos genéticos [4, 6, 8] utilizados
para problemas de optimizacién y difieren de éstos en
que se crean estructuras de datos, y funciones, adapta-
das al problema combinatorio. Un P.E. se desarrolla
del siguiente modo

1. Se parte de un conjunto de posibles soluciones
S(t) (inicialemente t = 0) que llamaremos po-
blacién inicial.

2. Se evalua cada uno de los elementos o de S(t)
segin una determinada funcién eval(o).

3. St se cumple la condicién de parada, entonces
parar;, en caso contrario hacer ¢t <>t + 1 ¢ ir al
sigulente paso.

“Se dice que T es minimal si para cualquier subconjunto T’
de T, el grafo (N RUT') no estd triangulado (i.e. no hav urcos
de relleno redundantes)



4. Seleccionar un nuevo conjunto de individuos S(t)
a partir de S(t — 1). En general la seleccién se
realiza eligiendo aleatoriamente a los individuos
de la nueva poblacién de dos en dos, y para cada
pareja se puede hacer o no el intercambio de la
informacién contenida en ambos (si esto se hace,
hablariamos del operador cruce). La seleccién
de esos pares de individuos se realiza por sepa-
rado atendiendo, para cada uno de ellos, a una
determinada probabilidad de seleccién, y el
proceso se lleva a cabo, con o sin cruce, hasta que
las parejas seleccionadas completen el niimero de
elementos de la nueva poblacién.

5. Hacer posibles modificaciones en los individuos de
S(t). Se trata de realizar alteraciones individuales
(s1 procede) en cada uno de los individuos, por lo
que también se denomina a este paso operador
mutacién. El que un individuo quede o no al-
terado viene dado por una determinada proba-
bilidad de mutacién que, en general, se pone
en juego para todos y cada uno de los elementos
de la poblacién del paso t.

6. Ir al paso 2.

Para el diseno de un algoritmo como éste, es necesario
al menos tomar decisiones respecto a los parametros
y condiciones siguientes:

1. Represcntacion del problema.

2. Numero y determinacién de individuos necesarios
para construir una poblacién inicial.

Funcién de valoracién a utilizar.
Probabilidad de seleccién
Operador de cruce
Probabilidad de mutacién

Operador de mutacién

*x NS oo

Condicién de parada.

A continuacién mostramos como puede enfocarse cada
uno de estos pasos para el problema particular de la
triangulacion.

e REPRESENTACION DEL PROBLEMA. Si partimos de
un grafo G = (N,R) con N = {1,2,...,n}, grafo
moral de alguna red causal, la representacién mas na-
tural de un orden de eliminacién seria mostrar un lista
de los nodos del grafo de tal modo que el nodo i se en-
cuentra en la posicién k sii el nodo t es el k-ésimo
en ser eliminado. Es decir, un individuo del espacio
de bisqueda viene representado por un elemento del
conjunto de permutaciones de n-elementos, o en otras
palabras, el espacio de biisqueda es el conjunto de per-
mutaciones de n-elementos

Sn = {(o(1),0(2),...,0(n))| (i) € N}
Ahora bien, como la eliminacién previa de los nodos
que verifican alguna de estas condiciones
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1. El nodo no tiene hijos.
2. El nodo no tiene ningin padre y un solo hijo.

3. El nodo tiene un solo padre y un solo hijo, y
ademds, ese padre verifica esta condicién o la an-
terior.

no producen arcos de relleno en la triangulacidn,
quiere decir que el grafo obtenido es un grafo "rep-
resentante” del grafo moral original [7]. Segin lo
expuesto, tan solo deberemos de establecer el pro-
blema de la triangulacién para aquello nodos ”sobre-
vivientes” a esta eliminacién previa y en consecuen-
cia nuestro espacio de bisqueda se encuentra en un
conjunto S,, con m < n. Notese que la secuencia
completa de una triangulacién ¢ € S, viene dada por
g = (0',0") con ¢’ € Sp_pm, 0" € S y o(i) # a(j)
,].

e NUMERO Y DETERMINACION DE INDIVIDUOS DE
LA POBLACION INICIAL. El nimero inicial de indi-
viduos puede establecerse atendiendo a una funcién
f(), como por ejemplo, alguna que venga determinada.
por el grado de complejidad del grafo En la préctica
nosotros hemos tomado f(n c?/100, con n el
nimero de nodos del grafo moral es decir, un cierto
porcentaje m del nimero n.

La determinacién de los individuos iniciales puede
realizarse mediante la generacion aleatoria de indi-
viduos o € S,,. Sin embargo, podria ser conveniente
que no existan dos individuos que tengan el primer
elemento igual; es decir, si ¢ y ¢/ son dos individuos
de la poblacion inicial 5(0), entonces o(1) # o'(1),
y ello para dar gran diversidad a la poblacién incial,
especialmente al comienzo de la secuencia.

¢ FUNCION DE EVALUACION DE LOS INDIVIDUOS. Las
funciones de valoracién de los individuos para nuestro
caso viene dada por la naturaleza del problema; es una
funcién de la forma:
M(G: 1
eval(o) = M(Ce) _ L

Mo Mo
C;

donde ¢ € S,, Gf, denota al grafo triangulado obten-
ido para la ordenacién o; m, denota al mimero de
clusters obtenidos para esa ordenacién y M(C;) de-
nota a alguna de las medidas de las expresiones (1),
(2) y (3) . Notese que nuestro objetivo es encontrar
aquella ordenacién ¢ que produzca el menor tamafio
o peso medio.

M(Ci) = M(G.)

e PROBABILIDAD DE SELECCION. La seleccién de los
individuos se realiza en general atendiendo al valor
eval() obtenido en el paso anterior de tal modo que los
individuos mejores tengan mayor probabilidad de ser
seleccionados. Como es facilmente comprensible, exis-
ten muy diversos criterios para establecer esa proba-
bilidad. Para nuestro problema, nos parece razonable
realizar una seleccién basada en ”un criterio elitista”.
Dada una poblacién S(t), en la que suponemos que
los individuos se encuentran ordenados de menor a
mayor tamano {o peso) medio, generaremos la po-
blacién S(t + 1) del siguiente modo:
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1. Se selecciona el mejor X% de los individuos de
S(t) (i.e los primeros X% individuos) y pasan a
la siguiente poblacién de forma directa (i.e. ocu-
pan directamente las X% primeras posiciones de
S(t +1)). A éstos individuos los denotamos por
SM(t) =Poblacién Mejor.

2. Se selecciona el peor Y% de los individuos, y éstos

son totalmente descartados. Los denotamos por
SP(t) =Poblacién Peor

3. El (100-X-Y)% restante lo denotaremos por
SI(tg =Poblacién Intermedia. Esta poblacién in-
termedia, junto con la poblacién mejor ,lo que
representa en total un (100-Y)%, se utilizan para
generar el resto (100 - X)% de la siguiente po-
blacién S(t +1). Ello se realiza mediante la adop-
cién de un determinado criteric probabilistico.

Este podria ser, en nuestro caso, seleccionar a
cada individuo con probabilidad

1/eval(e .
_ku.l_ g1 UGSM(t)USI(t)
P(o' =0) = E 1/eval(a,)
=t 0 s1 o €SP(t)

donde P,(0' = o) denota la probabilidad de que el
individuo que ocupe el lugar ¢ (¢*) en la nueva po-
blacion S(t + 1) sea el individuo ¢ ¢ S(tg y donde
t € {1,2,...,k} denota el recorrido del (1 0-Y)% de
la poblacién (i.e. SM(t)|JSI(t) C S(t)z. Hay que
notar que los que producen una mayor evaluacién eval
son los peores (p.e. producen mayores cluster) por
ello daremos mayor probabilidad a los que produzcan
menor valor en la evaluacidn.

e OPERADOR CRUCE. La seleccién de los individuos
para integrar la poblacién S(¢ + 1) que acabamos de
exponer puede ser realizada de dos en dos, y para cada
pareja, y segiin una cierta probabilidad que puede ser
fija, se realiza o no un "cruce” de informacién de la
siguiente forma. Consideremos dos individuos o y o

o =(a(1),0(2),...,0(m))
o = (0'(1),0'(2),...,0'(m))

que proceden de la poblacién S(t) y nuestro objetivo
es conseguir dos nuevos individuos d y d’ para la po-
blacién S(t + 1). Estos individuos se obtienen rea
lizando un intercambio de informacién entre o y o,
buscando algiin modo por el que los nuevos elementos
d y d’ contengan ”lo mejor” de los que los generan.

Por tanto hay que establecer cual es la mejor in-
formacién que un individuo puede traspasar a otro.
En nuestro caso, se trata de establecer cual es la mejor
subsecuencia de nodos de un individuo & que produ-
cen un menor tamano; pero como la eficiencia de una
subordenacién depende de la secuencia previa, consi-
deramos que la mejor informacién que debe traspasar
un individuo a otro estd formada por sus primeros ele-
mentos.

De este modo, si la importancia de una ordenacién
se encuentra en sus nodos iniciales, considerarcmos

que un cruce consiste en tomar los k-primeros elemen-
tos de una ordenacion ¢ y reordenarlos segiin el orden
que define el otro individuo o', con k eligido aleatoria-
mente entre 1y m.

® PROBABILIDAD DE MUTACION. Para cada individuo
de la nueva poblacién S(t + 1) (resultado o no del
cruce de dos elementos de S(¢)), éste puede ser o no
modificado atendiendo a una cierta probabilidad de
mutacion. Como en nuestro problema crece la com-
plejidad en funcién de n!'y el programa evolutivo tiene
que competir con los métodos conocidos, y teniendo en
cuenta que el costo real se encuentra en la valoracién
de los individuos, deberiamos de optar por considerar
poblaciones pequefias y en consecuencia con una alta
probabilidad de mutacién constante o creciente. Esto
es para evitar " probablemente” el que nos centremos
en extremos locales del objetivo al usar una cantidad
pequena de individuos representativos del espacio de
bisqueda total

e OPERADOR DE MUTACION.  El operador de
mutacién clasico nos dice que debemos de alterar
un alelo (valor de una posicién del individuo) por
otro valor del alfabeto considerado (i.e. M =
{1,2,...,m}). En nuestro caso, como no pueden exis-
tir dos alelos iguales (supondria eliminar un nodo dos
veces) y utilizamos todos los valores del alfabeto, si
alteramos un alelo (i.e. ¢(1)) y lo cambiamos de valor
deberemos de considerar el alelo que contenia este
valor (i.e. ¢(2)) y modificarlo por otro (i.e. a(3)),
lo cual supone ir a este tercer alelo (i.e. o 3)) y cam-
biarlo de valor (i.e. (4)) lo que supone ir a un quinto,
y asi sucesivamente. Notar que esto genera un pro-
cedimiento que produciria la alteracién completa del
cromosoma. Obviamente hay que establecer un limite
para que esto no se produzca y lo llamaremos nivel
de mutacién. En este sentido, y como caso particular,
existe un operador de mutacién basico que se conoce
por inversion que lo que hace es cambiar dos valores
de posicién.

e CRITERIO DE PARADA. Si en el desarrollo del pro-
grama evolutivo observamos que los costos de los me-
Jores individuos no se modifican o difieren en una
cantidad pequena podemos concluir que el algoritmo
ha terminado. Sin embargo, como el algoritmo ha
de ser competitivo con los métodos heuristicos de-
terministicos (en velocidad) hemos optado por fijar el
nimero de poblaciones a generar.

4 Resultados.

Los resultados se han desarrollado con un programa
en lenguaje C++ y se ha trabajado tanto sobre PCs
como en SUN Workstation. El modo de evaluar los al-
goritmos evolutivos ha consistido en generar aleatoria-
mente un conjunto de grafos cuyos nodos se enumeran
desde el 1 hasta un n determinado. El modo en el
que se eligen los vecinos de un nodo y los casos de las
variables involucradas, se realiza de forma interactiva
con el usuario.

En este trabajo presentamos un ejemplo de los re-
sultados obtenidos sobre una familia de grafos que



~ 50 generaciones o iteraciones.

_ 10 individuos (o posibles soluciones) en cada
poblacion.

. En cada iteracién pasan a la siguiente poblacién el
50 % de la poblacién (5 individuos) y se descartan
directamente el 10% (1 individuo).

- Probabilidad de cruce igual a 0.8

- Probabilidad de mutacién a 0.3

_ Nivel de mutacién a 12 intercambios.

T 1=0 T w C vV
Hr 5801 | 13.269 | 29.9 | 175.9
Hw 5.901 | 13.277 | 29.86 | 175.92
Gr 5.895 | 13.278 | 20.8 | 175.36
Gw 5.809 | 13.282 | 29.86 | 175.88
I=1 T w C \%4

" Hr 3249 | 7.189 | 44.2 | 141.18
Hw 3271 | 6.976 | 44.16 | 142.04
Gr 3.207 | 7.104 | 434 137
Gw 3.247 | 6.780 | 43.34 | 138
=2 T W C v
Hr 15.464 | 34.665 | 20.72 | 316
Hw 15.480 | 34.548 | 20.74 | 316.7
Gr 12.191 | 27.348 | 11.72 | 139.04

| _Gw 12.231 | 27.370 | 11.8 140

1=20 T W C Y
Hr 12.253 | 27.704 | 25.8 | 313.96
Hw 12.279 | 27.537 | 25.76 | 314
Gr 10931 | 24.697 | 16.5 | 179.38

|_Gw 10.990 | 24.690 | 16.36 | 178.04

=100 T W C v
Hr 0048 | 22.479 | 29.2 | 286.78
Hw 0966 | 22.309 | 29.2 | 287.32
Gr 9.295 | 20.932 | 22.1 | 202.48
Gw 9.401 | 21.057 | 22.14 | 204.88

Tabla 1: Un test sobre 500 grafos.

reflejan en gran medida los resultados obtenidos en
otras familias. La que aqui se presenta consta de 500
grafos con 50 nodos cada uno. Los parametros util-
izados para su generacion son los siguientes: A cada
nodo se le asigna un ndimero de casos siguiendo una
distribucién de Poisson de media 5.0 y un minimo de
9 casos. El niimero de hijos generados para cada nodo
se realiza atendiendo a una distribucién uniforme de
media 5 y éstos se eligen entre los siguientes a uno
dado en el orden de etiquetado. Estos 500 grafos se
han dividido en 5 grupos de 100 grafos cada uno aten-
diendo a un parametro 1 que afecta a la probabilidad
con que se eligirdn los siguientes nodos como hijos del
nodo que se esté considerando. El primer grupo res-
ponde a aquellos grafos donde los hijos son los nodos
inmediatamente siguientes al considerado (i.e. 1=0);
en el segundo grupo los nodos siguientes a uno dado
son igual de probables en ser elegidos (ie. 1=1) y en
los restantes grupos los nodos mas cercanos a uno dado
son mas probables de ser elegidos cuanto mayor sea el
valor de { (i.e. 1> 1).
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Figura 1: Evolucién para un grafo de la familia.l = 20

En la tabla 1 puede verse los pardametros evolutivos
utilizados y los resultados obtenidos para cada uno de
los grupos de esta familia de grafos. El significado de
las abreviaturas que aparecen en las filas y columnas
€s como sigue:

1. Parametro que afecta a la probabilidad con que se

seleccionan los nodos siguientes como vecinos a
uno dado.

T. Tamafio medio de los clusters.

W. Peso medio de los clusters.

C. Nimero medio de clusters generados.

V. Ntmero medio de variables en el grafo cluster.
Hp. Técnica heuristica basada en menor tamano.
Hw. Técnica heuristica basada en menor peso.
Gr. Técnica genética basada en menor tamaiio.

Gr. Técnica genética basada en menor peso.

5 Conclusiones

Los algoritmos evolutivos permiten llegar a trian-
gulaciones que algunos método heuristicos de-
ferministicos no pueden alcanzar, llegando incluso a
reducir en un 56% el niimero de cluster necesarios y en
casi un 44% el ndmero de variables a manejar (p.e. ver
tabla 1 para | = 2). Este resultado es andlogo al ob-
tenido por Kjerluff con la simulacién por enfriamiento
[139. De hecho, haciendo un analisis exhaustivo de los
gralos estudiados hemos observado que los algoritmos
evolutivos partian en general de configuraciones con
un alto coste reduciendose éste en muy pocas evolu-
ciones; es mas, han bastado un numero pequeino de ite-
raciones y un nimero muy pequefio de individuos en la
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poblacién para llegar a mejores triangulaciones que las
que alcanzan los métodos heuristicos deterministicos
(p.e. ver figura 1).

Si el pardmetro tiem
dera esencial recomend

po de ejecucién no se consi-
amos el uso de los P.E.. Es
mas, podemos simplificar drasticamente el niimero
de ejecuciones si realizamos una hibridacién del al-
goritmo consiste en usar como poblacién inicial la
generada por los individuos-solucién de uno o varios
métodos heuristicos deterministicos; esta poblacidén
podria entonces entenderse como la resultante de
haber aplicado el P.E, un nimero previo de iteracio-
nes.
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Una estructura elemental de conocimiento fuzzy
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Resumen
Este trabajo estd dedicado a la bisqueda y
al andlisis de la estructura reticular minima que
soporta la vaguedad.
Palabras clave: experto, borroso, reticulo.

1 Introduccién

La posibilidad, lfmite y validez, origen y
naturaleza del conocimiento, constituyen la base
fundamental de los estudios gnoseoldgicos,
como intento permanente de comprender el
hecho cognoscitivo y, en consecuencia, el
avance de la ciencia. Ya entre los antiguos,
desde Platén y Arist6teles hasta nuestros dfas,
se han venido debatiendo esos grandes temas
del conocimiento, y casi sin ningln resultado
concluyente (que no sea otro que aquél que
advierte que el problema continua abierto).

Asf como el desarrollo de las ciencias de lo
social y de la naturaleza ha venido
profundamente afectado por la controversia
epistemolégica  (fundamentalmente:  ;cOmo
puedo conocer?), no ha sido asf en el caso de la
matem4tica. El pensamiento matemético es un
esquema abstracto construido bajo el principio
del tercio excluso. Como es bien conocido, este
principio soporta una légica formal absoluta,
capaz de deslindar el hecho cierto (o verdadero)
de aquél que no lo es, y dentro de ia cual, la
evaluacién de sus predicados desde el reticulo
booleano, se realiza mediante una relacién de
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equivalencia expresada como sigue: x pertenece
al conjunto X si existe un y en X, tal que x es
igual a y. El operador evaluador, que se
denomina funcion caracteristica, es invariante y
tnico, por tanto estd en condicién de producir
total certeza y exactitud.

El  modelo de la matemdtica, que
denominamos ordinario, surgido de lo indicado
anteriormente, tiene tanta trascendencia que si
quitdsemos el 1 y el O de nuestro acervo
cultural, producirfamos un drama social de
consecuencias imprevisibles. Pero, al mismo
tiempo, parece observarse cada dfa un mayor
consenso en que, posiblemente, el modelo de la
matemética ordinaria no sea el mds adecuado
para abordar cierta clase de problemas, como
por ejemplo las cuestiones relativas al andlisis,
emulaciébn y aplicacién  artificial  del
conocimiento humano, ya que éste viene
caracterizado en mayor medida por lo
aproximado que por lo exacto. En su intento de
aprehender la realidad, va casi siempre
acompanado por la incertidumbre, 1o que, por
otro lado, no impide que su avance sea efectivo.

Partiendo de estas consideraciones, la
reflexién que ofrecemos en este trabajo tiene
como objetivo proponer una estructura reticular
mas débil que supere las valoraciones del
reticulo ordinario. Se trata pues, de un intento
de escrutar la posibilidad de construir, a estas
alturas  del problema, algin tipo de
sistematizacién bdsica, en una aproximacion a
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lo que se viene describiendo como I6gicas del
conocimiento humano. En esta linea, hacemos
uso de un modelo de experto (0 ente
cognoscente), elegido para que wvalore un
conjunto  de alternativas existentes en un
problema P, alternativas que se presentan como
posibles soluciones al problema. A dicho
‘experto” se le asocia una funcién experta
mediante la  cual evalda sus propias
valoraciones. En tales valoraciones el experto
va a usar siempre la unidad dialéctica
conocimiento-ignorancia. Esta eleccién tiene
como soporte las condiciones que se especifican
con detalle a continuacién. Como es obvio,
siempre que hagamos referencia al "experto”,
estaremos hablando, en realidad, de su modelo
16gico.

2 Definicion

Sea X un conjunto de alternativas {x)
ofertadas como posibles soluciones a un
determinado problema P. Sea R el cuerpo real y
[0,1]cR

Definicion 2.1. Diremos que la funcion:

e: X —]0,1[ (1)
es una funcion experta o funcion de
conocimiento asociada a un experto e, si se
verifican las dos condiciones siguientes:

1*) e(x) estd bien definida en X.

2 e(x) < o < 1 dénde a es el grado de
conocimiento que el experto e tiene de la
alternativa xe X

De la definicién se deduce que el sop e(x) es
todo X. Por tanto el experto mantiene un cierto
grado de conocimiento de todos los elementos
de X.

A={(x;e(x)) | xje X, e(x;)<a; <1} )

Se considera aquf que el conocimiento
humano es en parte estructural y otra, la mayor,
adquirida. Aquf s6lo nos interesa la primera
parte de la consideracién, entre otras razones,
porque sin  ésta no puede hablarse de
conocimiento. De otra parte es obvio que el
predicado "conocer" o tener conocimiento, es un

predicado borroso. Si  unimos los dos
enunciados de las partes “estructural” vy
“conocimiento”, con la cualidad de borrosidad
que hemos asociado a éste tltimo enunciado,
parece aconsejable el wuso de estructuras
reticulares como una de las herramientas mas
apropiada capaz de acercarnos al estudio del
conocimiento humano, y definir, con cierto
grado de aproximacién, algunas cualidades que
ofrecen dichas estructuras a la hora de ofertar
tipos de valoracién sobre un conjunto X, cuyos
elementos, como definimos en (1), son las
diferentes alternativas existentes sobre un
problema P. La gradacién en las estructuras
reticulares booleanas nos es posible.

Observemos que la Fig. 1, con una estructura
de seis elementos, representa lo que podrfamos
llamar conocimiento ordinario, ya que en la
estructura reticular que queda al eliminar |
como médximo y 0 como mfnimo nos aparece el
dlgebra del complementario: es decir, el
conocimiento ordinario.

El retfculo completo siguiente al ordinario
que expresa la Fig. 2 y su estructura reticular
nacida por (1) nos muestra una estructura que
no puede expresarse mediante un producto
cartesiano, como sucedi6 en la Fig. 1. La
pregunta es inmediata ;qué modelo de
conocimiento  representa  esa  estructura
reticular?. Podemos afirmar que, atn pudiendo
alcanzar P, ya sea por sup inf o por inf sup, el
sistema reticular es irreducible ya que P no
puede alcanzar ni el 1 ni el 0. Por tanto nos
encontramos con la mfnima extructura reticular
que supera a la ordinaria. Es decir, entre la
"verdad" y la no "verdad" existe un elemento
que comparte las partes.

Situemos esta estructura reticular en tareas de
representar conocimiento. Para ello vamos a
usar, como herramienta de an4lisis, la mfsma
unidad  dialéctica,  contingencia-necesidad,
propia del conocimiento natural, traducida aqui
como unidad conocimiento-ignorancia. La
razén de usar este tipo de unidad se sustenta,
ademds de lo sefialado anteriormente, en su
adaptabilidad al razonamiento fuzzy.
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1 1
1 1 1 /1 1\ /l
0 0 o 0 uo/\o"
o 1}
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
De estas consideraciones y volviendo a la
Fig. 1, podemos establecer en (1,0)x(0,1) que e(x) as os::lpe;z’:“:u
(1,0) representa la categorfa del conocimiento y infimo premo 3)

la (0,1) la categorfa de la ignorancia.

Visto lo anterior, dichas categorfas actian en
paralelo, dando paso al concepto de
complementario. Aparece asf el esquema
reticular que soporta lo que llamamos el
conocimiento  ordinario o0  conocimiento
categdrico.

De otra parte y fijdindonos en la Fig. 3, P
representa un punto de indecision, ya que
dicho punto P tiene tanto "conocimiento como
ignorancia”, separando en tres estadios Ia
estructura reticular. Si consideramos que
nuestro experto "e" lleva como estructura de
conocimiento la Fig. 3, hablaremos de que en el
experto domina el conocimiento cuando sus
valoraciones se situan por encima del "punto
P". El entrecomillado anterior viene a indicar
que ese "punto” representa la zona de cambio de
tendencia en el dominio la unidad. Mas adelante
volvemos sobre el andlisis de ese punto.

Escrito lo anterior, estamos en condiciones
de definior la estructura de conocimiento del
experto "e" ligado al sistema reticular de la Fig.
3.

Definicion 2.2. Diremos que el experto "e”
valora con una estructura de tipo-5 si el sistema
reticular bdsico admite un punto de indecision.
Es decir:

Esta estructura permite expresar valoraciones
como sigue:

A<l
mas o menos 0 £ x £
0< XN <x

e(x) = A < 1@

Por tanto, podemos afirmar que el experto
asociado al sistema reticular Fig. 3 genera
vaguedad, y asf podemos presentar la idoneidad
de la definicién (1). O dicho de otra manera: la
aparicién de estructuras reticulares del tipo
Fig.3 aceptan definiciones como la dada en (1).
M4s aiin, puesto que el soporte del experto
asociado a la estructura reticular Fig. 3 es el
mfnimo de los soportes que ofrece lo ordinario,
podemos afirmar que e(x) representa la
extensién inmediatamente superior a lo
ordinario. Esto es: la mds sencilla extensién de
lo ordinario a la vaguedad.

De interés es también la consideracion
referida al hecho de poder adaptar nuestras
exigencias a través del experto”e". La exigencia
puede venir desde el supremo o desde el {nfimo.

Si nuestras exigencias son por el supremo,
tendremos que:
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supremo-2
mas © menos supremo-2
supremo

e = ©)

mas O menos supremo

infimo

Si por el contrario nuestras exigencias vienen

por el infimo tendremos que:
supremo

mas 0 menos supremo
infimo (6)
mas o menos infimo-2

infimo-2

e(x) =

Al primero le denominaremos experto de
nivel-2 supremo. De igual manera el segundo
serd de nivel-2 {fnfimo.

3 Ejemplo de actuacion de esta

estructura reticular

En el estudio de los predicados vagos
aparece un hecho concreto que la estructura
reticular ordinaria no puede analizar. Se trata
del ¥rmino "Muy". Como es conocido "bien" y

el "muy bien", en las estructuras reticulares
ordinarias aparecen solapadas ya que si el

predicado "es bien" e(x)= 1, el "no es bien" e(x)
= 0. Si ahora afiadimos el término "Muy",
estaremos con "muy bien" cuyo e(x) = 1.
Obviamente "bien" no es lo mismo que "muy
bien". Sin embargo si hacemos intervenir la
estructura 5, después de conocer la estructura 4,
observamos que
T

e(x) =4q1y< K<r
r

0
supremo-2
<l <
mas o menos Supremo-2 rekysr
r
supremo _
EQ(X) = 1%
mas ¢ Menos supremo r,2k <r
infimo I
U, Ky kg, € 101 (7)

Por tanto podemos definir el eyp(x) =

ep(x)-e,(x) =rr’
Si r es muy aproximado a r” consideraremos
que: ey = I?
epp(x) =12 (8)
Este mismo resultado se ha definido en la
16gica borrosa a partir de la iniciativa de lo que
se entiende como "sentido comun”. Por tanto no
serfa desproporcionado decir que el experto "e”
actda con "sentido comin”, o, de otra forma,
que la estructura Fig. 3 es una estructura
reticular apropiada para valoraciones del
"sentido comun”.

4 Analisis del punto P

Hemos afirmado que la estructura reticular
representado en la Fig. 3 rompe el concepto de
complementario ordinario, y da pi¢ a unos
resultados menos categéricos, que no puede ser
valorados, sino mas bien intuido. Ese resultado
ventajoso lo aporta el punto P.

Dada la importancia de dicho punto en las
tareas que nos ocupan, es necesario profundizar
algo mas en la reflexiébn que se hizo
anteriormente.

Si nos situamos en la estructura reticular Fig.
4 y designamos por f el elemento de la unidad
de la contingencia y por q el elemento de lo
necesario, y designamos a f como f-de
conocimiento 'y g, como g-de ignorancia,
podemos definir lo siguiente.

Definicion 4.1 Diremos que los elementos
(f.q) constituyen una complementalidad borrosa
si se cumple que:

O<f+g<l
De la definici6n se deduce que cuando f ~ g
f+g =2f =2g =0.5 (11)

Este punto aparece en la 16gica borrosa como
punto, cuyo pp(x) = 1/2. También es objeto de

discusion en la teorfa de expertos donde
aparecen autores que a la valoracién de P dan
cero, y otras que mantienen el 1/2.

Asf Fadini y Basilo al definir las relaciones
de preferencias como una relacion binaria R en



X x X que verifica:

Cxy)+Cyx)=1 Vi yeXxXX
conjunto de alternativa. (12)

Evidentemente cuando y = x, de (l1)
tenemos que

Cxy)+Clyx)=1 22CKx; x)=1-
Cx;x)=C(y1y)=0.5 (13)

Otros autores, sin embargo a C(x,x) le
asocian el wvalor "0" (Orlovsky, Spillman,
Bezdez y otros). Ellos aducen para dar este
valor, que como en e(x,x) no se puede distinguir
qué variable es la que domina, o qué variable
domina, el valor a asignar serfa el cardcter
tanto,

C(xyx)=0 con(x;x)e XxX (14)

Ambas consideraciones se fundamentan en la
necesidad del complementario. Veamos ¢6mo
actda la estructura reticular del experto, Fig. 4,
sobre cuestiones de dominio de un elemento de

unidad sobre el otro. .
En primer lugar nuestra escala de valoracion

10,1 se sitda como indica la Fig. 4.

De esta figura se obtiene que cuando a 2 0.5
la f domina a la g, es decir, el conocimiento
domina la ignorancia. Por tanto,

f=z=05+a, g=05-a (15)

De igual manera se trataria cuando la
ignorancia dominara al conocimiento. Estamos
pues en un sistema de representacion de la
unidad dialéctica con el punto 0.5 como punto
de cambio. Si ahora situamos el punto P en cero
estarfamos en la Fig. 5, en la cual se observa
que la estructura reticular no cambia y que sélo
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se reduce a un cambio de escala, ya que en estas
tareas del conocimiento, los sectores de
dominio, que es lo fundamental, no varfan. Por
tanto, en las formulaciones anteriores no puede
haber ningin tipo de controversia ya que la
importancia del punto P no estd en su carécter
cuantitativo, porque, como se indica antes, su
grado de conocimiento-ignorancia puede ser
alcanzado por un inf(sup) o un sup(inf), sino
por su fundamento cualitativo al impedir P que
la estructura reticular pueda reducirse a otra més
simple. Por tanto el valor numérico que se de a
P, bien por definicién, como se hace en (13),
bien por conveniencia, mantienen la misma
relevancia, por tanto, desde este punto de vista
no hay ningin contencioso.

5 Algunas consideraciones sobre P

Es claro que la estructura reticular que

venimos analizando constituy® una estructura
vaga en tanto, como hemos escrito
anteriormente, generaliza la estructura reticular
de los ordinarios. Hasta este punto no nos
habfamos detenido, excepto en la férmula (9), al
estudio de P considerado desde su propia
estructura vaga. En lo que sigue, tratamos el
comportamiento de P desde los diferentes cortes
producidos en la estructura reticular que soporta
al experto.

Para ello observemos que hace nuestro
experto "e" a la hora de valorar una determinada
alternativa.

Sea x una de las alternativas de X, e analiza

] A o 050\ KE h 1 ot
P P P
,,/ L : \
0 0 0 0 50/ 005 0 0 “og
X X X
Fig. 4 Fig.5 Fig. 6
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dicha alternativa
x — 10,1 x ]0,1[
desde su estructura reticular asociada.

La respuesta de tal andlisis se da en funcién
de:

10,1{ x JO,1[ — ]0,1[

A g-oac<l
donde (f,g) estdn obligadas por P a que se
verifique: f+g =1

Escrito lo anterior podemos afirmar que el
mayor interés desde el punto de vista borroso,
se sitda en aquellos valores de (f, g) que no
estén muy aproximados al 1 ni al 0 ya que de lo
contrario parece prudente situar la valoracién
del problema en lo ordinario como expresa la
Fig. 6.

En dicha figura se observa que hemos
producido un h-corte en cada unidad que
designamos por h. Esto nos da una estructura
reticular cuya diferencia estd, en la situacién del
punto P, que en este caso hace que 0.5 se sitie
en la zona + (designamos con + la zona que
predomina la f y con - la que predomina la g),
por tanto ya no es un punto de indecision. De la
misma forma la (9) en este sistema reticular, ha
de cumplir que,

f"+g°=h
y por tanto,
f"=g=h/2

donde h es el corte dado en ambas categorfas en
+. En este caso el punto de indecisién P se sitda
por debajo de 0.5. Si por el contrario los cortes
se dieran en la zona -, el punto P
correspondiente a cada corte estarfa ahora en la
zona +; Como ambos cortes no pueden alcanzar
los pares (0,0) y (1,1) es por lo que hablamos en
la expresién (9) de cuasi complementaridad de
(f.g), expresién empleada para designar que en
los casos mds extremos esa estructura puede ser
sustituida por una estructura reticular de
caracter ordinario. As{ mismo, indiquemos
como el punto de indecisién P estd regulado por
h-corte, de tal manera que podemos ajustar la
estructura a diversas necesidades, sin que esto
suponga cambio de estructura. Solo con el corte

en la dualidad podemos controlar a P. Por tanto
podemos concluir que, el experto definido en
(1) lleva asociado un a-corte, cuyo punto de
indecisién es o/2. Y, por tanto la relacién
asociada a e(x) es:

f+g =«

Consideracion final

Para finalizar este primer trabajo orientado
en lo que venimos describiendo estructuras
reticulares del conocimiento, parece que la
"herramienta fuzzy” es, en estos momentos, la
que ofrece mas posibilidades a la hora de tratar
problemas andlogos al propuesto en este trabajo.
Decir también que en la formulacién dada en
(1) relativa a la estructura de valoracién que usa
el experto, no sélo estd justificada desde el
punto de vista reticular (ver bibliograffa
adjunta), sino que es una realidad congruente
con la vaguedad, impuesta por el sentido
comun.
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Resumen

Este trabajo tiene como objetivo profundi-
zar en un tema de vaguedad gramatical: las semio-
raciones. Una semioracion puede caracterizarse
como una oracion que no es, desde un punto de
vista gramatical, absolutamente correcta, pero
tampoco incorrecta (en el sentido de que la
comprende perfectumente un hablante-oyente de
la lengua en la que e¢s proferida). Este estudio
indaga.

(a) en una posible caracterizacion de las
semioraciones en el dmbito de la gramdtica de una
lengua, lo que ayuda a profundizar en el concepto
de gramaticalidad,

(b) en el correlato de las semioraciones en
los lenguajes formales, las semicadenas, que re-
sultan de ejecutar producciones que se desvian de
aquello que estrictamente permiten las reglas de
una gramdtica.

Palabras clave: vaguedad, graméticas fuzzy,
semioracion, semicadena.

1. Vaguedad lingiiistica y vaguedad
gramatical

El tipo de vaguedad lingiiistica m4s usual, y
también al que mds se alude, es aquel que tiene su
origen en la referencia; es decir, en el proceso
mediante el cual una palabra significa a un objeto.
A este tipo de vaguedad lingiifstica se le denomi-
na, de manera mas especifica, vaguedad semdn-
tica. Desde este punto de vista, se dice que una
palabra es vaga cuando no denota de una manera
precisa o inequivoca a su referente; esto es,
cuando existen objetos para los cuales es dudoso

Teenologias y Logica Fuzzy'94

José Angel Olivas

PMM Centro de Estudios
Avda. de Vinuelas, 17. 28760
Tres Cantos. Madrid
Telf. 91. 8035900

que queden significativamente bien representados
por esa palabra. Cuando estas palabras lo son de
colecciones o clases de objetos, dan nombre a los
conjuntos borrosos y propician una seméntica
formal borrosa [Zadeh, 1971].

Aunque menos corrientes que la vaguedad
semdntica, existen otros tipos de vaguedad lin-
giifstica, como la vaguedad fonoldgica, presente,
p. €j., en el contexto del reconocimiento fénico
de los usos dialectales de una lengua; la vaguedad
morfolégica, acompaiante de la deficiente carac-
terizacién de clases de palabras en virtud de sus
terminaciones; la vaguedad sint4ctica, que hace
alusién , p. €j., a ausencia de regularidades en el
formato de las cldusulas de complemento indi-
recto; o, por fin, la vaguedad gramatical, presente
en clasificaciones gramdticales, donde los datos
se agrupan de manera mds bien ‘squishy’ que
precisa [Ross, 1972].

Este trabajo estudiard aspectos relaciona-
dos con la vaguedad gramatical;, en concreto,
atenderd al estudio de las semioraciones, oracio-
nes que, desde un punto de vista gramatical, no
son totalmente correctas, pero tampoco incorrec-
tas; esto es, oraciones que son mds bien grama-
ticales que no gramaticales o agramaticales, pero,
atn asi, no totalmente gramaticales. El estudio de
las semioraciones tiene una doble relevancia:

(I) En el ambito del lenguaje natural, para
profundizar en el concepto de oracidn gramatical-
mente casi correcta, asi como en la comprension
que un hablante-oyente de una lengua tiene de
estas oraciones a pesar de su relativa malforma-
cién. Abundar, en este contexto, en la distincidn
de gramaticalidad y aceptabilidad.

(II) En el dmbito de los lenguajes forma-
les, para fundamentar el desarrollo de gramdticas

139



140 Semioraciones y semisartas (Estudio de algunos aspectos)

formales que permitan la generacion de lenguajes
en los que las cadenas se desvian de aquello que
estrictamente permiten las reglas de produccién
de esa gramadtica.

2. Notas para una teoria de las se-
mioraciones

Un estudio sobre la vaguedad gramatical
es, en buena parte, una indagacién acerca de si
determinados objetos lingiifsticos se pueden agru-
par en categorias gramaticales con bordes nitidos
o s1, por el contrario, hay objetos susceptibles de
pertenecer a mas de una categoria, de ser miem-
bros de una categoria con mds claridad que de
otra. Si esta ultima hip6tesis fuese correcta, en-
tonces debe admitirse la existencia de categorfas
gramaticales con bordes difusos, a las que los ob-
jetos lingiiisticos pertenecerdn con un grado: gra-
do que representa a algunas de las propiedades
gramaticales de ese hecho.

Un andlisis de la gramética inglesa muestra
esta particularidad [Ross, 1972]. Representando
en cursiva algunas de las categorias centrales de
esta gramdtica, y en escritura normal a las cate-
gorias de transicién entre las categorias centrales,

Verbo > participio presente > participio
pasado > Adjetivo > preposicion > nombre
adjetival > Nombre. (> indica un orden parcial).

s€ constata una gradacion entre ellas. En las cate-
gorias centrales, las oposiciones funcionan de
una manera binaria: un hecho lingiiistico pertene-
nece o no pertenece a la categoria considerada.
Las categorias de transicién, en cambio, no tienen
este cardcter dicotomico, como muestra de modo
relevante el caso del participio: si es de presente,
supera algunas pruebas gramaticales propias de
los verbos, pero si es de pasado, comparte més
caracteristicas con la categoria ‘adjetivo’ que con
la categoria ‘verbo’.

El ejemplo visto anima a distinguir en las
clasificaciones gramaticales unos elementos cen-
trales, con pertenencia fetén, y otros periféricos,
con pertenencia gradual a la categorfa. Un modelo
gramatical que permita esta agrupacidn eldstica,
no rigida, de hechos lingiiisticos, hard suya no-
ciones como: ‘construcciones sinticticas inesta-
bles’, ‘unidades morfolégicas poco integradas’,
‘esquemas morfoldgicos semiproductivos’ o ‘se-

mioraciones’, entre otras. Discutamos, a conti-
nuacién, algunas caracteristicas de las semiora-
ciones.

La conceptualizacion de una semioracion
presupone, respecto a la gramaticalidad, una al-
ternativa a la oposicién gramatical/no gramatical.
En este contexto, el sentido doble de la particula
‘no’ permite una triple distincién: (i) oraciones
gramaticalmente correctas, (ii) oraciones gramati-
calmente no correctas e (iil) oraciones gramdti-
calmente incorrectas o no gramaticales. A las
oraciones que se identifican con la tipologfa (ii),
le denominamos semi-oraciones (S -O). Un ejem-
plo de semioracion es: Una idea surgio a mf o Un
bocadillo coml.

En estos ejemplos se puede observar como
la malformacién es ocasionada por una deficiente
ordenacién sintictica. Pero no todas las semi-
oraciones son ocasionadas por problemas sint4c-
ticos. Irregularidades en el estrato seméntico ex-
plican, como se verd mas abajo, la ausencia de
gramaticalidad completa, p. ej., en la oracién E/
Juicio corre deprisa.

Una teoria de las semioraciones debe ex-
plicar, entonces, como el conocimiento que el
hablante tiene de la estructura de una lengua le ca-
pacita para entender frases que no son totalmente
gramaticales, pero tampoco gramaticales. Respec-
to al conocimiento que un hablante posee de su
gramadtica y a la capacidad explicativa que se le
presupone a €sta para agrupar a todos los hechos
lingiifsticos, una S-O genera una doble perpleji-
dad:

+ Si la 5-O no es derivable, entonces la
gramatica es incompleta,

» Sila S-O es derivable, la gramdtica falla,

perplejidad que debe resolver, de una manera no
dicotdmica, una teoria que se ocupe de estas enti-
dades lingiiisticas.

Una forma de catalogar oraciones produci-
das por irregularidades semanticas es distinguir
distintos niveles de descripcién estructural de una
oracion [Chomsky, 1964]. Llamémosle a cada
uno de estos niveles, formativos (formatives)
[Bolinger, 1961]. Supongamos, entonces, que
disponemos de m niveles de formativos f1;, fl,,
. fln,..., le, fzg, e f:’n,,..., foy, My
fm,, de tal forma que los subindices 1,2, .. n
indican mayor grado de especificidad en la des-
cripeién estructural. Sea la oracién ya citada,

El juicio corre deprisa (O1)



oracién con una buena ordenacion sintictica, pero
de la que no se puede decir que sea gramatical-
mente tan correcta como la oracién El atleta corre
deprisa. Su anomalia se encuentra, por tanto, en
el componente semdntico. Vedmoslo.

Especifiquemos, a continuacidn, diferentes
niveles de formativos con referencia a los tipos de
hechos lingiiisticos que describen. Admitase que,
en el nivel 1, fl|, representa a palabras. En el ni-
vel 2, f!5 a los nombres, 25 a los verbos, f23 a
los adverbios y f24 a los articulos. Por dltimo, en
el nivel 3 se representan clases de formativos que
son subclases de los presentados en 2: 3| repre-
senta a los nombres de objetos inanimados, f3; a
los verbos de movimiento £33, a los adverbios de
tiempo y f34 a los articulos determinados.

(O1) tiene, por tanto, tres posibles niveles
de representacion estructural (acordes con los
formativos distinguidos). En el nivel 1, 1}, repe-
tido tantas veces como palabras hay. En el nivel
2, f24+ 21+ 25 + 25, que equivale a Art + N +
+ V + Adv. Por ultimo, en el nivel 3, 34, +
+£3 m+ 35, + 334, donde a, m, t y d representan
subcategorizaciones (animado, de movimiento...)
de las categorias diferenciadas a nivel 2.

Dada una gramdtica quc disponga de estos
niveles de descripcién, es posible decir algo
acerca de la gramaticalidad de (O1):

-El nivel 1 es muy genérico y daria como
gramatical a cualquier sucesion de palabras,
incluida, por tanto, también (O1).

-Los niveles 2 y 3 constituyen sucesivos
refinamientos de 1. El nivel 2 revela una primera
estructura de (O1): Art + N + V + Adv. Dado que
ésta representa a una buena ordenacién sintictica,
es entonces posible, seglin la gramatica del espa-
fiol, generar (O1).

-El nivel 3, en cambio, a pesar de que com-
parte con el nivel 2 la descripcién estructural de
(O1), impide la generacién de esta oracién,
porque hay una regla de estructura de constitu-
yentes que indica que un verbo de movimiento
s6lo acompafa a nombres con la marca ‘anima-
do’, como ocurre, p. €j., en la oracién El atleta
corre deprisa. El nivel 2 permite generar la semi-
oracion (O1), porque su nivel de andlisis grama-
tical no es suficientemente granular. (O1) no con-

raviene en el nivel 2 la regla que en el nivel 3

transgrede.
Acorde con esta forma de descripcion gra-
matical, se puede decir que una semioracion es
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una oracion que es gramatical (nivel 1y 2) y no
gramatical (nivel 3) a la vez.

No obstante, atin en un mismo nivel de
descripcidn estructural, existen oraciones que no
son totalmente gramaticales respecto a otras que
si lo son. Son desviaciones que se caracterizan a
nivel puramente sintdctico. Tal es el caso de Un
bocadillo comf (con referencia a la oracién gra-
matical, Comi un bocadillo).

Una forma usual de explicar las S-O desde
un punto de vista sintdctico, contempla tres
formas de desviacién de lo que podia conside-
rarse como oraciones nucleares, obtenidas de de-
rivaciones sintdcticas normalizadas. Los tipos
mds sencillos de variantes son descritos como
‘inversion’, ‘adicién’ y ‘supresién’, que se pue-
den resumir en el siguiente formato, (propio de
las reglas de produccién):

Formato Nombre
...... A...B>. ... B......A Inversion
...... A....B—- .. ... A... Supresién
A - B...... A Adicién

Ejemplos (en el mismo orden):

Comi un bocadillo — Un bocadillo comi
Comi un bocadillo — Comi bocadillo
Comi enun bar — Te comi en un bar

Obsérvese como en el lado izquierdo de las
producciones hay frases totalmente gramaticales,
mientras que en el lado derecho hay semioracio-
nes.

De modo paradigmadtico, la propiedad co-
nocida como supresion (deletion), muestra que,
para determinado tipo de palabras, no puede dar-
se una regla universal acerca de la posibilidad de
suprimirlas o no en las oraciones sin que se altere
la gramaticalidad (vaguedad) o el significado (am-
bigiiedad) de la oracién. [Ross, 1973]. El si-
guiente ejemplo muestra casos de ambigiiedad
gramatical. (Se usard la siguiente notacion: (*)
por ‘puede elidirse’ y *( ) por ‘no puede eli-
dirse’).

Se estudiard la supresion de tres clases de
palabras: preposiciones, adjetivos y nombres.
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» Supresion para la preposicion.
~Tu perfume (*a) me sorprendid.
— Fue sorprendente *(para) mi tu perfume.

» Supresion para los adjetivos.
—Sara es como (*a) una mufieca.
—Sara estd [cercana] *(a) una mufieca.

* Supresion para los nombres.
~Siento [el] (*hecho) [de] que vinieses.
-Siento [el] *(hecho) de ayer.

La propiedad de supresién muestra, por
tanto, como algunos elementos gramaticales (‘a’,
‘hecho’) pueden ser a veces suprimidos o no su-
primidos en las frases sin pérdida de grama-
ticalidad y como en otras ocasiones esta caracte-
ristica no se mantiene, como muestra la oracién
del ejemplo, Siento el hecho de ayer.

Hasta aquf se han expuesto algunas formas
de catalogar o generar semioraciones. No obstan-
te, una teoria de las semioraciones debe tener co-
mo objetivo dar una medida del grado de buena
formacion de una frase, una valoracién de su
grado de desviacion gramatical. Una propuesta
plausible deberia hacerlo depender del grado de
adicion/supresién y del grado de inversién del
elemento o elementos que originan la desviacion
gramatical.

El grado de inversion o accesibilidad es el
grado de movilidad del elemento o hecho lingiis-
tico dentro de una oracién (el elemento considera-
do se pone en cursiva).

1. i Es posible que Jorge se matricule de
francés el proximo ano.

1. El préximo ano es posible que Jorge se
matricule de francés.
2. i. El hombre con bigote que vi ayer es el
primo del inspector.

ii. El hombre con bigote es el primo del
inspector que vf ayer.

En 1 se tiene el mdximo grado de accesibi-
lidad para la expresién ‘el préximo aiio’. Por
ello, el sentido y referencia de las oraciones del
ejemplo (1i) y (1ii) no cambia a pesar de que la
ordenacién de sus elementos léxicos sea dife-
rente. En 2, en cambio, el grado de accesibilidad
de la oracion de relativo ‘que vi ayer' es minimo;,
al cambiarla de posicidn se cambia el sentido de la
frase, como muestra una comparacién entre (2i) y
(211).

El grado de adicién es es grado de posibi-
lidad de incrustacién de un elemento gramatical
en la frase. P. ¢j.,

Oracién base: Es posible que llueva.
3. (1). Es posible que mariana llueva.
(11). Marana es posible que llueva.
Oracién base: Siento que Juan sea asf.
4. (i). Siento siempre que Juan sea asf.
(i1). Siento que Juan siempre sea asf.

En 4 la posibilidad de que la frase cambie
significativamente de sentido alterando la ocu-
rrencia de la palabra en cursiva es médxima, cir-
cunstancia que no se mantiene en 3.

Nétese como en estos ejemplos, las pala-
bras en cursiva no originan casos de vaguedad
gramatical, sino de ambigiiedad gramatical, que
es posible reconocer inmedatamente si se genera
el drbol de cada una de las oraciones. Alteran
simplemente el significado de las oraciones, no
su gramaticalidad. Si la incrustacion y la movi-
lidad de un elemento originan, no una alteracién
en el significado (la oracién seguiria en ese caso
estando acorde con las reglas gramaticalmente
establecidas), sino la transgresion de alguna de
estas reglas, entonces estarfamos ante un caso de
vaguedad gramatical. Cuanto menor sea el grado
de incrustacién y de movilidad, mayor serd la
transgresion, de manera que una semioracién se-
ria tanto menos gramatical cuanto mds se apro-
xime el producto de estos dos factores a cero.

Por dltimo, una cuestién metodolégica: es
interesante analizar si la comprensién de una se-
mioracién es explicable porque supone una des-
viacion pequefia respecto a una regularidad gra-
matical o si se debe a nuestra habilidad cogni-
tiva. Es decir, si las semioraciones no son grama-
ticales, pero son aceptables como oraciones por-
que permiten comunicar a una buena parte de los
hablantes de un lenguaje o si permiten comunicar
porque presentan parecido con las oraciones
totalmente gramaticales. Mientras ‘gramaticali-
dad’ es un término propio del dmbito de la lin-
gliistica, ‘aceptabilidad’ es una palabra de la so-
ciolingiiistica, de manera que podria pensarse, p.
ej., en evaluar una oracién como semioracién y
hasta un grado dependiendo de la aceptabilidad
que esa oracion tuviese en una comunidad lin-
gliistica. Esta evaluacion no seria posible para
una oracion totalmente gramatical, que es tal inde-
pendientemente de su aceptacion. Esto entronca



con una cuestion tedrica venerable, pero que no
va a ser discutida en este trabajo: Si Ia gramatica
debe ser normativa o, por el contrario, debe res-
ponder a los hechos lingiiisticos tal y como se
presentan y, por tanto, también a sus desviacio-
nes.

Lo relatado hasta aqui sélo pretende ser un
esbozo inicial de algunos elementos para una teo-
ria de las semioraciones. La complejidad del len-
guaje natural hace que la tarea de su recons-
truccién sea una labor mucho mds amplia que los
simples apuntes que se indican en este trabajo.

3. Semigramaticalidad y semicade-
nas

El objetivo de este apartado es definir casos
de vaguedad gramatical en el contexto de un
lenguaje generado por una gramdtica formal.

Dada una gramatica formal, G = <N, T, §,
P>, donde:

N es el vocabulario no terminal

T es el vocabulario terminal

S es el simbolo intcial y

P es el conjunto de reglas de produccion,

se considera que se pueden producir cadenas im-
precisas (semicadenas), de modo andlogo a como
se generaban semioraciones, de tres formas:

Por,

« Inversién. Se genera una sarta andloga a
una sarta gramatical, con la diferencia de que tie-
ne sus elementos cambiados de orden (la natura-
leza de estos elementos, es decir, si son elemen-
tos del vocabulario no terminal o del vocabulario
terminal, lo indicard el tipo de gramdtica que se
este definiendo -sensible al contexto, libre de
contexto...-)

« Supresion. Se genera una cadena andloga
a una cadena gramatical, excepto en que tiene
algun simbolo terminal menos que la cadena gra-
matical con la que se compara.

« Adicion. Se genera una cadena analoga a
una cadena gramatical, excepto en que tiene algin
simbolo terminal mds que la cadena gramatical
con la que se compara.

+ Ejemplo.
Sea G = <{A, B}, {a. b, ¢}, A, P}>,
donde las P son,
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1. A > aB
2. B—> cAa
3.A—>c¢

Veamos, a continuacion, que producciones
son posibles,

Sin desviacion

» Reglas de produccién » Cadenas
(las mismas) ~cca(2,3)
—acca(l,2,3)

Con desviacion por:

* [nversion

« Reglas de produccién « Cadenas

1. A — Ba —acc (21, 31)

21. B — aAc —acca (1, 2i, 31)
31.A —>c¢

* Supresion

« Reglas de produccidn « Cadenas
I1s.(A—>B_1 A— a) —c (2s, 3s)

2s.(B— _AclB—>a.c IB—oaA)

—a (1s)
3s. A—> L —ac (1s, 2s)

—aa (Is, 25s)
* Adicion

« Cadenas (S6lo se
ponen algunas)
la. A — {alblc}aB}laB{alblc}}

—acaca (2a, 3a)
2a. B > {alblc)cAa} | {cAafalblc})

— acbca (2a, 3a)
3a. A - lalblc)lc)i{c{alblc}}
- accca (2a, 3a)

« Reglas de produccion

Una cuestién que surge de modo natural es
si se puede dar algin tipo de cuantificacion de la
desviacion de una cadena y como. Una posible (y
parcial) respuesta es hacerla depender de algin
tipo de razon entre el nimero de simbolos de la
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cadena y los simbolos anémalos que ésta con-
tenga, como p. €j.’

grado de vaguedad de una cadena = (IST | - [SAl+
ISTDinversion X (ISTI — ISAl + |ST|)suprcsién X (ISTI
~(ISAl = ST 4,060 1), donde:

ST = Numero total de simbolos
SA = Nimero andmalo de simbolos

« Ejemplo:

Si se toma como cadena gramatical (genera-
da sin desviacion alguna) a: — cca, el célculo de la
gramaticalidad para las semicadenas (generadas
con desviacion por ‘'inversion' y ‘adicién y
supresion’, respectivamente); — acc y — accca, se
harfa de la siguiente forma:

Para - acc seria: 3-2+3 x 3-0+3 x 3-0+3
=1+3 =0.33

Para —acaca seria: (considerando que se a-
nade aca y se suprime ¢): 6-3+6 X 6-1+6 X 6-0+6
=3+6 x 5+6 = 0.41

Este esbozo de calculo cuantitativo de la
desviacion de una cadena constituye una aproxi-
macion muy provisional al tema. Un estudio mds

elaborado superaria, sin embargo, el alcance de
este trabajo

4. Conclusiones

En esta contribucién se indican algunos ele-
mentos a tener en cuenta en el posible diseno de
una teoria de las semioraciones. En cualquier ca-
s0, la complejidad del lenguaje natural hace que la
aproximacién emprendida aqui tenga un caracter
s6lo provisional. Se ofrece también una breve no-
ta acerca de como la nocion de semigramatica-
lidad puede ser ratada en una gramdtica formal a
través de la nocién de semicadena.
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Resumen

Este trabajo se centra en el estudio del concepto
de independencia para medidas de posibilidad.  Se
constderan diferentes alternalivas, y se analizan sus
propiedades. Ademds se realiza un esludio formal
de las condiciones que, de verificarse, conducirian a
definiciones apropiadas de independencia para postbil-
tdades.

Palabras clave: independencia condicional, medi-
das de posibilidad, condicionamiento.

1 Introduccion

El concepto de irrelevancia o independencia entre
sucesos o variables se ha identificado como uno de los
mas importantes a tener en cuenta para realizar tareas
de razonamiento en dominios de conocimiento amplios
y/o complejos de una forma eficiente. La dependen-
cla es una rclacién que establece un cambio poten-
cial en nuestra creencia actual subre un suceso o una
variable de un dominio de conocimiento, como con-
secuencia de un cambio especifico de nuestro estado
de conocimiento sobre otro suceso o variable de dicho
dominio. Por tanto, si una variable X es consider-
ada como independiente de otra variable Y, dado un
estado de conocimiento Z, entonces nuestra creencia
sobre X no variard como consecuencia de adquirir in-
formacion adicional sobre Y. En otras palabras, la in-
dependencia permite modularizar el conocimiento de
forma que solo es necesario consultar la informacién
relevante para la cuestién particular en la que este-
mos interesados, en lugar de tener que examinar una
base de conocimiento completa. De este modo, los
sistemas de razonamicnto que tienen en cuenta con-
sideraciones sobre la independencia pueden ganar en
eficiencia. Este es el caso de las redes causales o redes
de creencia ([10, 11, 17]), que codifican las relaciones
de independencia mediante grafos.

“Este trabajo ha?ido financiado por la DGICYT,
Proyecto PB92-0939
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[n el contexto de sistemas que manejan conocl-
miento con incertidumbre, el concepto de independen-
cia e independencia condicional solo ha sido estudiado
profundamente para medidas de probabilidad (ver,
por ejemplo, [3, 9, 15]), aunque ya existen algunas
aportaciones para otros formalismos de tratamiento
de la informacién con incertidumbre ([1, 2, 14]), asi
como trabajos que considcran la independencia desde
un punto de vista abstracto ([11, 12, 16]).

El objetivo de este trabajo es investigar diversas
formas de definir relaciones de independencia en el
contexto de la teoria de la posibilidad [18, 6].

El trabajo se estructura en 7 secciones: en la seccion
9 se introducen las propiedades que habitualmente
se considera que una relacién de independencia de-
beria verificar, y que conducen a un esquema de repre-
sentacién mediante grafos. Los conceptos de marginal-
izacién y condicionamiento para medidas de posibil-
idad que se emplean en el trabajo se describen en
la seccién 3. La seccidn 4 estudia diferentes defini-
ciones alternativas de independencia para posibili-
dades, basadas en un concepto de condicionamiento
propio de la teoria de Dempster-Shafer. Manteniendo
todavia el mismo concepto de condicionamiento, en la
seccién 5 se hace un breve estudio de las propiedades
que una relacién de similaridad entre posibilidades de-
beria verificar para que su empleo en la definicion de
independencia resultase adecuado. En la seccidn 6 se
consideran otras definiciones de independencia, pero
ahora tomando como base otro concepto de condi-
cionamiento, mas usual en un contexto posibilistico.
Finalmente, la seccion 7 contiene algunas conclusioncs.

2 Axioméitica para las relacio-

nes de independencia

El estudio en profundidad de la idea de indepen-
dencia condicional en la teoria de la probabilidad
(también en teoria de bases de datos o en teoria de
grafos) ha conducido a la identificaciéon de una se-
rie de propiedades que parcce razonable exigir a toda
relacion que intente capturar la nocion intuitiva de in-
dependencia, v que por tanto se han postulado como
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una axiomatica para las relaciones de independencia
[11]. Si denotamos por I(X,Y|Z) la asercién ‘X es
independiente de Y dado Z’, donde XY y Z repre-
sentan conjuntos (disjuntos) de variables de un deter-
minado dominio de conocimiento, tales propiedades
son las siguientes:

e Al Independencia trivial:
I(X,017)

e A2 Simetria.
I(X,Y|Z) = (Y, X|2)

e A3 Descomposicion:

I(X,Y UW|Z) = I(X,Y]|2)

o A4 Unién débil.
I(X,YUW|Z) = [(X,W|ZUY)

e A5 Contraccion:
(X, Y|Z)y I(X,W

ZUY)= I(X,Y UW|Z)

e A6 Interseccion.
I(X,)Y|ZUW)y (X, W|ZUY) = (X, YU
wl|z)

donde X,Y,Z, W son conjuntos disjuntos arbitrarios
de variables.

De todas estas propiedades, tal vez la menos uni-
versal es la de Interseccidn (por ejemplo, solo las dis-
tribuciones de probabilidad estrictamente positivas la
verifican, mientras que cualquier distribucion de prob-
abilidad verifica las restantes propiedades).

Dependiendo de qué propiedades se verifiquen en
una situacién concreta, para un modelo de indepen-
dencia concreto, es posible construir diferentes tipos
de grafos, por diferentes medios, que exhiban (a través
de los criterios de separacion o d-separacién en grafos)
todas o algunas de las independencias representadas
en el modelo de partida ([11, 17]).

3 Medidas de posibilidad. Mar-
ginalizacion y condicionami-

ento

Si consideramos como referencial un conjunto finito
X = {z1,22, ..,2,} (0 bien una variable X cuyos
valores posibles son {z),z3,...,2,}), una medida de
posibilidad definida sobre X es una funcién de con-
junto

T P(x)--10,1],

tal que

oY) L

2 N(AUB) = max(11(A), [I(B)), VA, B C X

Asociada con la medida de posibilidad 11, se define la
distribucién de posibilidad

m: X —[0,1]

mediante

n(z) = M({z}), Y € X.

La informacidn contenida en la distribucién de posibil-
idad es suficiente para reconstruir la medida de posi-
bilidad, puesto que

VAC X, II(A) = meanw(:z:).

Dada una distribucién de posibilidad bidimensional
7 definida sobre el producto cartesiano XxY', la dis-
tribucién de posibilidad marginal sobre X, mx (por
siinplicidad, y stempre que no de lugar a confusién,
eliminaremos el subindice), se define siempre mediante

7x(z) = maxn(z,y), Vz € X.
yey

En cambio, el concepto de distribucién de posibili-
dad condicional no es tan universal, existen diferentes
alternativas para su definicion. Nosotros consider-
aremos principalmente las siguientes:

1.- La distribuciéon de posibilidad sobre X condi-
clonada al suceso [Y =y, m4(.|y), se define mediante

ra(zly) = "W 1)

7(y) maxgrex m(z',y)

que no es mas que una de las definiciones habituales
de condicionamiento para medidas de plausibilidad de
Dempster-Shafer [4, 13], concretamente la regla de
Dempster de condicionamiento, para el caso partic-
ular de medidas de posibilidad.

2.- La distribucién de posibilidad sobre X condi-
cionada al suceso [Y = y], m4(.]y), se define mediante

Wh(fly) — { T(I,y)

Una versién ligeramente diferente de esta definicién
fue propuesta en [8], como la solucién de la ecuacién

st m(z,y) < 7(y)
si w(z,y) = m(y)

m(z,y) = n(z|y) Am(y), Yz € X.

np resulta ser la solucidn menos especifica de esta
ecuacién [7].

Obviamente estas definiciones de distribuciones de
posibilidad marginales y condicionales pueden gener-
alizarse de forma inmediata al caso n-dimensional.

4 Definiciones de independen-

cla posibilistica
Consideremos un conjunto finito de variables I, so-
bre el que disponemos de una distribucion de posibil-
idad n-dimensional #. Dados tres subconjuntos (dis-
juntos) de variables de U, X, Y y Z, represcntare-
mos mediante [(X, Y |Z) lasentencia X es condicional-
mente independiente de Y dado 7, para el modelo de



independencia asociado a la distribucién o, Denotare-
mos por z,y,z los valores genéricos que las variables
respectivas pueden tomar. Los valores de, por ejemplo
Y U Z, se denotaran simplemente mediante yz

La forma mas obvia de definir la independencia
condicional es proceder de forma similar al caso prob-
abilista, es decir, mediante la factorizacion de la dis-
tribucién conjunta de X,Y, Z. Esta idea es la consid-
erada en [14], en el contexto mas general de los sis-
temas basados en valuaciones. En nuestro caso, esta
idea, empleando el condicionamiento de Dempster, da
lugar a:

[(X,Y|2) & ma(z|yz) = na(x|2),

es decir, el conocimiento sobre el valor de la vari-
able Y no modifica nuestra informacion sobre los val-
ores de X, una vez que se conoce el valor de la vari-
able Z; z,y, z son valores arbitrarios de las variables
X,Y,Z, con la iinica restriccion de que las medidas
condicionales implicadas estén definidas, es decir, que
m(yz) # 0.

Esta definicién cumple las propiedades A1-A5, y si
la distribucién de posibilidad 7 es estrictamente posi-
tiva, también cumple A6.

[l problema con esta definicidn es, en nuestra
opinién, que es excesivamente estricta, habida cuenta
que se exige la igualdad de las distribuciones, y que
éstas representan un conocimiento impreciso. El prob-
lemase agravaen el caso (habitual) de que las distribu-
ciones tengan que scr estimadas, a partir de datos o
de juicios humanos.

La definicién anterior supone que nuestra infor-
macién sobre X permanece inalterada al condicionar
a Y Una idea alternativa podria ser considerar que
se da la independencia cuando al condicionar a Y no
se gana informacién adicional sobre los valores de X
(pero se podria llegar a perder). El concepto de que
una distribucién de posibilidad sea mas o menos in-
formativa que otra es capturado adecuadamente por
la siguiente definicién de inclusién [5]: Dadas dos dis-
tribuciones de posibilidad = y n’, sc dice que 7' esta
incluida en (proporciona menos informacién que) s
y solo si w(z) < 7'(z) Vz.

Empleando la relacién de inclusion entre posibili-
dades, la idea anterior se puede expresar mediante

(XY

Desgraciadamente esta definicién no cumple la pro-
piedad A4 ﬂunién débil), aunque si cumple Al- A3 y
A5. El problema creemos que se encuentra en el hecho
de que no se ha llevado hasta sus ultimas consecuen-
cias la idea de independencia como no ganancia de
informacién: si al condicionar se pierde informacion,
parecc mas convenicnte ‘quedarnos como estdbamos’.
Esto puede ser debatible, pero representa una especie
de regla por defecto: si para un contexto muy cs-
pecifico se carece de informacién, emplear la infor-
macion disponible en un contexto menos especifico.
En términos précticos, esta idea implica un cambio en
la definicién de condiclonamiento:

74 (zly) :{ m(x) sima(zly) 2 mlx) vx

Z) ¢ wa(z|yz) > ma(z]2)

ma(xly) st 3o’ tal que mg(2’|y) < 7(2)
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Empleando este condicionamiento, la nueva definicién
de independencia es

1(X,Y|Z) & ma (x|yz) = 7q.(z|2).

Esta definicidn satisface las propiedades Al y A3-A6
(incluso para distribuciones no estrictamente positi-
vas se cumple la propiedad de interseccion). No ver-
ifica la simetria (pero ésta es una propiedad facil de
recuperar: basta definir una nueva relacién I'(,, .|.)
mediante I'(X,Y|Z) & I(X,Y|Z) y I(Y, X|Z), para
obtener la simetria).

Otro enfoque muy diferente para definir el concepto
de independencia consiste en considerar que las dis-
tribuciones m4(z|yz) y ma(x|z) sean similares en algin
sentido. Asi pues, si ~ es una relacién en el conjunto
de las distribuciones de posibilidad, se definiria la in-
dependencia mediante

I(X,Y|2) & ma(x|yz) =~ ma(z|2).

Existen diversas alternativas para definir la relacién
veamos algunas de ellas:

Si pensamos que una distribucién de posibilidad es-
encialmente establece una ordenacién entre los valores
que la variable sobre la que la distribucién proporciona
informacién puede tomar, considerando que la cuan-
tificacién de los grados de posibilidad es secundana,
entonces podriamos decir que dos distribuciones de
posibilidad son similares si establecen la misma orde-
nacion. Mas formalmente, podemos definir la relacién
~ mediante

~

3

r~ 7 oV, [r(z) < 7(z") & 7'(z) < 7'(z")].

La independencia definida mediante esta relacion
(que podriamos llamar de ‘isoordenacién’) verifica las
propiedades Al y A3-A5, y también A6 para distribu-
ciones estrictamente positivas; sin embargo no verifica
la simetria.

Otra, alternativa es hablar de similaridad entre dis-
tribuciones cuando los grados de posibilidad de las
distribuciones para cada valor sean parecidos. Mas
concretamente, sea m un entero positivo cualquiera,

v sean {ak}r=o,.,m tales que ag < o < ... <
Qm_1 < Om, con ag = 0y oy = L. Si denotamos
Ik:[a’k_l,ﬂk),k:l,.--,m_l,y[ :[am—l;am]>

entonces definimos la relaciéon ~ mediante
1~ &Vz3ke{l,. . ., m}tal que n(x), 7'(z) € Ik

Esta definicién es equivalente a la siguiente, estable-
cida en términos de los a-cortes de la distribucion

e~ e COlr o) =Clr' o) Ve =1,... ,m-1

donde C(m, a) = {x|n(z) > a}. La idea es también
equivalente a discretizar el intervalo [0, 1] (el rango
de variacion de las distribuciones), y decir que dos
distribuciones son similares si sus respectivas dis-
cretizaciones coinciden. La relacion de independencia
definida en estos términos verifica las propicdades Al
v A3-A6 (aunque A6 solo para distribuciones estrie-
tamente positivas), y de nucvo falla la simetria.
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Por dltimo, una tercera alternativa para definir ~
esta basada en la siguiente idea: considerar un um-
bral ag, a partir del cual se considera interesante dis-
criminar entre los grados de posibilidad de dos dis-
tribuciones, de forma que los valores cuyos grados de
posibilidad sean inferiores al umbral no se consideran
relevantes. En términos de los a-cortes de las distribu-
ciones, esta relacion ~ se expresaria de la siguiente
forma:

T~ & C(r a)=C(r, a) Vo > aq,

que resulta equivalente a

C(w,ao) = C(?T/, ao)
y w(z)=n'(z)Vz € C(m,ap)

/
T>T &

De nuevo, la independencia definida en términos de
esta relacién =~ verifica las propiedades Al, A3- A5 (y
A6 para distribuciones estrictamente positivas), y no
cumple A2.

5 Condiciones suficientes para

los axiomas de independencia

En esta seccién continuamos con la idea de definir la
independencia I(X,Y|Z) en términos de una relacién
de similaridad =~ entre las distribuciones de posibilidad
condicionadas w4(z|yz) y 7+(z|z), pero pretendemos
estudiar qué tipo de propiedades de ~ son suficientes
para garantizar que la relacion de independencia asi
definida cumpla algunas de las propiedades o axiomas
considerados anteriormente.

En primer lugar, es obvio que la Independencia
trivial (A1) se cumplird si =~ es una relacién reflex-
iva. También es evidente que la transitividad de ~
garantiza la propirdad A5 (Contraccién). Si ademds,
~ es simétrica, entonces puede deducirse que se ver-
ifica A3 (Descomposicién) si y solo si se verifica A4
(Unidn débil). Por tanto, parece que las relaciones de
equivalencia ~ son buenas candidatas para definir la
independencia.

Una condicion suficiente para que se verifique A3
es que -z cumpla la siguiente propiedad:

Sea {m,} una familia de distribuciones de posibili-
dad, y {A,} una familia de nimeros reales positivos.
Entonces

T 22 (1)
As max, A,
Ademas, en caso de que las distribuciones sean estric-
tamente positivas, el cumplimiento de la propiedad
anterior también garantiza que se verifica A6.

Por tanto, toda relacién de independencia posi-
bilistica definida en términos de una relacidn ~ que sea
de equivalencia y verifique (1) cumple las propiedades
de Independencia trivial, Descomposicién, Unidn dé-

bil. Contraccidn e Interseccion (aunque esta ultima

solo para distribuciones estrictamente positivas). La
iinica propiedad que queda fuera de este contexto es
la Stmetria, lo cual resulla curioso, puesto que es una

de las propiedades de la independencia aparentemente
mas intuitiva. Evidentemente, las tres relaciones ~
definidas en la seccidon anterior son de equivalencia y
cumplen (1)

6 Cambiando el operador de

condicionamiento
En esta seccidn emplearemos 7, como operador de
condicionamiento en lugar de m4, que ha sido el uti-
lizado en las dos secciones anteriores. Continuando
con la 1dea de independencia como no ganancia de in-
formacién tras condicionar, podemos entonces defintr

I(X,Y|Z) & nr(z|yz) > ma(z|2).

En este caso, a diferencia de lo que ocurria con wy,
la definicion anterior verifica las propledades Al ‘A5,
pero en general no verifica A6 (Interseccion). Ademds,
esta definicidon resulta ser equivalente a la siguiente:

(X, Y|Z) & n(zyz) = n(z2) A n(y2).

Si consideramos el caso particular de independencia
marginal (es decir, cuando Z = {), entonces obten
emos:
(X, Y|0) & nlzy) = 7(z) A n(y),

es decir, el conocido concepto de no interactividad
para medidas de posibilidad o conjuntos difusos. Por
tanto, nuestro concepto de independencia es lo que
podriamos llamar ‘no interactividad condicional’.

Obsérvese que para este tipo de condicionamiento
la inica operacion necesaria es la de comparacién. Por
tanto podriamos facilmente considerar distribuciones
de posibilidad valuadas en conjuntos diferentes del in-
tervalo [0, 1]: bastaria usar un conjunto (£, <), donde

ﬂZ{Lo,Ll,..‘,Ln}

Lo 2L X... XLy,

es dectr, un conjunto totalmente ordenado (por ejem-
plo, etiquetas lingiisticas), y definir medidas de posi-
bilidad mediante

Mm:P(X)— L
verificando:
1. T(X) = L,
2. TM(AUB) = V<(TI(A), [I(B)), VA, B C X,

donde V< es el operador maximo (supremo) asociado
al orden <.

En esas condiciones podemos definir el condicio-
namiento y la independencia de exactamente la misma
forma que antes, obteniendo las mismas propiedades.

Otra via diferente de extension (andloga a la que
hemos considerado en la seccidén 5 para el otro condi-
cionamiento} consistiria en considerar una relacion =



sobre el conjunto de las medidas de posibilidad, y
definir la independencia mediante

(X, Y|Z) & m(zyz) = n(xz) A m(yz).

En este caso se puede probar que para que esta
definicion de independencia cumpla Jos axiomas Al-
A5, es condicién suficiente que a sea una relacién de
equivalencia compatible con la marginalizacién y la
combinacién de distribuciones de posibilidad (emple-
ando el operador minimo como operador de combi-
nacion).

Por otra parte si, continuando el paralelismo con la
seccién 4, definimos 7, mediante

o (zly) = m(z)  si mp(zly) > w(z) Ve
ne(zly) = { mn(z|y) si 3:’;:’ tal que mp(2'|y) < m(z’)

y la relacién de independencia
I(X,Y|Z) & m,(2ly2) = mi.(z]2),

entonces se cumplen todas las propiedades A1-A6 ex-
cepto la Simnetria. Esta relacion resulta ser mas restric-
tiva que la no interactividad condicional, pues si se
verifica la independencia con esta definicién, también
se verifica la no interactividad condicional, pero el
reciproco no es cterto.

7 Conclusiones

El concepto de independencia, al igual que para
otros formalismos de tratamiento de informacién con
incertidumbre, es también impoiwante para la teoria
de la posibilidad. Sin embargo, y salvo contadas ex-
cepeiones, creemos que ha sido un tema no muy es-
tudiado hasta la fecha. En este trabajo hemos prop-
uesto diversas alternativas para la definicién de in-
dependencia posibilistica, basadas casi todas ellas en
Ja idea de condicionamiento, aunque empleando difer-
entes formulaciones. Ademas hemos estudiado sus car-
acteristicas, contrastandolas con un conjunto de ax-
iomas bien conocidos, que tratan de capturar la idea
intuitiva de independencia condicional. Es evidente
que queda mucho por hacer en este tema, desde pro-
fundizar mucho mas en las cuestiones aqui estudiadas
(como por ejemplo, las consecuencias de una definicién
no simétrica de independencia), hasta considerar otros
puntos de vista, no necesariamente basados en la 1dea
de condicionamiento. También es importante abor-
dar el problema de la construccién de grafos de in-
dependencias para posibilidades, y los mecanismos de
propagacion en tales estructuras.
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Abstract

We present a first order interpreter for multiple-
valued logic programming. This interpreter has been
designed in such a way that the computation of uni-
fiers and exploration of the search space are carried
out efficiently. Another feature of this interpreter is
that it can deal with a parametric family of multiple-
valued logics since different interpretation functions
for conjunction and implication can be used.

1 Introduction

Logic programming based on uncertainty logics
(possibilistic, probabilistic, evidential), as well as on
fuzzy or multiple-valued logics is a growing area of
interest in Artificial Intelligence [1, 3, 6, 7, 9, 10, 14].

In this paper we present a first order interpreter for
multiple-valued logic programming. This interpreter
has been designed in such a way that the computation
of unifiers and exploration of the search space are car-
ried out efficiently. Another feature of this interpreter
is that it can deal with a parametric family of multiple-
valued logics since different interpretation functions
for conjunction and implication can be used. In our
proposal terms are only constants and variables and
we consider as future work to extend the interpreter
to handle functions too.

Section 2 defines the family of multiple-valued log-
ics that the interpreter can deal with giving their
syntax, semantics and logical inference. Section 3
presents the interpreter beginning from a simple ver-
sion and, after discussing its inefficiencies concerning
the computation of unifiers and the exploration of the
search space, an improved version of the interpreter is
described. Finally, some conclusions are given in the
last section.

2 First order multiple-valued logic

The logics considered in this paper have the follow-
ing features: the set of truth values is the real interval
[0,1]; the interpretation function for the negation con-
nective is N(a) = 1 —a, for the conjunction connective
can be any T-norm and for the implication connective
is defined by residuation wrt the T-norm. For each
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C03-03 funded by the DGICYT
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Felip Manyal?

)Dpt. Informatica i E. Industrial
Universitat de Lleida
Ap. Correus 471, 25080 Lleida, Spain

T-norm, a different logic is obtained and so the in-
terpreter deals with a parametric family of multiple-
valued logics [6].

We present the syntax and semantics for multiple-
valued definite clauses whose terms are constants or
variables. We also give a sound and complete calculus.

Definition 1 (term) A term is a constant or a vari-
able.

Definition 2 (mv-atomic formula) If p is a predi-
cate symbol and ty, ..., t, are terms then p(ty,... t,

is an atomic formula. If p(ty,...,tn) is an atomic
formula and o € [0,1] then (p(ty,...,tn); @) is a mo-
atomic formula.

A program P in this language is formed by a finite
set of multiple-valued clauses (C, p) divided into facts
and rules which are defined as follows:

e fact: it is a ground mv-atomic formula.

e rule: it is a couple (¢ « p1,...,pk; ) where
q,p1,- .., Pk are atomic formulae and o € [0,1].

Definition 3 (interpretation) An interpretation T
of a first-order multiple-valued language is a non
empty domain D and a mapping I that assoctates:

e cach constant symbol a with an element I(a) € D;

e each predicate symbol p with a mapping I(p) :
D™ — [0,1], where n is the arity of p.

Definition 4 (valuation) A wvaluation oz with re-
spect to an interpretation I is a mapping from vari-
ables to the domain of T.

Definition 5 (semantics of terms) Let 7 be an in-
terpretation, @7 a valuation and t a term. The mean-
ing %5(t) of t is an element of the domain of I defined
as follows:

e if t is a constant symbol a then % (t) = I(a);

e if t is a variable symbol x then @3 (t) = pz(T);

In the following, Z |= (S; @) denotes that the inter-
pretation Z is a mnodel of the sentence (S; )

151
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Definition 6 (semantics of wff’s) Let I be an in-

terpretation and w1 a valuation. The meaning of a wff

18 defined as follows:

o Ik (pltr, .., ta);a) iff I(p)(p(t1), ..., 03 (ta)) 2 o for
all the possible valuations;

o THE(p(t1,. . tn) —q(t],. ... t)ic) iff
Ir(I(p)(wz(t1), . 0z (tn)), I(@) (07 (t]), .
« for all the possible valuations;

o Tl (q(ti, .- te) —
pr(tl, ot )T

Sez(tn)) =

v ))i o) iff

Ie(T(T* (p1), T(T* (p2), ... T(Z* (Pa=1), T* (pn)), - ) T*(a)

> a where T*(pi) = (I(p:){wZ(t}), - 03 (tm,))

Definition 7 (logical consequence) Let P be «
program and (p,«) a fact. Sp, a) is a logical conse-
quence of P, noted P = (p,a), iff all the models of P
are also models of (p, cx).

Logical inference: the interpreter is based on two in-
ference rules, the multiple valued modus ponens

(p—p1,...

P @) (P16 )., (PhiBn) pro = plo, ..., Pno =Dpjo

(po; T(o, Br}. .- Bn))

where ¢ is an mgu of p; and p}, 1 < ¢ < n, and the
weakening,
(pia), a>d
{(pia)

and the axiom F (p;0).

Theorem 1 (soundness and completeness) Let
P be a program and q a goal. P = (q;¢) iff P+ (q;a),
where the - relation is formed by the previous infer-
ence rules and axiom.

3 A first order interpreter

In this section we design an interpreter based on
the previous calculus. Given a program P and a goal
q, the aim of the interpreter is to find a substitution #
and a truth value a such that P |= (¢6;a) and o > 3,
[ being a given truth threshold.

First, we describe an interpreter that can be seen as
an adaptation of the Prolog procedure to the multiple-
valued case. Second, we describe a more efficient in-
terpreter and discuss its improvements.

Data structures: for each program clause C we use
the following data structure:

o consequent(C) = p, where p is the consequent of
a mv-rule (p — pi,...,Pn; ) or the proposition
of a mv-fact (p; a).

,Prn} is the set of an-

o antecedents(C) = {pi,...
,Pn; @) or the

tecedents of a mv-rule (p « py,...
empty set for mv-facts.

e val(C) = « represents the truth value attached
to C.

The formal description of the algorithm to interpret
logic programs is the following:

INTERPRETER(goal, 8, &)
if goal = {} then halt({8, a})
(assume that goal has the form goal = {q1,q2,...,9n})
for each C € P such that
o = mgu(q1, consequent(C)) and o # fail do:
o — T(a,val(C)); ¢ — 8. 0;
goal' — (antecedents(C)U {q2,...,qn})c
if ' > B then INTERPRETER(goal’, ¢, ')
return( fail)

Given a program P, a threshold 3 and a goal ¢, the
function INTERPRETER(goal, 8, «) looks for a sub-
stitution # and a truth value o such that P | (¢6;a)
and « > 3. Initially, the interpreter is called with the
following parameters INTERPRETER({q}, {},1).
The function INTERPRETER runs in a depth-
first manner applying the modus ponens inference
rule in a reverse order, ie. a literal p is de-
duced if all the antecedent literals of a rule whose
consequent unifies with p are deduced. Thus,
in every state INTERPRETERS{(]I, o qnh6,a),
the function selects a program clause (C,val(C))
such that consequent(C) unifies, via an mgu
o, with the leftmost atom ¢, of the goal,
and new state INTERPRETFE R(antecedents(C) U
{q2,...,qn})0,0-0,T(c,val(C)) is obtained. If either
no program clause unifies with the leftmost atom of
the goal or the truth value attached to the goal is
smaller than 3 then the function backtracks (from the
current state, only states with truth value smaller than
o can be reached). This process continues until a so-
lution state with an empty set of literals is reached.

Example

Let P be the following logic program:

Cl:  (m(z,y) — r(z),n(y), p(z); 0.9)
C2: (r(z) — t(z);1)

C3:  (r(u) — s(u,w), p(w),0.5)
C4: (r(d); 0.9)

C5:  (r(c);0.8)

C6: (s(b, d);0.1)

C7:  (ple)il)

c8:  (p(b);1)

C9:  (n(b);0.9)

C10: (n(c);0.8)

Cll: (t(a);0.9)

The T-norm used in the following exam-
ples is T{a,b) = a x b Assume that we
would need to determine a solution of the prob-
lem P {m(z,9),0.5). Then making the call
INTERPRETER({m(z,y)}, {}, 1), the interpreter re-
turns the substitution {z/c,y/b} and the truth value
0.66. Nevertheless, this is not the only solution. This
is the first solution found when the search space is tra-
versed in a depth first strategy. The other solution is
the substitution {z/c,y/c} and its truth value 0.58.
Figure 1 shows the search space corresponding to this
problem P = (m(z,y),0.5).

The definition of INTERPRETER, can be modified
to obtain all the solutions by changing the first line by
“if goal = {} then print({#, a}); return” and the last
line by “return”



m(x,y)
c1| o9

r{x),n(y),p(x)

0.9

s(x,w),p(w),p(x) n(y).p(d) n(y),p(c)
t{x),n(y).p(x) C9 10 (o]} C10
0.73 /\&0.65 0.65 /\ 0.58

Ci1t | 0.81 p(d) p(d) p(c) p(c)
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0.73 /\ 0.65 o0 o
p(a) p(a)

Figure 1: search space for P |= (m(z,y);0.5)

The interpreter described above is based on unifica-
tion steps, depth first search and chronological back-
tracking. To see better how it works, the different
states successively reached by the interpreter are dis-
played below.

e, = ({m(rvy))| {}v 1)1)

ez = ({r(2), n(y).p(x)}, {},0.9)

ea = ({t(z), n(y), p(2)}, {z/x},0.9)

ea = ({n(v),p(a)}, {z/a,z/a},081)

€5 = ({p(a)}v {Z/a'! I/av y/b}v073)fa'1'l

es = {{p(a}}, {z/a,z/a,y/c},0.65)fail

e7 = ({s(z, w), p(w), p(x)}, {u/x},0.45) fasl

es = ({n(y),p(d)}, {x/d},0.81)

es = ({p(d)}, {z/d,y/b},0.73) fasl
ewo = ({p(d)}, {z/d,y/c},0.65) fail
err = ({n(y), p(c)}, {2/c},0.72)
e1z = ({p(c)}, {x/c,y/b},0.65)

€13 = ({}1 {I/va/b}vo‘ﬁs)

The initial situation is represented by state e;. The
interpreter goes on working until it reaches state es
corresponding to the computations carried out to tra-
verse the leftmost path of the search space. Since no
solution can be found it backtracks to state e4 and gen-
erates state eg, but as this new path is also a failed
one it backtracks to state es and generates state e7.
As the truth value of state e; is smaller than 0.5 it
backtracks again to state eo and generates states eg
and eg. State eq represents a failed path and then the
interpreter backtracks to eg and generates state ejg
which is also a failed path and the interpreter back-
tracks to eg. From e are generated states eiy, €12
and e15. State e)3 is a successful path since the goal is
empty. Thus the computed answer for the initial goal
is ({z/c,y/b}) and its truth value is 0.65.

The previous interpreter has been defined as an
adaptation of the Prolog procedure, that is, based on
unification steps, depth first search and chronological
backtracking. This interpreter is particularly ineffi-
cient when it has to run on multiple-valued logic pro-
grams instead of classical first order logic programs.
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In the former case is not enough to find a branch end-
ing with the empty clause, it must also have a truth
degree « greater than a given threshold 8. Therefore,
the search space that has to be examined is always
bigger or equal than the search space explored in the
classical case.

We can see that the previous interpreter has several
drawbacks:

1. A high computational cost is paid handling in-
appropriately the substitutions as can be seen in
the previous logic program. Thus, for each in-
ference step: first, a unifier ¢ must be obtained,
we call it inference unifier, between a head clause
consequent(C) and a literal ¢ in the current
state; second, this unifier o has to be applied to
all the literals {q2,...,¢n} in the state at hand
and in antecedents(C); and third, a composition
between the previous state unifier § and the uni-
fier inference o must be performed in order to
obtain the present state unifier. For instance,
in the given problem, let us consider the state
with unifier {z/z} and literals {t(z),n(y),p(z)}
the unification between () and t(a) leads to the
unifier {zx/a}. Then, this substitution is applied
to the remaining literals of the goal which are in-
stantiated in {n(y), p(a)} (In this particular case
antecedents(C) = {}). Finally, the composition
between the actual state substitution {z/z} and
that just obtained {z/a} is performed yielding to
{z/a,z/a}. Moreover, it can be shown (5] that
when first order terms (not only r~onstants) are
used the size of the terms of the substitutions
could grow exponentially, i.e. the complexity of a
unification step could increase exponentially with
respect to the size of the involved literals in pre-
vious unifications up to the present one.

2. Each search space associated to the reduction of
a given literal can be scanned many times. In the
example, this is the case for literals p and n. It can
be easily proved that the number of times that a
search space might be examined can increase ex-

onentially LS] Thus backtracking based schemas
15, 13, 12| have expensive computational redun-
dancies.

To eliminate these redundancies, we aim at de-
signing a new interpreter based on a search strategy
[5% completely different from the classical depth-first
search and chronological backtracking, and with a dif-
ferent processing of unifiers. We will see that the pro-
posed method avoids the redundancies of unfruitful
backtrackings.

3.1 Efficient computing of unifiers
Concerning the computing of unifiers, we can note
that the role of substitutions is to check that previ-
ous substitutions executed from the initial state until
the present one represented by the state substitutions
are compatible with the bindings of variables imposed
by the present inference unification step. That is,
previous inferences are compatible with the present
one. Aiming at computing efficiently this compatibil-
ity we define a new operation COM P AT (equivalent
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(tm (xy)})
c1]| o9

({r().n(y) pOL ) 0.9))

{t@).nty) plx}({%-2}.0.9))

c1

( {n(y).p(x)), (({x-2.z-a}0.81}} )

({80, w) ptw),p(x)}, {({x-u}0.45)))
({nty) .p{x)}, {({x-d},0.81)})

({n{y)p0a} {({x-c}0.81)})

/

({nly).p(q)). {({x-2.z-a).0.81), ({x-d};0.81), ({x-c};0.72)})

Cc9

(lp{x)}. {({x-z.z-a,y-b}.0.73), ({x-d.y-0}:0.73),({x-¢.y-b};0.65)}) {{p(x)}. {({x-2,z-a.y-c}:0.73), ({x-.y-c};0.73).({x-C,y -c}:0.65)})

({p(x)}, ({{x-2,2-2,y-b}:0.73), ({x-d,y-b}:0.73).({x-¢,y-b},0.65), ({x-Z.z-a.y-¢}:0.73). ({x-d.y-c}0.73).({x-C,y-c };0.65)})

(1), ((1ail;0.73), (fail;0.73).({ x-c.y-b};0.66).(fail.0.65),(fail;0.65),( {x-c.y-c }; 0.58)}

({}. { {fa),0.73), (fail;0.73).(fail;0.65).(fail;0.65) (fail;0.85),(fail; 0.58)}.{ }}

\

— "

(). {({x<.y-b}.0.65), ({x¢ y-c}0.58)})

Figure 2: search space for P = (m(z,y);0.5)

to the rational infinite terms unification [2]). Here-
forth, we will deal with no idempotent substitutions
p and we will associate them with a system of bind-
ings of variables {z—t : z/t € p}. The COMPAT
operation is applied to couples of systems of bindings
of variables, one coming from the state substitution
Sp = {z—t . z/t € 8} and the other from the inference
substitution S, = {y—t' : y/t’ € ¢} and it ends suc-
cessfully iff the global system of bindings Sy U S, can
be unified. The proposed approach does not need to
apply substitutions to literals.

Let us give a description of the operation
COMPAT. In the literature unifiers are usually sub-
stitutions that verify the idempotent property, i.e.
¢ -0 = o. To compute this unifier any first order
unification algorithm can be used. However, it has
been shown [5] that it is not mandatory to employ
unifiers with the idempotent property. Instead of han-
dling idempotent substitutions, systems of bindings
are used where a variable is bound at most to one
term. The compatibility between the previous infer-
ence steps represented by the state bindings system Sy
and a present inference step represented by another
inference bindings system S, is checked throughout
the application of the COMPAT function over the two
bindings systems. COMPAT(Sy U S,) obtains an-
other set of bindings S" = COMPAT(Sy U S,) such
that {z/t : z—t € S”} is an (eventually not idem-
potent) mgu of the global set of bindings appearing
in Sp and S,. For example, if Sp = {z-y,y—a} and

S, = {x—a}, COMPAT(SyU S,) is {a—y,y—a}. If
S' = {z—b} then COMPAT(Ss U S,) fails to ob-
tain an mgu. The operation COMPAT can be im-
plemented by using the first phase of some first order
unification algorithm [8, 4] which of course is computa-
tionally cheaper than obtaining an idempotent unifier
with all the steps of the mentioned algorithms.

The mechanism of the interpreter concerning the
processing of bindings is now the following:

A system of bindings variables Sy is associated to
each state of the interpreter. First, the inference sys-
tem S, = COMPAT ({consequent(C)—q,}) is calcu-
lated, such that 0 = {z/t : z—t € S,} is an (even-
tually not idempotent) mgu of the pair of literals
{consequent(C)—q;} involved in the inference step.
Then, the bindings S” = COMPAT(SyU S,,) for each
possible inference system S, such that 8 = {z/t :
z—t € §"} is a (eventually not idempotent) mgu of
the term pairs in Sy U S, is obtained.

Now the actual approach of computing systems of
bindings instead of idempotent unifiers is significantly
faster than conventional computing of idempotent uni-
fiers. It can be proved [5] that the operation of obtain-
ing an idempotent unifier of a set of couples of terms is
considerably harder than determining systems of bind-
ings representing not idempotent unifiers.

Thus,

1. The conventional way of obtaining the idempo-
tent mgu of {consequent(C)—gq,} is computation-
ally more expensive than



obtaining only the equivalent set of bindings of
{antecedents(C)—q|}. Furthermore, literal ¢, is
bigger in the conventional methods than the orig-
inal literal of the goal q; because some previous
mgu’s (summarized in current state substitution
#) are successively applied to literal goals instan-
tiating the variables of the original literal ¢f.

2. The composition of unifiers has a higher compu-
tational cost than the COM PAT(S U S’) opera-
tion because as mentioned previously the size of
the unifiers can increase exponentially with re-
spect to the size of the literals implicated in in-
ference steps (when first order terms are used)
whereas the computing of COM PAT(SUS’) only
increases proportionally.

3. Note that no application of substitutions over lit-
erals is carried out in the proposed approach.

3.2 Search strategy

Concerning the search strategy, a new strategy is
designed which is oriented towards the search for the
total set of existing solutions [5], instead of being ori-
ented towards the search for one solution as backtrack-
ing methods do. This strategy has the merit of avoid-
ing most of the redundancies of previous schemas.
Moreover, conversely to backtracking-based methods,
the search space associated to the resolution of each
literal in a clause is run over only once. Indeed, in the
previous example and using chronological backtrack-
ing, the search space corresponding to the solution of
literals n and p are obtained more than once (3 for n
and 6 for p).

The idea behind the proposed search strategy
is as follows. Being in a state e with liter-
als {q1,92,...,qn}, all the possible paths beginning
from this state and ending in states ¢’ with literals

2,---,qn} are scanned. Then, the states of kind

G2y vy Qu b (S,-,a,-f) are obtained and grouped in a
state ({g2,---»qn}, {(S1,21),...,(Sk,k)}). Thus, a
state in the present schema is formed by a set of literals
and a set of couples formed by a binding system and
a truth degree. The meaning associated to each state
({q2,- -, qn}, {(S1,21),. .-, (Sk,x)}) is that there ex-
ist k different paths from the initial state e with lit-
eral {q2,...,qn} to a state e’ with literals {g2,...,qn}
where (S,,w;), 1 <1 < k, being respectively the sys-
tems and the truth value associated to the paths. The
truth degree is calculated throughout the computing
of the T-norm function over the program clauses used
in the paths.

Thus, in a general
case, a state ({q1,q2,. .-, qn}, {(S1, 1), ..., (Sk,0x)})
contains k couples (systems, truth degrees). To
verify which of these systems (or paths from
the initial state) are compatible with a possi-
ble inference applicable to the present state, the
COMPAT function 1s applied for each head clause
consequent(C;) with the same symbol predicate that

qi1. Thus, for the successful inference systems 51 =
COM PAT ({consequent(C;)—q,}, the couple of bind-

ings S7 and S; are put together and the new set
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of bindings S/=COMPAT(S; U S;) is obtained.
Then the next states visited are (antecedents(C;) U

{QZ,Han}, {(S{’a{)vy(si]vaez])})r 1 S ] S
m,nj < k. These states are visited and developed in
a depth-first manner until reaching states ey, ..., e,
with set of literals {g2,...,g,}. Then these sets
are joined in a state whose literals are {gg,...,qn}
and whose set of couples (system,truth degree) is the
union of the sets of couples in the states e;, es,...,€ey.
Notice that the paths between states with literals
{g1,92,..-,gn} and {g2,...,qn} are explored only
once. Hence, a major difference in efficiency with re-
spect to conventional methods is achieved since, as has
been mentioned, the methods based on backtracking
could execute this search space an exponential number
of times.

The following algorithm is a more efficient first or-
der interpreter wit% a more efficient computation of
unifiers and exploration of the search space.

INTERPRETER(g, Sety)
Seto — @
while g # @ do:
for each (C, a) € P such that
Sy = COM P AT (consequent(C'), head(g))=S, # fail do:
Set — {(COMPAT(S, U S,), o) :
(Si,a) € Set;, COMPAT(S, US;) # fail,
a' = T(a,val(C)) > B}
If Set # @ then do:
If antecedents(C) ={} then Setp — Setp U Set
Else Setg «— SetoU INTERPRETER(antecedents(C), Set)
g « tail(g)
Set; — Seto
return{Setp)

Example

Let us consider the previous multiple-valued logic pro-
ram problem. The interpreter begins with a state e
%see below). In this state, only an inference could be
performed to reduce the literal m(z,y). Applying this
inference leads to state es. Now, to resolve p(z), 4 pos-
sible inferences with clauses Cy, C3, C4 and Cj can be
applied. Then the proposed schema reaches succes-
sively the states e and e4q applying clauses C; and
C1:. Once a state with literals {n, p} is obtained, this
path is left and the search goes on by the next possible
inference applying clause Cs. But, as the truth value
of this state es; is smaller than the imposed thresh-
old 0.5 the search space following the reached state is
skipped. Afterwards, clause Cy is employed to reach
a new state eg with literals {n,p}. After that, making
inference with clause Cs, another state e; with same
literals {n,p} is found. As no more inferences are ap-
plied to the state e, the three states obtained with
literals {n,p} are merged in a state eg. The clauses
Cy and Cig to reduce the next literal n are consid-
ered. Throughout clause Cy, state eg is reached after
obtaining:
COMPAT({n(y)-n(b)}) = {y—b},
COMPAT({zx—z,2z—a} U {y—b}) = {z—2z,2—a,y—b}
COMPAT({zx—d} U {y-b}) = {v—y,z—d,y—b}
COMPAT({z—c} U {y -b}) = {x—c,y—b}
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The search following this path is stopped and the
other possible reduction literal with clause C)q is at-
terupted yielding to state e;g. Then these two last
states are merged in ey,. Finally, applying reducing
literals with clauses C'y and Cg the final solution state
e13 is determined. Notice that with this proposed
schema there are neither fail states nor backtracking
operations (notice that the search space corresponding
to each literal is scanned at most once).

({m(z.9)}, ({}. 1))

el

ez = ({r(z),n(y). p(x)}, {({},0.9)})

es = ({t(2),n(y),p(2)}, {({(z-2},0.9)})

es = ({t(2),n(y),p(x)}, {(6{z—2,z—a},0.81)})

es = ({s(u,w),p(w),n(y),p(z)}, {({z~u}, 0.45)})

es = ({n(v).p(z)}, {({z—d},0.81)})

er = ({n(y),p(z)} {({z—c},0.72)})

es = ({n(y),p(z)}, {({z—2z,2—a}, 0.81), ({x—d},0.81),
({z—c},072)})

es = ({p(x)}, {({z—2 z—a,y—b},0.72), ({z—d, y—b},
0.72),({I—C,y—b},0.64)})

ero = ({p(z)}, {({x—2,2—a,y—c},0.72), ({z—d,y—c},

0.72), ({x—c,y—c},0.64)})

el = ({p(z)},{({z—z,z—a,y—b},0.72),({z—d,y—b},
0.72), ({z—c, y—b},0.64), ({z—2,z—a,
y—c},0.72), ({x—d,y—c},0.72),
({z—c.y—c},0.64)})

erz = ({},{(fail,0.72),(fail,0.72), ({z—c,y—b},0.64),
(fail,0.72), (fail, 0.72), ({z—c, y—c}, 0.64)})

ers = ({}, {(fail,0.72), (fail,0.72), (fail, 0.64), (fail, 0.72),
(fail, 0.72), (fail, 0.64)}, {})

€14 = ({},[({z—c,y—b},0.64),({z—c,y—c},
0.64)})

4 Concluding remarks

One of the restrictions of classical logic program-
ming languages is that each predicate can take only
two values. In this paper, we have presented a way of
overcoming this drawback by giving an interpreter for
first-order multiple-valued logic programming.

The interpreter has been designed in such a way
that the computation of unifiers and exploration of
the search space are carried out efficiently. Another
feature of this interpreter is that it can deal with a
parametric family of multiple-valued logics since dif-
ferent interpretation functions for conjunction and im-
plication can be used. In our proposal terms are only
constants and variables and we consider as future work
to extend the interpreter to handle functions too.

We also plan to adapt the negation as failure rule
and the cut operator to the multiple-valued case.
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Resumen

Presentamos en este trabajo la sintesis de
funciones de pertenencia cuando estas se han
calculado a partir de un conjunto de
observaciones de acuerdo con la definicion de
(Zhang, 1993). Se han aplicado los resultados
en la determinacidn del radio de influencia de
una trampa para estimar la densidad de una
poblacién de Podarcis lilfordi en la isla de
Cabrera (Islas Baleares).

Palabras clave: Consenso, funciones de
pertenencia, radios de influencia

1. Preliminares

En (Zhang, 1993) se presenta la definicién
formal de los conjuntos difusos mediante las
llamadas particiones de franja. Se supone que
para describir una categoria difusa a sobre un
conjunto de referencia X existe una particién en
tres conjuntos llamados X, X¢y X;. El primer
subconjunto estd formado por todos aquellos
elementos de X que no pertenecen a la categoria
4, X, por los que sin ninguna duda pertenecen
a 4y X; consta de los elementos con

pertenencia dudosa a la categoria 4. Llamamos
a la particién de X formada por los tres
conjuntos (Xg, Xp. Xy) particién en franjay a
los subconjuntos de esta particidn,
respectivamente, de acuerdo con Zhang,
subconjunto-0, franja y subconjunto-1.

Se supone ademds una ordenacién parcial 24
en la franja donde x>,y significa que x es como
minimo tan cualificado para ser miembro de &

como y. Tenemos también una funcién p
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llamada medida de referencia que aplicada a un
conjunto X corresponde al nidmero de
elementos que encontramos en el conjunto X.

Definicion 1. La particion (X, Xf, X;)
referente a la categoria d junto con la funcion de
ordenacion parcial <4 y la medida de referencia

|1 permiten construir una funcion de pertenencia

A

A,. Definimos, de acuerdo con (Zhang, 1993),

dada una cuddrupla (X,u,(Xﬂ,XﬁXI),Zd) la
funcion de pertenencia A, correspon-
diente a la categoria & como:

0 if xe X
Ax) = [oux),a"(x)] if xe X;
1 if xe X;

donde a(x) y o*(x) se definen como:

a():=({ye X3y D) / (X
o (x):=u({ye Xdxzay }) / u(Xp)

La relacién >3 se construye a partir de 23 de
la forma habitual.

En dominios en los que el conjunto de
referencia tiene un orden total, por ejemplo la
recta real, y en los que se conoce la monotonia
de la funcién de pertenencia es posible
construir a partir de un conjunto de datos
experimentales un conjunto difuso asociado
que aproximaré la funcién de (Zhang, 1993).
Definimos a continuacién esta construccion.
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Definicion 2. Sea X un conjunto de
referencia totalmente ordenado; sea 2 la funcion

de ordenacién total. Sea Z un conjunto de
observaciones de elementos de X y sea
E=(§, fﬁ &) una particion de E en la que los
elementos de cada &; son elementos de la
particion correspondiente X;. Esto es, después
de realizar la observacion conocemos aquellos
elementos observados que no pertenecen a la
categoria d, aquellos que pertenecen a ella con

un cierto grado y aquellos que pertenecen
completamente a ella. Decimos que la

particién 5=(§0,§P§1) es consistente

con la funcion de ordenacion si y solo si
se satisfacen las condiciones siguientes:

sup{x:xe &y} <inf{x:xe &)

sup{x:xe &} <inf{x:xe§;}
Definicion 3. Sea X un conjunto de
referencia totalmente ordenado; sea 2 la funcion
de ordenacion total. Sea = un conjunto de
observaciones y sea Z=(§,, §ﬁ &) una particion

consistente de X. Sea 1 una funcion de medida
relativa (por exemplo la funcién cardinalidad).
En estas condiciones la funcion de
pertenencia de la categoria 4 asociada a

la cuddrupla (X,n,(&,, 51, £1),2) se define
como:

0 if exists a,be &; a<x<b
AX):= 1 if exists a,be §; a<x<b

[a(x),at(x)] otherwise

donde a(x) y o*(x) se definen como:
o(x):=n({yeEdx>y}) /(&)
o (x):=({yeEdx2y}) I m(Ep

Esta funcién A, que depende de la cuddrupla
(X, M, (§p.&&1)» 2) aproxima a la funcidn A .

2. Resultados
Presentamos en esta seccién diversos
resultados sobre consenso de funciones de

pertenencia cuando estas se han construido
mediante tuplas de la forma

(X v({;o,gpgﬁv?)-

Definicion 4. Dados dos conjuntos de
observaciones y sus particiones Z=(&, éf &)y
E':(&'O,é'ﬁé'I) sobre un mismo dominio X,
ambas consistentes respecto a una funcion de
ordenacion 2, decimos que las particiones
son compatibles cuando satisfucen:

sup {x: xe &y} < inf{x: xe &f'} (rl)

sup {x: xe&p'} < inf{x: xe &y}

sup {x: xe&f} < inf{x: xe&1'}

sup {x: xe&f'} < inf{x: xe &}

Esto es, las particiones son compatibles
cuando no existen solapamientos entre los
subconjuntos de las dos particiones.
Definicion 5. Sean E=(§0,§f,51) y
E'=(&',.¢ 'f,}j'l) dos conjuntos de
observaciones compatibles. El conjunto de
observaciones union E, se define como

Eu=(5pE ffué'ﬁ &g ).

A continuacién consideramos el consenso de
funciones de pertenencia mediante medias
aritméticas y comparamos el resultado con la
funcién de pertenencia construida mediante el
conjunto de observaciones unién. Presentamos
primero un resultado que considera la funcién
de pertenencia consenso cuando operamos con
una media aritmética sin ponderacién, y a
continuacién la media aritmética con
ponderacién.

Proposicién 1. Sean A y A’ dos funciones
de pertenencia construidas mediante la
definicion 3 a partir de las cuddruplas

(XPnIE:(§0’§ﬁ§1)IZ) y (X! n' EI: (5’07 6}3
&'}), 2). Sean los dos conjuntos de observacio-

nes compuatibles y con interseccion de &,y éf
nula. En estas condiciones la funcion de
pertenencia consenso definida como
Aclx)=(A(x)+A'(x))/2 es equivalente a la



funcidn de pertenencia A, construida a partir
del conjunto de observaciones union E_, si la

medida de .ff coincide con la medida de &'y

Demostracién. A partir de la igualdad
AcO=(A1(x)+A2x))2 (D
desarrollando A;(x) para x en el conjunto &
u &';, sustituyendo a;(x) y a'j(x) por sus
definiciones
a(x) = n({ye&dx >y} /&)
o'(x) =n({ye&'dx >y} /n(E'p
o (%) = n({ye &g dx >y} / (€L
y definiendo para un cierto x de & L &'¢ las
constantes o, 3,a y b:
a=n({ye&dx >y} a= W&y
B=n({ye&'dx >y}) b= &'y
escribimos la ecuacién equivalente:
2(o+B)/(a+b) = o/a + B/b
A su vez la podemos reescribir como:
(a-b) (ab-P) =0

que tieng por soluciones
a=b
o/a = f/b
De estas condiciones solamente la primera,
que equivale a

nEp=n(&’p) (2)
tiene significado en el marco de las particiones
en franja. La segunda equivale a:

n({ye&x>y)) =n({ye&' x>y nEp /&'y

Haciendo en esta igualdad x=x( para un
cierto x€ &'¢ obtenemos un cierto valor para
n({ye &dx>y}); haciendo después x=x; con
x;>X de forma que n({ye Edx>y}) no varie

obtenemos para n({ye&'[x>y}) un valor

diferente al anterior con lo que llegamos a una
contradiccién. Por tanto solamente (2) es una

solucién valida. |

En las figuras 1 y 2 se presentan 2 ejemplos
de funciones de pertenencia consenso. En estos

ejemplos se utiliza como funcién M la funcién
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cardinalidad. En el primero se presentan dos

funciones que satisfacen N(&p)=n(&'s) y su
funcién consensuada. En la figura 2 se muestra

el caso con nEpn#n(€'r) y se muestra tanto la
funcién de pertenencia consenso mediante la
‘media aritmética como la funcién de pertenencia

asociada al conjunto unién de E . En la figura
1 tenemos N(§{)=n(€,)=3 y en la figura 2
nE =4, n(€y=2.

+1
— Al
1
— A2
T1 —
- Ac
Figura 1
41
I Al
T 1
A2
-1 FTY Au
N e — Ac
Figura 2

Proposicion 2. Sean Ay A’ dos funciones
de pertenencia construidas mediante la
definicion 3 a partir de las cuddruplas

(X.n,5=(<§o.§f€1),2) y (X, n, E'=(&, é'f»
£'}), 2). Sean los dos conjuntos de observacio-

nes compatibles 'y con la interseccion de Ery g'f

nula. En estas condiciones la funcion de
pertenencia consenso definida como
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Ac(x)=(pfi(x)+qf§'(x))/2 con p+q=1 es
equivalente a la funcién de pertenencia A
construida a partir del conjunto de

observaciones union =, si y solo si

p = n(EHM(EY + n(&p).

En las proposiciones precedentes hemos
considerado el caso en que la interseccién de &f
y E'r es nula y por tanto de medida cero.

Consideramos a continuacién una interseccién
no vacia.

Proposicién 3. Sean A y A’ dos funciones
de pertenencia construidas mediante la
definicion 3 a partir de las cuddruplas

(X.E=(8080E1)2) y (X, 1, E'= (€, &)
&'1), 2). Sean los dos conjuntos de observacio-
nes compatibles. En estas condiciones la
funcion de pertenencia consenso definida como
Aclx)=(A(x)+A'(x))/2 es equivalente a la
funcién de pertenencia A , construida a partir
del conjunto de observaciones union =, si y
solo si.

(a-b)(ab-Ba) + (a+c)(oc-ya) +
+ (b+c)(Be-yb) = 0

donde
c=nENEp v=n({ye&NEd x>y}
a=n(p-c o =n({ye&d x>y}) -y
b=n(-c B=n({ye&'dx>y})-v

Corolario 1. En el caso que n(éf)zn(é'f)
tenemos que las condiciones anteriores se
cumpliran si,

neEp -nENEP =nE€p-n&nE&p=0
o bien,

NN EpP=0

Esto es, o bien la medida de la interseccion
es cero y reencontramos los casos estudiados

previamente o bien los conjuntos &,y &'s tiencn
la misma medida.

3. Aplicacion

En esta secci6én aplicamos los resultados
conseguidos en las secciones precedentes en un
entorno con funciones de pertenencia
mond6tonas definidas sobre el eje de los reales,
por tanto con ordenacién total. En esta
aplicaci6n, en lugar de tener un Unico conjunto
de observaciones tenemos dos. El! primero,
llamado de observaciones positivas vy

representado =¥, consiste en aquellos X; que

apoyan a la construccién del conjunto difuso R,
esto es que si x<x; entonces R(x)2R(x;); ¢l

segundo, de observaciones negativas (Z7),
formado por los que apoyan a la construccién
del conjunto difuso negacién de R,
representado R _, afirmando que si x2x;

entonces R_(x)2R_(x;).

A partir de las particiones en franja de ambos
conjuntos podemos construir las funciones de
pertenencia Rz y Rz_ que aproximan Ry R_.
Estos conjuntos difusos al ser complementarios
deben satisfacer:

R_(x) = N(R_(x)) (3)

igualdad que nos permite escribir R como la
media ponderada de R y N(R_), esto es:

R=(pR+qN(R_)) conp+g=l (4)

En general, las aproximaciones R-, y Rz

no satisfacen las igualdades (3) y (4). Sin

embargo, puede emplearse (4) para conseguir

una nueva aproximacién de la funcién de

pertenencia de R (R,) mds correcta a partir de

los conjuntos de observaciones Z* y Z°, de los
resultados de sintesis y de el conjunto unién
conseguido en la seccidn 3. Esto es:

R, =(p Rz, +q N(R=)) conp+g=1 (5)

Hemos aplicado los resultados descritos en
las secciones precedentes en la determinacién
del radio de influencia de una trampa de tipo
"Pitfall" (Telleria, 1986) para la captura de
saurios como parte de un procedimiento
(método de censo) para estimar la densidad de
poblacién de Podarcis lilfordi en la isla de
Cabrera (Islas Baleares) (Sdez, 1993a, 1993b).

El método de censo utilizado fue el de
Petersen (Krebs, 1989), consistente en una
primera fase de captura y marcaje de individuos
de la poblacién y una segunda de captura (o



recapgura). El tamaio de la poblacién se estima
a partir de la fraccién de individuos capturados
que llevan marcas.

Para la captura se instalan un conjunto de
trampas dispuestas en una malla que recubra
‘toda la zona de muestreo (ver figura 1).

zona de muestreo
radio de influencia
Figura 1. Zona de muestreo y radio de influencia

= Trampa

Este método supone que la poblacién
asentada en la parcela de muestreo es cerrada
(esto es, no experimenta variaciones por
natalidad, mortalidad o migracién). Cada
individuo ocupa un 4rea particular, en la que el
animal se mueve y realiza sus actividades
rutinarias llamada dominio vital, que puede
solaparse en cierto grado con otros dominios
vitales de otros individuos.

Dos de las mayores dificultades que presenta
esta técnica de censo son (Skalski, Robson,
1992):

1. Satisfacer el presupuesto de igual
capturabilidad de los individuos
muestreados. Esta condicién implica una
disposicién adecuada de las trampas, de
forma que todos los individuos que ocupan
la superficie de la malla de trampas s¢an
potencialmente capturables. Esto significa
elegir una distancia entre trampas lo
suficientemente pequefia como para que no
se capturen tan s6lo los individuos del
entorno de las trampas dejando areas sin
muestrear en el interior de la malla. A su
vez para conseguir mejores resultados con
menos observaciones es adecuado
maximizar la distancia entre trampas para
cubrir el méximo de superficie muestreada.

2. Conocer la superficie real que ocupan
los individuos muestreados para una
estimacién correcta de la densidad y por
tanto de la poblacién. La superficie real es
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mayor que la ocupada por la malla.de
muestreo, puesto que existen individuos
con dominios vitales que s¢ solapan sélo
parcialmente con la malla y que por tanto
también son susceptibles de ser capturados.

Ninguno de los trabajos publicados sobre
experiencias de marcaje-recaptura en saurios
tiene en cuenta ambos problemas. En cambio,
se han desarrollado varias formas de
solventarlos en poblaciones de micromamiferos
(Telleria, 1986; Skalski, Robson 1992), pero
resultan inapropiadas para poblaciones de
elevada densidad como Podarcis lilfordi, ya
que requeririan la inversién de un enorme
esfuerzo de muestreo.

Por ello se ided una experiencia de marcaje-
reobservacién para conocer el radio de
influencia de una trampa, es decir de que
distancia proceden los individuos capturados en
ella. El valor resultante se utiliz6 como una
aproximacién a la distancia a la que se
separaron las trampas y como la anchura de la
banda que hay que afadir a la superficie de la
malla para hallar el 4rea realmente muestreada.
Dicha experiencia consisti6 en el marcaje de los
individuos capturados en una sola trampa a lo
largo de un dia (5 de agosto de 1993). Al dia
siguiente se recorrieron 8 transectos
(itinerarios) radiales, aproximadamente
equidistantes y convergentes en el lugar donde
se situé la trampa. A lo largo de los recorridos
se registraron las distancias a las que se
observaron individuos, tanto marcados como
no marcados.

A partir de las observaciones se calculé el
radio de influencia aplicando los resultados de
las secciones anteriores puesto que el radio de
influencia es una cantidad difusa que puede
representarse mediante una funcién monétona
decreciente (suponiendo que la trampa se
encuentra en el origen de coordenadas) ya que
si a una cierta distancia de la trampa un animal
se encuentra dentro del radio de influencia
entonces cualquier animal a una distancia mas
pequeiia se encuentra también.

Las observaciones se agruparon en dos
conjuntos; el primero de observaciones
positivas formado por los individuos marcados
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(apoyan el concepto de radio de influencia), el
segundo de observaciones negativas formado
por los individuos no marcados (apoyan al
concepto complementario "no influencia de la
trampa").

Hemos definido a partir de estos conjuntos
las particiones en franja del conjunto X de la
forma siguiente (ver figura 2)

Xp1=X_ro =10, infy {XeE})

XRo=X_p 1 = (supy {X€E}, )

Xpo=X_p1=

= (infy {XeZ7}, supy {XeE'})
y por consiguiente las particiones en franja de
=ty Z como:
=t = (E+mXR,0’ E+ﬁXR_fv E+mXR'1)

E— = (E-F\XR'O, ET\XR,D E'ﬁXR'I)

|
&t &0 Gor S &0 S

Figura 2. Particiones en franja. Individuos marcados
(%) y no marcados ().

RN S
—
1l

+

Hemos construido a partir de estos conjuntos
las funciones de pertenencia Rz, y Rz_y la
funcién de pertenencia de sintesis R de
acuerdo con (2) con p y q de forma que se
satisfacieran las condiciones de la proposicién
2. A partir de la funci6n de pertenencia R se
escogi6 un radio de influencia con el que se
realizaron 3 sesiones de captura durante 3 dias
consecutivos (10, 11 y 12 de agosto de 1993)
mediante la instalacién de 12 trampas. Los
resultados del censo se encuentran en (Sdez,
1993b).
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Resumen

Se propone una taxonomia que clasifica los sistemas de
inferencia basados en légica difusa de acuerdo con el
cardcter de la informacién que manejan en las diferen-
tes etapas del proceso. Atendiendo a dicha taxonomia
se revisan algunas de las implementaciones en hard-
ware digital de sistemas difusos reportados en la lite-
ratura en la iltima década. Finalmente se proponen
una serie de alternativas que permiten la realizacion
eficiente de sistemas para aplicaciones de control en
tiempo real.

1 Introduccion

La légica difusa aporta un marco conceptual y algo-
ritmico para tratar aquellos problemas en los que la
incompleta definici6n de las variables de estado y/o la
vaguedad de la estrategia de resolucién a aplicar
requieren la utilizacién de mecanismos de inferencia
aproximados. A diferencia del esquema de razona-
miento humano, que nos permite manipular informa-
cién imprecisa con relativa facilidad, el cardcter
marcadamente numérico de los sistemas de cdlculo
convencional los hace poco eficientes al tratar con este
tipo de problemas. Cuando las técnicas de inferencia
fuzzy se aplican a situaciones que requieren una ele-
vada velocidad de respuesta (toma de decisiones y con-
trol en tiempo real) surge la necesidad de implementar
en hardware nuevas estructuras de cdlculo que respon-
dan al paradigma fuzzy.

En un sistema de inferencia basado en 16gica difusa
la base de conocimientos estd estructurada en un con-
junto de reglas de descripcion lingiiistica del tipo IF-
THEN:

S1 X] CSA[ryXZCSAZry X,CSAIr: Yes B’ (])

donde X, e Y corresponden a las entradas y la salida del
sistema y A, y B son etiquetas lingiiisticas que repre-
sentan funciones de pertenencia descritas mediante
conjuntos difusos.

Cada una de las reglas del sistema induce una rela-
cién difusa (R") definida por:

Hp(upuy cupv) =@ [ T | uAlr(ul),

T T r (2)
Ha, (u») . HAI (up 1, Kp(v) }

Tecnologias y Ldgica Fuzzy'94

donde u; y v son elementos de los universos de discurso
de las entradas y la salida del sistema, T, es el conec-
tivo de conjuncién de los antecedentes (con propieda-
des de una T-norma) y @ es una de las funciones de
implicacién que aparecen reportadas en la literatura [1]
[2].

La regla composicional de inferencia de Zadeh
establece que, dadas una regla y una observacién (A'),
la conclusién (B') puede obtenerse como la composi-
cién Sup-+ (©) entre la observacién y la relacién difusa
inducida por la regla. El operador x es también una T-
norma.

BT =A"OR 3)

La conclusién global inferida al aplicar las diferen-
tes reglas que constituyen la base de conocimientos se
obtendrd por agregacién de las soluciones parciales
aportadas por cada regla:

B'=U B 4)
r

Si definimos la matriz de implicacién global como
la combinacién de las matrices de implicacion que
representan las distintas relaciones difusas:

R=uU (R R% .. RF (5)

la ecuacién (4) puede expresarse como:
B'=A"°R (6)

2 Sistemas de Inferencia Fuzzy

Segiin se desprende de la formulacién anterior, un
sistema de inferencia basado en légica difusa viene
determinado por las opciones elegidas para implemen-
tar los conectivos de conjuncién de antecedentes (T,) y
de agregacion de reglas (\U), la funcién de implicacién
(®) y la T-norma de la regla composicional de inferen-
cia (*). Sin embargo, a la hora de describir las distintas
realizaciones en hardware de los sistemas fuzzy es pre-
ferible introducir una clasificacién de los mismos aten-
diendo al tipo de informacién que manipulan en las
entradas al sistema y en la descripcién de los conse-
cuentes de Ias reglas.
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2.1 FIFC (Entrada Fuzzy - Consecuente Fuzzy)

El primer tipo de sistema que consideraremos es
aquel en el cual las entradas vienen descritas mediante
conjuntos difusos. Esto incluye, tanto a sistemas de
toma de decisiones donde las entradas son etiquetas
lingiiisticas asociadas a distribuciones de posibilida-
des, como a sistemas complejos de control en los que
las entradas se generan a partir de una distribucién
estadistica. En este caso, la distribucién de posibilida-
des obtenida como conclusién al aplicar una observa-
cién a una regla viene dada por:

g (V) = :/ { Te [ua (up) - pa (o) J#RT}) (7
Si sustituimos la ecuacion (2) en (7):
He (V) =V (L Te () - b () ) ]+

[P (Te (Ha, W) - (WD) 1B (D) T )

La realizacién en hardware de la expresion anterior
puede facilitarse considerablemente si la funcién de
implicacién es una T-norma (Tg), ya que en este caso,
aplicando las propiedades asociativa y distributiva de
las T-normas respecto al operador V, (8) puede reescri-
birse como:

Hp'(v) = T (T, [ Vo (pa (uy) « HAlr(Ul) -

!
IV Gta(p)'s pa ) 11 opp'ry | O
I

Cada uno de los términos que aparecen entre cor-
chetes en la expresion (9) definen el grado de similitud
entre una entrada difusa y su correspondiente antece-
dente en la regla. La composicién de dichos grados de
simifitud mediante el operador T, determina el grado
de activaciébn (GDA) de la regla r-ésima. De esta
forma, bajo la suposicion de que la funcién de implica-
cioén sea una T-norma, la ecuacién (4) puede reescri-
birse como:

B’ = [Tg (GDA', B") ] (10)

2.2 SIFC (Entrada Singleton - Consecuente Fuzzy)

En las aplicaciones de control las entradas provie-
nen normalmente de sensores que proporcionan valo-
res concretos. En lugar de “fuzzificar” las entradas
para implementar un sistema FIFC, dichos valores pue-
den interpretarse como singularidades difusas. Un
fuzzy-singleton es un conjunto difuso que incluye un
tnico elemento con grado de pertenencia 1:

Ha(up) =0siu; Zuj, paly) =1 (1)

Mientras que esta circunstancia no modifica en
absoluto el célculo de la matriz de implicacién global
de la ecuacion (6), si simplifica considerablemente el
cdlculo del grado de activacion en la expresién (10), ya
que dicho célculo se reduce a la obtencion de los gra-
dos de pertenencia de cada antecedente para el valor de
su entrada y su composicién mediante el operador de
conjuncion. El resultado de la inferencia puede expre-
Sarse como:

Hp (V) = U Tel o pp'(v)]) (12)

donde

of = GDA" =T, [pa (@), - Ha@@)]  (13)

Desde el punto de vista del coste computacional del
algoritmo de inferencia, mientras que la obtencién de
la conclusién en los sistemas FIFC implica dos opera-
ciones vectoriales (para recorrer el universo de dis-
curso de los antecedentes y del consecuente), en los
SIFC el célculo se reduce a una operacion escalar y
otra vectorial.

2.3 SISC (Entrada Singleton - Consecuente Singleton)

Considerando de nuevo las aplicaciones de la logica
difusa al control, la conclusién del sistema de inferen-
cia debe ser sometida a un proceso de concretizacién
antes de ser aplicada a los actuadores del sistema con-
trolado. Por este motivo los sistemas FIFC y SIFC
incluyen, habitualmente, una etapa de procesado adi-
cional que calcuta el valor mas significativo de la con-
clusién difusa. La complejidad de esta etapa va a
depender del método de defuzzificacién utilizado y de
las caracteristicas de las funciones de pertenencia de
los consecuentes de las reglas (simetria, solapamiento,
etc), pero en general representa la realizacion de una
nueva operacién vectorial. Por ejemplo, 1a técnica nor-
malmente utilizada del centro de gravedad viene expre-
sada por la ecuacién:

y = ZV Kp(v) - v/ ZV Hg(v) (14)

Para acortar el tiempo de procesado de esta etapa
del controlador suele recurrirse a la utilizacion de
métodos simplificados que permitan manipular infor-
macion “pre-defuzzificada”. Desde el punto de vista de
implementacién, el més eficiente de estos métodos es
el que sustituye la informacién difusa de los conse-
cuentes de las reglas por un fuzzy-singleton localizado
en el lugar de mdximo grado de pertenencia del con-
junto difuso original.

Un sistema de inferencia SISC puede interpretarse
como aquel en que cada regla propone una conclusién
concreta, con una determinada “fuerza™ definida por su
correspondiente grado de activacion. El célculo de la
accion combinada de varias reglas requiere un meca-
nismo para evaluar la media de las diferentes conclu-
siones, ponderada por el grado de activacién:

yzgw-W/gw (15)

Los sumatorios del cédlculo del centroide en la ecua-
cion (14) se extienden a todo el universo de discurso
del consecuente. Por el contrario en la ecuacién (15) el
indice de suma es el nimero de reglas. Si consideramos
ademds que el ndmero de reglas activas es normal-
mente muy inferior al nimero total de reglas del sis-
tema, puede deducirse que la velocidad de inferencia
de los sistemas SISC serd superior a la de los otros
tipos de sistemas fuzzy descritos previamente.
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3 Realizaciones de Sistemas de Inferencia
Fuzzy

Al considerar la implementacion electrénica de un
sistema de inferencia fuzzy pueden seguirse tres estra-
tegias diferentes. La primera de ellas consiste en resol-
ver off-line la ecuacién (6) y, posteriormente, imple-
mentaria mediante memoria o logica programable [3]
[4]. Si bien esta aproximacion es la que permite un
mavor grado de libertad a la hora de elegir las diferen-
tes opciones del sistema fuzzy, su realizabilidad préc-
tica se limita a casos donde el nimero de entradas y el
grado de discretizacién es reducido. Una segunda
aproximacién consiste en calcular off-line la matriz de
implicacién global (5) y realizar la inferencia on-line
de acuerdo con (6) [5]. Este procedimiento permite una
total libertad a la hora de elegir la funcién de implica-
cién, pero presenta problemas de implementacién
similares a los de la alternativa anterior. Finalmente,
algunos mecanismos de inferencia como los de Mam-
dani y Larsen (que utilizan, respectivamente, el
minimo y el producto como funciones de implicaci6n)
admiten una realizacién completamente on-line donde,
siguiendo la ecuacién (10), se evalda regla a regla la
conclusién del sistema para el valor actual de las entra-
das. Esta estrategia permite minimizar la cantidad de
memoria necesaria en las aproximaciones anteriores.

Una de las principales caracteristicas de un sistema
fuzzy es su elevado nivel de paralelismo. Dicho para-
lelismo surge como consecuencia de dos factores. Por
un lado, la presencia de operaciones vectoriales que
afectan a todos los elementos de los conjuntos difusos.
Por otra parte, en un sistema basado en légica difusa, a
diferencia de un sistema experto convencional, varias
reglas pueden estar activas simultdneamente coope-
rando con diferentes niveles de activacién a la solucién
final. Como discutiremos en los siguientes apartados,
la forma de tratar ambos niveles de paralelismo va a
condicionar la arquitectura de los diferentes tipos de
sistemas fuzzy.

1) ) 3 O]

defuzz.

(a)

3.1 Procesado de Reglas en Paralelo

La inmensa mayoria de las realizaciones anal6gicas
y las primeras realizaciones digitales de sistemas FIFC
[6] y SIFC [7] recurren a una arquitectura en la que se
proporciona un data-path para cada regla (Fig. 1a). En
este caso las funciones de pertenencia de antecedentes
y consecuentes estdn asociadas a las reglas, de forma
que la operacidn de cdlculo de grados de activacién de
las diferentes reglas se lleva a cabo en paralelo. Sin
embargo, mientras que en algunas de las implementa-
ciones analGgicas se realiza en paralelo también el pro-
cesado de los consecuentes, el elevado coste en
hardware que ello supone hace que, en las realizacio-
nes digitales, se recurra a la serializacion de la opera-
cién del sistema.

Incluso en este dGltimo supuesto es preciso proveer
al sistema de operadores de entradas miltiples que rea-
licen la agregacién de las diferentes reglas. Dichos
operadores se implementan mediante conexién en cas-
cada de operadores de dos entradas, lo que ralentiza
considerablemente la operacién del sistema. Ademids,
el espacio de memoria necesario para almacenar los
conjuntos difusos que representan a los antecedentes y
consecuentes es proporcional al nimero de reglas, lo
que puede imponer serias restricciones a la realizacién
de sistemas con un elevado nimero de reglas.

Las distintas operaciones de procesado en un sis-
tema FIFC corresponden a: 1) célculo de los grados de
activacién de las diferentes reglas; 2) cémputo de las
conclusiones parciales; 3) agregacién de l1a conclusién;
y 4) defuzzificacién. La Fig. 1b muestra el nimero de
ciclos de reloj necesarios para realizar cada una de
estas etapas, donde E; y E, son los grados de discreti-
zacién de los universos de discurso de las entradas y la
salida y N, = log, E, coincide con el nimero de bits de
precisién que se requieran en la obtencién del resul-
tado final de la inferencia. Una vez realizada la opera-
ci6én 1, las operaciones 2 y 3 y el célculo del numerador
y denominador del centroide pueden realizarse simul-

|.- Célculo de los grados de activacién
2.- Cémputo de conclusiones parciales
3.- Agregaci6n de conclusiones

4.- Defuzzificacién

Fig. 1.- Procesado de reglas en paralelo: a) arquitectura; b) temporizacion.
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tdineamente. De esta forma, aplicando tecnicas de seg-
mentacion con tres etapas de pipeline, y suponiendo
que el nimero de elementos de los universos de dis-
curso de entradas y salida es E, el nimero de ciclos de
reloj necesarios para realizar una inferencia es 3E, pero
el sistema es capaz de proporcionar una nueva salida
cada E ciclos. -

En un sistema SIFC, por el contrario, el esquema de
segmentacion queda descompensado porque el célculo
del grado de activacién de cada regla se reduce a una
operacion escalar. Este hecho, junto con los inconve-
nientes de drea que comentamos antes, llevé a plantear
nuevas arquitecturas que describiremos a continua-
cién.

3.2 Procesado de Reglas en Serie

Una segunda estrategia de realizacion, amplia-
mente utilizada en implementaciones digitales, es
aquella que estructura la base de conocimiento en dos
zonas claramente diferenciadas. Una base de reglas
almacenada en una memoria, donde las reglas vienen
expresadas en forma simbélica mediante las etiquetas
lingiifsticas de los antecedentes y consecuentes. Y unos
bloques de generacién de las funciones de pertenencia
de antecedentes y consecuentes, que son en este caso
comunes a toda la base de reglas y obtenidas como una
particién ditusa del correspondiente universo de dis-
curso (Fig. 2a).

Puesto que la utilizacién de una memoria sélo per-
mite acceder a una regla en cada ciclo de reloj, el pro-
cesado de la base de reglas debe realizarse secuen-
cialmente. Los grados de activacién de las reglas que
comparten un mismo consecuente son adecuadamente
combinados y almacenados en elementos de memoria
(8] [9].

Con esta aproximacion el ahorro de memoria es
considerable. Asimismo, el coste de implementacion
de la operacién 3 depende del numero de funciones de
pertenencia del consecuente en lugar de depender del
nimero de reglas. El tiempo de respuesta puede mante-

(1 @ 3 4)

Comt—»

nerse igual que en el caso anterior (una inferencia cada
E ciclos) siempre que el nimero de reglas sea menor
que el nimero de elementos del universo de discurso
del consecuente (I'ig. 2b).

Con objeto de poder aumentar el nimero de reglas
sin degradar la respuesta temporal del sistema algunos
autores proponen otras alternativas. Sasaki et al. [10]
[11] utihizan un esquema de reagrupamiento de reglas
donde la base de reglas original es particionada en
varias bases de reglas asociadas a cada uno de los posi-
bles consecuentes. Esta aproximacién da lugar a una
estructura SIMD donde cada elemento de procesado
realiza la inferencia sobre una de las sub-bases de
reglas. Por otro lado, Tkeda introduce el concepto de
reglas activas, como aquellas en que el grado de acti-
vacién es distinto de cero. Puesto que la aportacion a la
salida de las reglas no activas es nula, no tienen por que
contemplarse en el proceso de inferencia. No obstante,
las implementaciones propuestas en [12] y [13] plan-
tean el inconveniente de necesitar una estructura de
célculo de regla activa que ocupa un 4rea excesiva.

En las arquitecturas que hemos revisado hasta ahora
la velocidad médxima de inferencia viene limitada por
el hecho de tener que procesar secuencialmente la
informacidn difusa del consecuente, mientras que uno
de los factores que en mayor medida contribuyen al
drea es el espacio necesario para almacenar o generar
las funciones de pertenencia.

Diferentes autores han propuesto mecanismos para
mejorar la velocidad de respuesta de los sistemas
fuzzy. [14] y [15] proponen esquemas de pre-defuzzi-
ficacién que aceleran el célculo. [9] y [11], por su
parte, utilizan consecuentes tipo singleton aunque pro-
cesan las reglas en serie.

En relacién con el drea, si se limita a priori el grado
de solapamiento de las funciones de pertenecia, es
posible reducir mucho el tamaiio del sistema [14]. Ade-
mds, en este caso el nimero de reglas potencialmente
activas queda tambien limitado como el grado de sola-
pamiento elevado al nimero de entradas [16]. Combi-

E; N | - procesado de reglas

E, INEEH -. Cémputo de conclusiones parciales

E, 3.- Agregacién de conclusiones
Eo+No [T 4 - Defuzzificacion

defuzz.

(b)

Fig. 2.- Procesado de reglas en serie. a) arquitectura, b) temporizacion.
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nando adecuadamente ambos conceptos es posible
llevar al silicio de forma muy eficiente el tipo particu-
lar de sistema difuso que describiremos en el siguiente
apartado.

4 Sistema SISC con Procesado de Reglas
Activas

En los sistemas SISC el ndmero de ciclos de reloj
necesarios para evaluar la conclusién es igual a la pre-
cisién. Por este motivo no es eficiente analizar secuen-
cialmente la base de reglas completa. La velocidad del
sistema puede incrementarse considerablemente si
recurrimos a la utilizacién de un mecanismo de infe-
rencia conducido por las reglas activas. El esquema de
base de reglas simbélicas almacenadas en una memoria
convencional debe, en este caso, ser sustituido por un
esquema de memoria asociativa donde las reglas acti-
vas busquen su conclusion.

La Fig. 3a ilustra simbélicamente el procedimiento
que proponemos. Fijado un conjunto de valores de
entrada, los distintos bloques de generacién de funcio-
nes de pertenencia proporcionan tantos pares (etiqueta
- grado de pertenencia) como grado de solapamiento se
haya previsto en el sistema. Un conjunto de multi-
plexores controlados por un contador permite recorrer
secuencialmente las distintas combinaciones de reglas
potencialmente activas. En cada ciclo del contador los
grados de pertenencia son procesados a través del ope-
rador de conjuncion para calcular el grado de activa-
cién de la regla, mientras que las etiquetas de los
antecedentes direccionan la posicién de memoria que
contiene su correspondiente consecuente. Por dltimo,
la suma de los sucesivos productos de grado de activa-
cién por consecuente corresponde al numerador de la
ecuaci6n (15), cuyo denominador es la suma de los gra-
dos de activacién de las diferentes reglas.

En este tipo de sistema las distintas operaciones de
procesado son: 1) célculo de los grados de activacién
de las reglas activas, 2) cémputo de las sumas parciales
del numerador y denominador, y 3) division. El nimero
de ciclos que se requieren para realizar la inferencia es

Xz_’m

Cy Cont.

(a)

igual al nimero de reglas potencialmente activas mas
el empleado en la divisién (tipicamente uno o dos
ciclos mas que la precisidon que deseamos obtener).
Como se ilustra en la Fig. 3b, la eleccién de un
esquema de segmentacion adecuado permite reducir el
nimero de ciclos entre dos inferencias consecutivas al
mayor de los dos valores anteriores.

Aunque las prestaciones de los sistemas SISC con
procesado de reglas activas son mucho mejores que las
de otros tipos de realizaciones, su velocidad de opera-
cién y el consumo de drea pueden incluso mejorarse si
se utilizan determinadas técnicas de implementacion.
Asi, para reducir el tamano de la memoria de conse-
cuentes cuando hay reglas inespecificadas o cuando el
nimero de etiquetas no es potencia de dos, puede recu-
rrirse a la utilizacién de un circuito combinacional
(PLA o estructuras logicas programables) que esta-
blezca un mapeado adecuado entre las entradas y la
memoria. Por otra parte, cuando el nimero de reglas
potencialmente activas es superior a la precisién
(ndmero de entradas o grado de solapamiento elevado),
es posible utilizar un contador con entradas de inhibi-
cién para controlar los multiplexores, de forma que
sélo se procesen las reglas activas.

5 Conclusiones

El coste de implementacion y la velocidad de ope-
racién de un sistema de inferencia basado en ldgica
difusa dependen del tipo de sistema considerado y de
la estrategia seguida en la evaluacién de las reglas. En
esta comunicacién se han clasificadc los sistemas
fuzzy de acuerdo con la naturaleza difusa o concreta de
la informacién que manejan en las diferentes etapas del
proceso y se han descrito las tres estrategias de evalua-
cién de reglas que mejor se adaptan a cada tipo de sis-
tema.

Los principales resultados obtenidos se resumen en
fa tabla 1, donde E representa el nimero de elementos
del universo de entrada, R el nimero de regias, R, el
nimero de reglas activas, I el nimero de entradas, S el
grado de solapamiento, F, el nimero de etiquetas lin-

.- Cdlculo de grados de activacién
.- Cémputo de sumas parciales
.- Divisién

(b)

Fig. 3.- Procesado de reglas activas: a) arquitectura; h) temporizacion.
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Tipo Procesado de Reglas N° Ciclos / Inferencia | Unidades de Memoria
FIFC En Paralelo L R*(I+1)
SIFC En Serie Max (E, R) [*S+F,
SISC Activas Max (R, N,) [*S

Tabla I: Comparacion de los distintos tipos de sistemas fuzzy.

giisticas de la salida y N, el nimero de bits de la
salida. En todos los casos se estd suponiendo la exis-
tencia de una unica salida y no estd siendo tenida en
cuenta la memoria de almacenamiento de reglas. Cada
unidad de memoria referida en la columna "unidades de
memoria” es la memoria necesaria para almacenar una
funcion de pertenencia (elementos del universo de dis-
curso x n° de bits de los grados de pertenencia).
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Resumen

El presente trabajo describe el estudio de
arquitecturas sistélicas de procesamiento de
reglas difusas realizado en el Laboratorio de
Hardware y Control Avanzado-INTA. Las bases
teoricas de dichas  arquitecturas  son
desarrolladas 'y analizadas. Asimismo, los
esquemdticos  resultantes  son  simulados
utilizando un lenguaje de descripcion hardware
(VHDL) sobre librerias 'standard cells" de
ES2. Esto permite una evaluacion muy
aproximada de sus rendimientos reales. De esta
forma se detectan las deficiencias inherentes a
este tipo de sistemas y se esbozan distintos
caminos para superarlas.

Palabras clave: Fuzzy, Control Fuzzy,
Sist6licos, Simulacién, VHDL.

1 Introduccién

Uno de los campos de investigacién en la
16gica difusa es el desarrollo de "hardware”
especffico que permita obtener todas las
ventajas de trabajar con este tipo de modelos.
Existen, fundamentalmente, dos ramas de
investigacién en controladores borrosos: los
diseflos analGgicos y los disefos digitales.
Dentro de estos dltimos destacan las soluciones
basadas en arquitecturas sistolicas.

Sistolizar un problema consiste en dividir
este en operaciones elementales e idénticas (en
su mayor parte) que pueden ejecutarse
sincrénicamente en paralelo [1],[2]. Todas estas
operaciones elementales se representan como un
conjunto de unidades de proceso homogéneas,
interconectadas formando arrays de "n"
dimensiones. Dependiendo del disefio del array,
las entradas y salidas se realizan a través de
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todas o parte de las unidades que se encuentran

en los limites del array

Las bases tedricas de la sistolizacion del
proceso de inferencia difusa han sido definidas
por diversos autores [3],[4],[5],[6]. Estas han
conducido al disefio de multiples arquitecturas
sistélicas de procesamiento.

En esta etapa es adecuado el uso de
herramientas de simulacion. Estas herramientas
permiten:

1. Formalizar la especificacién de los disefios.
De forma que no solo se formalice la teorfa
sobre la que estos se basan.

2. Estudiar 'y comprobar los
previamente a su implementacion.

3. Testear la ejecucién del sistema para
comprobar fallos en la teorfa de diseiio.

La herramienta de simulacién utilizada es
un simulador de VHDL!. La adecuacién del
VHDL como lenguaje de especificacion vy
simulacién se justifica en su propia definicién

[71.[81.[91.[10].

2 Fundamentos Tedricos

A continuacién se desarrollan los principios
teéricos de los procesadores sistlicos de reglas
difusas. Por defecto se consideran conocidas las
bases de la 16gica difusa [11], [12].

Para desarrollar una arquitectura sistolica la
mayoria de los autores |3], [4], [5], [6] realizan
una serie de pasos que a continuacién se
indican:

1. - Definicién del conjunto de reglas del
modelo a desarrollar. Dichas reglas serdn
de la forma
IF Ajis EAjyand/or ... Ajis EAyy
THEN B; is"ECy, and/or ... By, 1s ECpyy
siendo n el nimero de antecedentes, EAy
una etiqueta de la variable A,, m ¢

disefios
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numero de consecuentes y EC,, una
etiqueta de la variable B,. En ellas se
cumple que {Ax}f\{By} es vacfo, es decir,
el sistema de reglas es no encadenado [6].
Las palabras clave "and" y "or"
representan, respectivamente, la norma y
co-norma utilizada [11], [12].

2. - Modificacién del conjunto de reglas para
que cada una implique una sola variable

consecuente. Las reglas del conjunto
quedardn
IF A, is EAyy and/or ... Ay is EApy
THEN B, is EC,,

3. - Normalizaci6n de las partes antecedentes
para eliminar los operadores "or" 'y
expandir la regla, de tforma que

intervengan todos los antecedentes. Esto,
como se demostrard més adelante, resulta
un grave error desde el punto de vista
tedrico, dando un conjunto de reglas que
no es equivalente del inicial.

4. - Agrupacién en un mismo conjunto de
todas las reglas en las que el consecuente
se refiere a la misma variable.

A partir de ahora todo el resto del
proceso se referird al mismo conjunto,
realizdndose las mismas operaciones para cada
conjunto diferente.

5. - Creaci6n de una "base de reglas". Esta
base de reglas es una matriz que tiene toda
la informacién sobre las condiciones a
cumplir por los antecendentes para que la
variable By dé como resultado un valor u
otro. La creacién de esta matriz se realiza
de la siguiente forma:

5.1.- La dimensi6n serd el
antecedentes + 1.

5.2.- La longitud de cada dimensién es el
niimero de etiquetas de la variable asociada.
5.3.- La posici6n (X1 , X2 , ... , Xn » Xn+1)
tendrd un 1 o O dependiendo de que la regla
IF ArisEAy yand ... Apis EA o

THEN B, is ECx,xn+l

pertenezca 0 no al conjunto. También es
posible considerar valores entre 0 y 1, para
considerar la fuzzificacién de la conjunci6n
de antecedentes o la introducci6én de
modificadores.

Cabe fijarse con especial atencién en el
punto 5.2, pues presenta un cambio conceptual
importante con respecto al resto de los autores
[3], [4]. [5], [6], que consideran que la longitud

nimero de

de cada dimensién es igual al tamafio del
universo de discurso de la variable en cuestion.
Tras estudios realizados en el laboratorio nos
dimos cuenta que es suficiente con utilizar
Gnicamente el nimero de etiquetas de dicha
variable si a la entrada de datos se le incorpora
una unidad fuzzificadora. Esto reduce el tamafio
de la base de reglas en dos 6rdenes de magnitud,
haciéndola bastante mds manejable, ademds de
reducir el nimero de operaciones a ejecutar de
forma considerable, por lo que se acelera la
velocidad de la arquitectura diseiiada. Tal y
como se ha disefiado la arquitectura, la unidad
fuzzificadora, no genera ningiin retardo que
obligue a reducir la velocidad de proceso, por lo
que la ganancia obtenida al utilizar esta técnica
es elevada.

6. - Generacién de la matriz de datos de
entrada. La matriz se genera de la siguiente
forma:

6.1.- La dimensi6n serd el ndmero de
antecedentes.

6.2.- La longitud de cada dimensi6n es el
nimero de etiquetas de la vanable asociada.
6.3.- La posicién (x1 , x2 , ... , Xp) tendréd
como valor el mfnimo de los grados de
pertenencia de los datos de entrada a las
Ctiquetas EAl,xl EAn'xn.

7. - Multiplicacién de ambas matrices para
obtener el resultado de la inferencia. Este
paso es el que realmente se sistoliza,
pudiendo efectuarse de muchas maneras.

8. - Defuzzificacién del resultado. Este paso
se puede realizar siguiendo cualquiera de
los métodos existentes

RYTEA (5 6a1 and B 16 &5 and C i ot THEN
REF A (3 E5) and D I £bZ 804 C §8 Kot THEN
RS F A 10 Ga2 and B Is EXE mnd C bo et THEN
Ré: F A (sEal and B 19 Bb2 and C o Got THEN
RE F A (062D and B 1 BB and C 1e Got THEN
R F A s a2 wd B s 1 and C fe Bot THEN
RY:IF A teGat and B s Kb and C I8 6ot THID

CALCULD DEL MINBUG

- AT:W REMY, RE:W: RA: ORI OS REW: RY: 4 _rmﬁ THEN D fs Gal
= RT: REMS ARV REWIRE S REDI R Y ety THEN O 1 et
— PLe ]|
<= RT'0% RENT BV RAIDEARY, REVSRT M el THEN D ts 643
o
- RTID“ RENT S RE'DC RAOIRID REVS R M ———— THEN F is BN
— Pl |
L
F i
- RT:0% REMY REW; A4 BRI0% RZESTRL: A ﬁ' THENFisEe

Figura 1.- Esquema de Sistolizacién




2.1 Sistolizacion

En nuestro modelo, en vez de multiplicar las
dos matrices anteriormente descritas, se reduce
en una dimensién la de la base de reglas,
generando una matriz con la informacién de
todas las reglas referentes a una sola etiqueta de
una variable consecuente. De este modo, el
resultado de la multiplicacién de ambas
matrices da el grado de pertenencia del
consecuente a dicha etiqueta.

Para realizar la multiplicacién se utilizard
una unidad max-min que se describe mds
adelante, precisdndose tantas unidades como
etiquetas de variables consecuentes haya.

El esquema que describe el funcionamiento
del sistema sist6lico se expone en la figura 1.

Dicha figura describe el funcionamiento, de
forma general, del sistema sistélico descrito en
la parte teérica. Brevemente, el conjunto de
reglas posibles es evaluado en forma secuencial.
El resultado se introduce en unidades "mf{nimo"
(representadas por X) sincronizadamente con un
vector binario. Este vector se corresponde con
las reglas que afectan a cada etiqueta
consecuente. Los valores resultantes, una vez
evaluadas todas las reglas, se defuzzifican.

3 Arquitectura

La arquitectura que se deriva de la
sistolizacién realizada en el apartado anterior,
estd formada por tres elementos principales:

l.- Fuzzificador
2.- La unidad de inferencia difusa
3.- Defuzzificador

El sistema, a este nivel, aparece como un
pipeline de tres segmentos. Esto implica que la
ejecucién de los tres elementos anteriores se
encuentra sincronizada: el retardo mdximo de
cualquiera de ellas determina el rendimiento del
sistema.

En este caso, la limitacién de rendimiento
viene determinada por la unidad intermedia: la
unidad de inferencia difusa.

3.1 Fuzzificador

En la arquitectura desarrollada, el
fuzzificador ha sido implementado como un
banco de memorias: una memoria por cada
variable antecedente. La entrada a la memoria
dedicada a un antecedente es un indice que
realiza la correspondencia entre el valor del
universo exterior en el universo de discurso: un
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valor de 8 bits en un universo de discurso de
256 posiciones. Cada entrada referencia a una
palabra de longitud igual al niimero de etiquetas
posibles para el antecedente por la precision en
bits utilizada en la evaluacién de la funcién de
pertenencia: .
Entrada_x:[Etiq.1][Etiq.2]....[Etiq.7]

En la simulacion de este disefio se utilizan
un mdximo de 7 etiquetas con tres bits de
precisién en la funcién de pertenencia. De esta
forma, el tipo de funcién de pertenencia que se
puede configurar es totalmente libre, sin
condicionamiento alguno. Por lo tanto, cada
memoria tiene tantas salidas como etiquetas se
han definido en el universo de discurso.

3.2 Unidad de Inferencia

La unidad de inferencia difusa aquf
desarrollada sigue las pautas marcadas por otros
autores [3], [4], [5], [6], pero con una excepcion
que es esencial en nuestra arquitectura, que es la
representacién del mapa de reglas tal como se
indicaba en la seccién 2. Dividimos la unidad de
inferencia en tres partes principales:

a.- Array sistolico

b.-Producto de antecedentes

c.- Mapa de reglas

El array sist6lico estd formado por un

encadenamiento de unidades "max-min"
detalladas en la figura 2.
M APA DB REGLAS
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Figura 2.- Unidad max-min

Cada una de las unidades "max-min" se
corresponde con un de operador elemental de
los descritos en la anterior secci6n, con la
siguiente optimizaci6n: en primer lugar, se
realiza el minimo del producto I6gico de
antecedentes, parte que es comin a todas las
unidades "max-min". Si bien la funci6n de
pertenencia a cada etiqueta se evallia con tres
bits, estos se descodifican en 8  bits,
(codificaci6n unaria), lo que permite evaluar
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médximos y minimos utilizando un dnico nivel
de puertas (figura 3) y, por lo tanto, construir

CEGMENTO MATIMO

ae @i
a
€

8 *000 -
'

3
a
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CEOMENTO MINIMO

E=yeanE=:

Figura 3.- Unidades max y min
unidades de alta velocidad.

La unidad de producto de antecedentes se
construye a partir de un conjunto de registros de
desplazamiento. Cada registro tiene la longitud
del méximo nimero de etiquetas que pueden
aparecer en una variable antecedente, con
médximo establecido en la sfntesis del circuito.
La dimensién de la salida de los registros es
igual a la precision del la funcién de
pertenencia, en este caso 3 bits. Una circuiterfa
auxiliar de contadores ordena la salida de
etiquetas antecedentes as{ como optimiza el
rendimiento del circuito en el caso de que el
nimero de antecedentes sea menor que el
mdéximo admitido.

El mapa de reglas estd formado por bancos
de memoria. Cada memoria corresponde a una
variable consecuente y a una etiqueta, y tiene
que proporcionar el flujo de cédigos de
pertenencia (flujo de 1's y 0's) a la misma
velocidad a la que procesan las unidades "max-
min". Al ser estas muy veloces, es necesario
utilizar un sistema de pipeline que proporcione
la necesaria latencia de acceso memoria.

3.3 Defuzzificador

La unidad defuzzificadora permite procesar
a la misma velocidad en la que son generados
los valores finales en el sistema de inferencia.
El método utilizado es de centro de masas. El
esquema que compone esta unidad estd formado
por:

1. Unidad multiplicadora en paralelo [1]]2].
2. Divisor en memoria.

Al utilizar ocho niveles de codificacién, es
posible  utilizar una  unidad  divisora
implementada en memoria. Tal implementacién
incorpora sencillez y velocidad al diseflo. Asi
mismo, el “"through-output” del sistema de

defuzzificacién se equipara al de la unidad
fuzzificadora.

El esquema completo de la arquitectura del
sistema sist6lico es el que se muestra en la
figura 4.

LABRL LABEL LasEL
RULE RULE RULE
ALLOCATOR ALLOCATOR ALLOCATCR
U Ll MRODUCT
- -
DEFUIDPER
Figura 4.- Esquema Arquitectura Sist6lica

4 Simulacion

Entre la descripcién de los disefios sobre
papel y su implementaci6n efectiva hay un paso
imprescindible: la simulaci6n en herramientas
CAD. En este punto es cuando afloran los
principales problemas ocultos en la concepci6n
de la arquitectura, se determinan tiempos
estimados de proceso, de "through-output”, etc.

La herramienta utilizada es el lenguaje de
descripcién hardware VHDL!L. Sus principales
ventajas son: su estandarizacién [7] [8],
modularidad, capacidad de sfntesis sobre
“standard cells" o FPGA's y su parametrizaci6n.
Esta tltima propiedad permite definir de forma
flexible distintos pardmetros de un circuito. En
el caso que nos ocupa, los pardmetros
establecidos son:

1. Nimero de antecedentes.

2. Numero de consecuentes.

3. Etiquetas por antecedente.

4. Etiquetas por consecuente.

5. Méximo nimero de
antecedente.

Las librerfas utilizadas, que han sido
desarrolladas en el mismo laboratorio,
corresponden a las células de 1um de ES22.

Al depender el tiempo de ejecucién en la
unidad de inferencia del ndmero de etiquetas
por antecedente, la circuiterfa se ha adaptado
para especificar el nimero exacto de etiquetas

etiquetas  por



utilizadas. De esta forma obtener las mdximas
prestaciones para cada configuracion.

La simulacién ha sido realizada generando
un circuito con los siguientes pardmetros
fijados:
1. Cuatro antecedentes de hasta siete etiquetas.
2. Siete etiquetas consecuentes.

3. Cada universo de discurso con 256
muestras.

4. Tres bits de precisién en la evaluacion de
pertenencia.

5. Hasta 8 Kbytes de memoria

Dicho circuito ha sido programado para
mantener cuatro antecedentes y tres etiquetas
por antecedente. El rendimiento del mismo se
encuentra a continuacion:

1. Posibilidad de ejecutar el sistema con un
periodo de reloj de 10 ns.

2. Ejecuci6n de la totalidad de la base de reglas
en 810 ns.

3. Rendimiento total del sistema de 1.2

MFLIPS3.

4. Frecuencia de ejecucion de cada regla de

100 MHz.

Superficie  de  silicio

aproximadamente 40-60 mm?.
6. Tiempo de programacién de la base de

reglas y fuzzificador de 46.4 us.

Por lo tanto, la arquitectura mantiene
rendimientos muy elevados si1 se compara con
otros desarrollos, incluso no sistélicos [13],
[14], [15] y teniendo en cuenta que este no es el
rendimiento méximo del sistema. Asi mismo, la
utilizacién de memoria es pequeiia, al contrario
que en los primeros sistemas sistolicos, y la
superficie total del circuito no es muy grande.

ocupada  de

5 Problemas Asociados a los
Sistemas Sistélicos

En el desarrollo del presente trabajo en el
laboratorio han aparecido disfunciones de
cardcter conceptual y ciertos puntos criticos en
simulacién de las arquitecturas definidas. Por lo
tanto, a continuacién se analizan divididos en::
problemas teoricos (los determinantes) 'y
problemas de implementacion.
5.1 Problemas Teoéricos

Una de las caracteristicas y ventajas que se
consideran propiedad de los sistemas sist6licos
es su capacidad para ejecutar todas las reglas
posibles del sistema difuso [3].]4].[5].[6].
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Aunque este aspecto es considerado como
obvio por todos los autores?, tropieza con el
siguiente problema:

o Supongamos un sistema de control con dos
variables de entrada [ A, B] y una de salida
(C].

e Supongamos solamente dos etiquetas por
variable [EA| EA5],[EB| EB,],[ECy EC,].

e Supongamos un sistema sistolico.

En este supuesto no es posible representar
la regla:

IF A is EAy THEN C is ECy

Pues al ser ortogonal el sistema de
representacion  de reglas, la regla més
aproximada que puede ser utilizada es:

IF A is EAy and (B is EB; or B is EB))

THEN C is ECy

Si bien en légica clésica ( o "crisp") ambas
proposiciones son equivalentes, no asi en légica
fuzzy. Esto es debido a que la propiedad de
complementariedad no existe en el 4lgebra
difusa [11]. De esta torma:

ugp1(X) or ugg(x) no implica igual a 1

ugg](x) and 'UEBz(X) no implica igual a 0

Un caso similar ocurre con una regla en la
que existe la negacion de un antecedente.

De ahi que lleguemos a la conclusién que
los sistemas  sistOlicos, tradicionalmente
definidos o incluso con las mejoras propuestas,
ejecutan Unicamente un conjunto limitado de
reglas: el formado por aquellas reglas que tienen
en su parte antecedente el producto légico de
todas las etiquetas antecedentes que forma parte
del sistema.

5.2 Problemas de Implementacion
Entre lus puntos criticos, que a la hora de

implementacién, surgen en el disefio y

simulacién  de  sistemas  sistélicos  de

procesamiento de reglas destacan:

1. El tamafio de las memorias a utilizar crece
exponencialmente con el ndmero de
antecedentes. Esto limita la utilizacién de
arquitecturas de muchos antecedentes por
limitaciones en la superficie de silicio.

2. La velocidad de proceso es altamente
dependiente del nimero de antecedentes y
del ndimero de etiquetas por antecedente.

3. Obliga a procesar un gran ndmero de
reglas, precisarmente en un sistema difuso,
uno de cuyos objetivos es la economia de
reglas.



176 Arquitecturas sistélicas de procesamiento difuso y su simulacién

4. lLa utilizacién de unidades max-min de
codificacién binaria es extremadamente
lenta para hacer efectiva la utilizacién de
sistemas sistélicos como el descrito.

5. La utlizacién de unidades max-min de
codificacion en unario, si bien permite
mantener un rendimiento del sistema lo
suficientemente elevado.

Todas estos aspectos afectan a sistemas de
control difuso muy complejos, aquellos con un
gran nimero de antecedentes y de etiquetas por
antecedente. En cambio, para las aplicaciones
habituales, constituye una opcién con alto
rendimiento y sin un alto coste de superficie de
silicio.

Conclusiones

En resumen, este trabajo presenta dos
aspectos fundamentales de las arquitecturas
sist6licas de procesamiento difuso.

En primer lugar, la optimizaci6n que
supone utilizar el producto de las etiquetas de
cada variable antecedente, en vez de el producto
de los universos de discurso. Esta modificacién
supone colocar a los sistemas sist6licos en una
posicién realmente competitiva a nivel de
rendimiento, asi como un significativo ahorro
en superficie de silicio utilizado, respecto a los
anteriores desarrollos.

El segundo aspecto ha sido descubrir una
limitacion intrinseca en la capacidad de proceso
de los sistemas sist6licos. Contrariamente a lo
cominmente  establecido, estos  sistemas
sist6licos no realizan la ejecucién de todas las
posibles reglas del sistema. Muy al contrario,
solo es posible la ejecucién de un subconjunto
limitado de ellas: aquellas que su parte
antecedente esta formada por conjuncién de
todos los antecedentes. Esto es debido a que el
dlgebra fuzzy carece de la propiedad de
complementariedad, que si existe en 16gica
cldsica.

Independientemente de la oportunidad de
usar procesadores como los descritos, queda un
importante trabajo de desarrollo sobre estos
disefios. Las optimizaciones han de estar
orientadas a la expansion del conjunto de reglas
utilizado 'y a la mejora de la relacién
rendimiento - ndimero de antecedentes. Este
trabajo se estd realizando actualmente en el
Laboratorio de Hardware y Control Avanzado-
INTA.

Notas

(1) El V/System de Model Technology

(2) European Silicon Structures, libreria con
especificaciones industriales.

(3) Fuzzy Logic Inferences Per Second.

(4) De hecho no es justificado de modo formal
en ninguno de ellos.
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Resumen

Se describe la realizacién de un controlador difuso que
implementa el mecanismo de inferencia simplificado
utilizando circuitos analégicos CMOS en los que las
sefiales son representadas mediante intensidades. No
obstante, el sistema completo se comunica con el exte-
rior mediante tensiones, con objeto de permitir una
interfaz sencilla con la circuiteria de control conven-
cional. Se discute el mértodo de inferencia empleado,
asi como distintas alternativas para la realizacion de
los circuitos de generacién de los antecedentes, los
operadores Min/Max y la etapa de ponderacién de
reglas. La eleccion de las soluciones mds eficaces para
cada bloque del controlador permite construir un sis-
tema Optimo en términos de velocidad de operacién 'y
consumo de drea y potencia.

1 Introduccion

La realizacion eficiente de sistemas microelectrni-
cos para aplicaciones de control basadas en l6gica
difusa requiere una cuidadosa eleccién, tanto de los
mecanismos de inferencia utilizados, como de las
estructuras de circuito que implementan cada uno de
los bloques del controtador. En relacién con los meca-
nismos de inferencia es necesario asumir una serie de
simplificaciones que faciliten la realizaci6n de los cir-
cuitos. Por este motivo, la inmensa mayoria de los sis-
temas reportados en la literatura utilizan como
funciones de pertenencia tridngulos y trapecios con
pardmetros programables, restringen los conectivos de
conexion entre antecedentes a las operaciones minimo
y mdximo, y utilizan funciones de implicacién con pro-
piedades de T-normas (que permiten una estrategia de
resolucién regla a regla de la inferencia evitando la
necesidad de calcular las matrices de implicacién indu-
cidas por cada regla).

De la variedad de métodos de inferencia propues-
tos, el método singleton o método simplificado es el
més adecuado para implementaciones hardware, a la
vez que ofrece la suficiente libertad en la eleccién de
antecedentes y consecuentes COmo para asegurar un
control eficiente. En los siguientes apartados de esta
comunicacién analizaremos brevemente los distintos
mecanismos de inferencia para comprobar cémo el
método simplificado surge como caso particular en
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todos ellos. A continuacion identificaremos los blo-
ques basicos de un controlador tipo singleton. Final-
mente, utilizando técnicas CMOS anal6gicas en modo
de corriente, describiremos las realizaciones elegidas
para los distintos operadores, compardndolas con otras
soluciones.

2 Mecanismos de Inferencia Fuzzy

De acuerdo con los mecanismos de inferencia que
implementan, los distintos controladores difusos pue-
den clasificarse en tres grupos que difieren entre si en
el tipo de consecuentes utilizados:

Grupo 1.

Engloba los controladores que emplean consecuen-
tes descritos por funciones de pertenencia trapezoi-
dales o triangulares o con forma de campana. En este
caso, la conclusion inferida al aplicar cada una de las
reglas es un conjunto difuso C; descrito mediante una
funcién de pertenencia lcj(x). Al considerar la accion
conjunta de todas las reglas la solucién global puede
obtenerse aplicando dos estrategias diferentes: 1) cal-
cular el valor mds significativo de cada uno de los C; y
asignarle un peso para obtener el resultado como una
media ponderada de las conclusiones parciales; 2)
agregar todos los C; mediante el operador miximo y
proporcionar como salida el valor m4s significativo del
conjunto difuso resultante. La ponderacién de los C;
puede realizarse en base al 4drea de la superficie que
encierra [Loi(x) con el eje x (S;), al valor mdximo que
toma pci(x), o al grado de activacién de la regia a la
que corresponden (H;). Como valores mds significati-
vos de un conjunto difuso, los mis empleados son el
centro de gravedad (cdg) y el punto de méxima perte-
nencia (pmp).

El coste de implementacién de las dos estrategias
anteriores es diferente. Si la defuzzificacidn se lleva a
cabo eligiendo los cdg para representar los conjuntos
difusos, la primera estrategia requiere una operacion
de division por cada regla, aparte de la operacidn final
de divisién para ponderar todas las reglas. La aplica-
cion de la segunda estrategia da lugar a los controlado-
res de tipo Mamdani, en los que sélo se calcula el cdg
del conjunto C resultante. La salida de este tipo de con-
troladores viene dada por la expresion:
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X XM ()

Yo = ——Ex“c(") (n

Grupo 2.

A este grupo pertenecen los controladores cuyos
consecuentes se describen con funciones de pertenen-
cia mondtonas no decrecientes. El método de inferen-
cia que aplican, denominado método de Tsukamoto,
emplea el pardmetro H, como peso para cada regla y,
como punto representativo de cada C;, aquél para el
que pe; vale H;. Si denotamos este punto por o, la
expresién para la salida del controlador es:

Y.H.o.
It

Yo = E @)

Los cdlculos requeridos son similares a los del
método anterior, sin embargo, para obtener o es pre-
ciso conocer la funcién inversa de ;.

Grupo 3.

Los controladores de este tipo fueron propuestos
por Takagi y Sugeno y se caracterizan por utilizar
como consecuentes funciones de las variables de
entrada. Las conclusiones proporcionadas por las dife-
rentes reglas coinciden con los valores que toman
dichas funciones para un determinado valor de las
entradas. Como peso de cada regla también usan el
parémetro H;. La salida del controlador se calcula
como:

ZiHit‘i(i)
Yo EH, 3)

3 Método Simplificado

En los controladores asociados al grupo 1, cuando
los consecuentes vienen descritos por funciones de
pertenencia simétricas y se utilizan funciones de impli-
cacién que mantienen la simetria (implicaciones de

Mamdani o Larsen) ¢l centro de gravedad del conse-
cuente C; coincide con el punto en que fi¢; alcanza el
grado de pertenencia maximo (c¢;). Una vez estableci-
dos los ¢;, el método mds eficiente para realizar la infe-
rencia es ponderarlos por el grado de activacién de la
correspondiente regla. La salida del controlador res-
ponde a la expresion:
2.H.c.
Pl

Yo T T H. @
1

El resultado inferido por el método simplificado
coincide con el obtenido por el mecanismo de Mam-
dani cuando en el cdlculo de la expresién (1) se tienen
en cuenta las zonas de solapamiento provocadas por la
agregacidn de consecuentes. Puede comprobarse asi-
mismo que las expresiones (2) y (3) coinciden con la
(4) cuando, tanto las funciones mondtonas no decre-
cientes usadas por Tsukamoto, como las funciones de
las variables de entrada utilizadas por Takagi y Sugeno
se reducen a una constante de valor ¢;

El mecanismo de inferencia simplificado puede por
tanto considerarse como caso particular de los tres
tipos de controladores descritos. Sin embargo, su coste
de implementacidén es muy inferior ya que, como se
muestra en el diagrama de la Fig. 1, los tinicos bloques
necesarios son circuitos generadores de funciones de
pertenencia que generan los antecedentes de las distin-
tas reglas, operadores Min o Max para implementar los
conectivos entre dichos antecedentes, y un bloque de
ponderacién de reglas que realiza la expresién (4). En
los siguientes apartados discutiremos con detalle las
distintas opciones de realizacién de cada uno de estos
bloques.

4 Circuitos Generadores de Funciones de
Pertenencia (MFCs)

En los estudios tedricos sobre controladores difusos
suelen considerarse funciones de pertenencia no linea-
les del tipo gaussianas o con forma de campana. Sin
embargo, por motivos andlogos a los que conducen a la
adopcién del método simplificado, en las aplicaciones
practicas se aproximan habitualmente por funciones

consecuente | — %
Vi —— MFC . 4
Yo
e <

De otros
antecedentes

Dec otras reglas de
control

T
|

Fig. 1.- Diagrama de bloques de un controlador basado en el método simplificado.
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Fig. 2.- Técnicas de generaci6n de funciones de pertenencia triangulares o trapezoidales.

lineales a tramos. Esto se traduce en la elecci6n de
triangulos o trapecios cuyas bases (o pendientes) sean
ficilmente programables.

Las operaciones bdsicas para conseguir funciones
lineales son la suma, la resta y la rectificacién o dife-
rencia acotada. Esta dltima se define como:

a-b sia>b
a®b=
0 en otro caso

El trabajar con intensidades reduce las operaciones
de suma y resta a simples conexiones de cables. En
cuanto a la rectificacién, la mayoria de los circuitos
difusos la realizan directamente a través de un MOS
flotante en configuracién de diodo o mediante los tran-
sistores de entrada de un espejo de corriente [1].

En los circuitos MFCs reportados en la literatura se
han adoptado tres metodologias para la generacién de
funciones lineales a tramos tipo trapecio o tridngulo.
La primera de ellas consiste en sumar dos funciones
rectificadas como las indicadas en la Fig. 2a y calcular
la diferencia acotada entre el resultado y un valor
méaximo (I, en la Fig. 2b) [1]. Matemdticamente, la
transformacién realizada es:

Ly = Les © [ m{I, © L) - m(Iy 0L (5)
I.a técnica usada en [2] combina tres funciones rec-

tificadas (una por cada punto de ruptura) como se
indica en las Fig. 2¢c y 2d. Esto se corresponde con;

—m(, 01))-m{, 0L) m(I, O0L) (6

oul

Iou(

Por ultimo, la metodologia propuesta por los auto-
res e ilustrada en las Fig. 2e y 2f emplea un operador
valor absoluto (resultado de sumar una sefial rectifi-
cada con la opuesta de su rectificacion) y otras dos rec-
tificaciones posteriores (con Iy e Iop) [3]. De acuerdo
con la expresién:

Loy = Leep @ m(1 T - Ly 1O 1) (7

Los circuitos basados en esta tltima técnica propor-
cionan mayor precision, ya que no dependen de la com-

out

binacién de dos o tres funciones como ocurre en las
otras dos aproximaciones. Ademds son mds eficientes
en cuanto a ocupacion de drea, consumo de potencia y
velocidad, y es posible incluir programabilidad de
forma sencilla [3]. Por todo esto son los circuitos
empleados para representar los antecedentes en el con-
trolador que aquf se describe.

Para dotar a este MFC de una entrada en tensién, se
requiere un convertidor V-1. El esquema completo se
ilustra en la Fig. 3, en la que los espejos de corriente
tipo N y P se han representado por los bloques cN y cP,
respectivamente. El conjunto formado por M, M, yel
bloque cN actia como un operador valor absoluto, pro-
porcionando una intensidad de salida como la mostrada
en la Fig. 2e. El bloque cP realiza la diferencia acotada
con I, y fija el valor de la pendiente m. La intensidad
de salida I, representa el complemento del valor de
pertenencia de la sefial V;,. Para obtener la funci6n de
pertenencia de la Fig. 2f falta por realizar la diferencia
acotada con I No obstante, como veremos €n el
siguiente apartado, las implementaciones en modo de
corriente de circuitos maximo son menos costosas que
las de minimo (generalmente usados como conectivos
de los antecedentes en las reglas). Por ese motivo,
resulta m4s eficiente combinar los complementos de
los valores de las funciones de pertenencia en un ope-
rador maximo y posteriormente proceder a la rectifica-
cién con ¢

“_ pr loul

Fig. 3.- Circuito MFC con entrada en tensién y
procesado en intensidad.
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Fig. 4.- Técnicas de generacion de maximos de muiiltiples entradas.

5 Circuitos Conectivos (MIN/MAX)

Los operadores Min/Max se presentan conjunta-
mente en este apartado porque sus realizaciones son
complementarias o bien uno de ellos puede obtenerse a
partir del otro mediante la relacion de De Morgan:

Min(l,) = Max (I))= I Max(I,)

donde I representa el maximo grado de pertenencia.

Los primeros sistemas difusos CMOS emplearon
operadores de dos entradas, muy sencillos de conseguir
con circuitos en modo de corriente, pero cuya adapta-
cién al caso de miltiples entradas requiere su conexién
en cascada (formando un 4rbol binario), con la consi-
guiente acumulacién de errores y retrasos.

En la bisqueda de operadores maximo multi-
entrada, se han propuesto los siguientes algoritmos:

Xo=Zi (x; O (x-&)) con &=x;OZLj;&i  (8)
Xo = A L (x; O x,) (9)
X0=Zi xiH(xi@xo) (10)

donde x; son las entradas, x, la salida, A un nimero
grande y H la funcién de Heaviside definida como:

H 1 six>0
) = 0 en otro caso

Desde un punto de vista microelectrénico, la sim-
plicidad de estos algoritmos se evalia en base a los cir-
cuitos que los implementan.

En [4] se analiza el primero de estos algoritmos y se
propone una realizacién en modo de corriente (Fig 4a).
Puesto que cada intensidad de entrada debe ser repli-
cada tantas veces como entradas Len§a el sistema,
resulta una estructura de complejidad n“.

El segundo de los algoritmos se propuso en [5],
junto con un circuito a base de transconductores (Fig
4b). Realizaciones en modo de corriente han sido dis-
cutidas en [b-7] Son circuitos mds simples que los del
caso anterior (de complejidad n). Su desventaja es que
el error relativo viene dado por A/(1+A), de modo que
A debe ser grande. Si la amplificacién se consigue con
un espejo de corriente [7] se necesitan transistores de
geometrias muy grandes.

El tercer algoritmo [8] permite mayor precision que
el anterior, pues la expresion (10) se obtiene a partir de
la (9) cuando A tiende a infinito. Una tipica realizacion
en modo de tensién es la cldsica puerta de diodos,
empleada para la operacién OR. Para evitar los errores
que surgen como consecuencia de las caidas de tensidon
en los diodos se emplean esquemas realimentados,
incluyendo un diodo en el lazo de realimentacién de un
amplificador operacional [9-10] o utilizando un ampli-
ficador diferencial y una llave en vez de un diodo [11].
Cuando este circuito actiia como méaximo, su operacion
consiste en comparar cada tension de entrada con la de
salida, de modo que sélo la tensién mayor cierre su
llave. La misma estrategia se sigue en el circuito
méximo en modo de corriente de [12], que usa un com-
parador de intensidades en vez de tensiones.

El probiema de los circuitos anteriores (salvo de los
que usan amplificadores operacionales, que estin com-
pensados internamente) es su tendencia a la inestabili-
dad, como consecuencia de los numerosos polos para-
sitos en los lazos de realimentacién. Para evitarlo hay
que introducir un polo dominante a muy bajas frecuen-
cias. Este problema no aparece en el circuito maximo
en modo de corriente descrito en [13] porque en el
camino de realimentacién entre intensidades de
entrada y salida sélo intervienen dos transistores, que
son los que consiguen la ganancia A elevada. Como se
ilustra en la Fig 4c, para n entradas, este circuito consta
de 5n+1 transistores.

El circuito que emplearemos para la realizacién de
los conectivos de las reglas del controlador difuso des-
crito en esta comunicacién consiste en una modifica-
cion del circuito anterior, propuesta recientemente por
los autores [14], que utiliza sélo 3n+1 transistores y
consigue la misma precision, pero pudiendo operar a
mas velocidad y consumiendo menos drea y potencia.
Como se muestra en la Fig. 5, consiste en la combina-
cion de espejos de corriente Wilson que comparten un
transistor conectado como diodo. Los transistores T,
actiian como seguidores de tensidn, a la vez que condu-
cen la intensidad desde un nudo de baja impedancia a
otro de alta, evitando errores de carga.

6 Circuitos para Ponderacion de Reglas

Desde la perspectiva de los circuitos MOS analdgi-
cos, ladivisién ha sido tradicionalmente una operacidn
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Fig. 5.- Circuito empleado para la operacién
maximo.

costosa en tiempo y drea. Por este motivo, en mucho de
los controladores fuzzy propuestos en la literatura se
impone la condicién de que el denominador de la
expresion (4) tome el valor 1, o se calculan los valores
normalizados de los grados de pertenencia de acuerdo
con la expresion:

H.

- 1 T
Yo = Li):,H.Ci = ZiHiCi an
1

Mientras que la operacién de normalizacién puede
realizarse de forma eficiente en tecnologias bipolares,
no ocurre lo mismo cuando se utilizan dispositivos
MOS. Algunos autores recurren al empleo de lazos glo-
bales de normalizacién [13, 15] que presentan dos in-
convenientes: 1) implementan sélo de forma aproxi-
mada la expresién (11); y 2) limitan la velocidad de
inferencia del controlador.

La estrategia seguida en este trabajo se basa en
abordar directamente la realizacién de la expresién (4)
mediante un circuito divisor que acepte intensidades
como entradas y proporcione una tension a la salida.
Para ello hemos empleado una técnica de transresisten-
cia variable, mediante elementos que permiten una
relacién V,=I R, con el valor de la resistencia R con-
trolado por una intensidad Iy, de la forma R=V,/14.

Cuando se analizan diferentes estructuras con tran-
sistores que operan en la regién de inversi6n fuerte (en
saturacién y zona 6hmica), encontramos que el opera-
dor divisor mas adecuado para la realizacién del blo-
que final de controladores difusos es el que emplea
transistores en zona Ghmica, ya que permite un rango
dindmico mayor que el alcanzado con estructuras basa-
das en transistores en saturacién y requiere un con-
sumo de potencia menor [16].

Las geometrias de los transistores que constituyen
el elemento de transresistencia variable (mostrado en
la Fig. 6a) pueden ser minimas y no estdn sujetas a res-
tricciones tan severas como en un transresistor en satu-
racién, que tiene que permitir rangos de tension
suficientes para los espejos de corriente. Ademis, la
combinacién de los 4 transistores en zona Ghmica
puede trabajar a altas frecuencias, pues €s una estruc-
tura autocompensada en cuanto a sus capacidades pard-
sitas intrinsecas [17], y es mas robusta frente a
desapareamientos en los transistores. El circuito divi-
sor completo empleado en el controlador que aqui des-
cribimos se ilustra en la Fig. 6b. Puede entenderse
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Fig. 6.- (a) Transresistor en regién lineal.
(b) Circuito divisor.

como un amplificador en configuracién inversora rea-
limentado por una resistencia de valor 1/B(V-V;), que
es a su vez proporcional a 1/l.,. Es decir, hemos apro-
vechado para realizar el divisor la estructura tipica que
se emplea para convertir una intensidad en una tensién
de salida.

7 Arquitectura del Prototipo Propuesto

Los bloques elegidos para la realizacién de las fun-
ciones de pertenencia, conectivos entre antecedentes
(Min/Max) y ponderacién de reglas son totalmente
compatibles entre si. La arquitectura del controlador
resultante se indica en la Fig. 7. Segin apuntamos con
anterioridad, su disefio para una aplicacién concreta se
reduce a la eleccion de las geometrias de determinados
espejos de corriente (los marcados con letra negrilla en
la Fig. 7).

La velocidad de operacion de los bloques MFC y
Min/Max viene limitada por el tiempo invertido en rea-
lizar la diferencia acotada (pues ésta conlleva el paso
de transistores de corte a conduccion). En general,
estos tiempos estdn por debajo de los 300 ns. En cuanto
al bloque divisor, su dindmica viene gobernada por un
polo dominante cuya magnitud es proporcional al
ancho de banda del amplificador y al valor de I4.,. Para
valores tipicos el tiempo de respuesta de este bloque
también es de unos cientos de nanosegundos. Por todo
ello, el controlador propuesto puede alcanzar el rango
de las MFLIPS.

8 Conclusiones

La utilizacién del método de inferencia simplifi-
cado y la adecuada eleccién de los circuitos que imple-
mentan los diferentes operadores facilita la realizacion
en hardware de sistemas de control basados en légica
difusa. Las principales caracteristicas de la arquitec-
tura que proponemos son el reducido coste de irea, la
elevada velocidad de operacion, la facilidad de interfaz
con la circuiteria de control convencional y la posibili-
dad de incluir técnicas de programacién digital.
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Abstract

This paper outlines a systematic approach to
design fuzzy inference systems using analog inte-
grated circuits in CMOS, standard VLSI technol-
ogies. Inference is performed by using Takagi
and Sugeno's if-then rules, particularly where the
rule's output contain only a constant term-- a sin-
gleton. All proposed circuits emphasize simplici-
ty at the circuit level-- a prerequisite to increas-
ing system level complexity and operation speed.
A three-input, four-rule controller has been de-
signed for demonstration purposes in a 1.6\m
CMOS single-poly, double-metal technology. We
include measurements from prototypes and de-
tailed HSPICE simulations. These results opera-
tion speed in the range of SMFlips with systemat-
ic errors below 1%. A hybrid learning algorithm,
suitable for hardware implementation, is also
proposed, as long as a modified membership
function circuit that allows electrical tuning of
all parameters, as desired for learning purposes.

Key words: neural networks, fuzzy theory,
analog circuits, current-mode circuits, normal-
ization open loop.

1 Introduction

Software implementations of fuzzy inference
systems typically operate below Kflip rate (flip
stands for fuzzy logic inferences per second), not
fast enough for many high-speed control prob-
lems, like those related to automotive engines
[1]. During the last few years different authors
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have focused on the development of dedicated
hardware, using IC technology [11, [2], [3], to
overcome this drawback. In particular, analog
circuits are worth considering for this application
due to the intrinsically higher speed and lower
power consumption than their digital counter-
parts [4]. Functional efficiency (measured as the
device count for a given operation) of analog cir-
cuits is also much larger than for digital, due to
the possibility of versatile exploitation of small
analog devices (formed by a few transistors) for
a wide variety of low-level linear and non-linear
processing required for fuzzy inference. Finally,
the intrinsically lower accuracy of analog circuits
does not seem to be a major limitation for most
fuzzy system applications.

Previous proposals for analog fuzzy circuitry
use bipolar transistors and/or linear resistors
[2].[3] -- not readily implementable in the stan-
dard VLSI technology. Consequently, these ICs
are expensive to produce, and not fully compati-
ble to other conventional digital circuitry that
may be needed to integrate together with the
fuzzy circuitry, for complex control tasks. To
overcome this drawback, all circuits proposed in
this paper use MOS transistors as the only circuit
primitive, and thus are fully compatible with the
cheapest CMOS single- poly scaled technolo-
gies.

Since one of the major problems encountered
in fuzzy systems is how to capture expertise, our
approach focuses on algorithms and circuits that
enable the incorporation of learning.
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Fig.1: (a) Singleton neuro-fuzzy architecture; (b) Exemplary architecture
for two input and two rules.

2 A Neuro-Fuzzy Architecture.
2.1 Multilayer Architecture
Circuit building blocks are arranged in the lay-
ered architecture of Fig.1 [4], where it is implic-
itly assumed that inference is performed using
Takagi and Sugeno’s singleton algorithm [5].
Referring to Fig.1 we can identify the catalog of
analog functions needed to implement neuro/
fuzzy controllers:
Layer 1: 1t contains a node per each fuzzy
label of the input variables. Layer input is
X"=[x, x,..., x,], and layer output is the matrix
of matching degrees,

[s}.'.] = [p,ji(x].)] 1SjSM,1Li<N

(D
where [1;(x) is the membership function asso-
ciated to the i-th linguistic label of the j-th
input variable. Hence, each node in this layer
realizes a nonlinear transformation.

Layer 2: It maps this matrix of matching
degrees into the vector of firing rule activities,
w'=[w,, w, ..., w,]. Each vector component is
calculated by a corresponding processing node
as follows,

W, = min(s s

M) )

Layer 3: Each node in this layer calculates the
averaged firing activity of its corresponding

12

rule, starting from the vector of firing activi-
ties, as follows,

;izwi/[z wi] 1<isN 3)
(= LN
Layer 4: This layer multiplies each component
of w by its corresponding singleton, thus
obtaining the vector of graded rule’s conse-
quents,

— %

Z; = WY, lsisN 4)

Layer 5: This contains a single node which
aggregates the consequent outcome of the
individual rules, to obtain the inferred output.

yx = ¥ g (5)
i=1,N
Nodes in layers 1 and 4 are adaptive, while the
remaining have a fixed function. By setting the
parameters that control the shapes and locations
(inside the universe of discourse intervals) of the
membership functions and the singletons, Fig.1
can learn a prescribed input-output mapping [4].
2.2 Learning Strategy
Jang proposes a hybrid algorithm to train
Fig.1 by using back propagation for layer 1 and
LMS for layer 4. However, it is very costly for
hardware implementation, which motivates look-
ing for better suited alternatives. A detailed via-
bility analysis taking into account the specific
nature of the circuitry and its function leads us to
explore weight perturbation [6] for layer 1 and
outstar tor layer 4 [7]. This algorithm substitutes
the derivatives of back propagation by finite dif-
ference equations, and tries to keep the complete
algorithm feedforward through computation of
the influence of each parameter on the global
error. Assuming that o is the learning parameter
and E is the global error at the output, changes in
 are given by

_MI[E(@) ~E(w+pers)]

Ao (6)

pert

where pert is a small perturbation and n the



learning rate -- both constants. Note that weight
update hardware involves evaluation of the error
with perturbed and unperturbed weight, and then
multiplication by a constant.

On the other hand, functional equivalence
between layer 4 and a Grossberg neuron in the
counter propagation network can provide a good
alternative for LMS, the outstar rule. Singletons
are then updated as follows,

)’* inew — )’* iuld+p'[T—y(x)] (7)

where y*; is the singleton whose rule antecedent

is maximum, that is w;(x) = max{w;(x), wy(x),
..wn(x)}. In this case, update hardware involves
a multi-input maximum circuit apart from the
multiplication by a constant.

3 CMOS Premise Building Blocks

3.1 Membership Function Circuits (Layer 1)
CMOS PWL membership function circuits

have been proposed in [8]. Herein we will con-

sider bell-like functions. The exact bell shape [6],

K = —m (8)
1+( A )

where A, E, and B are the adaptation parameters,
uses involved analog circuitry [9]. However,
membership functions with bell-like shape and
continuous derivative are realized in a simple
manner by the transconductance mode circuit of
Fig.2(a), consisting of two interconnected
source-coupled MOS differential pairs. This
structure is similar to that used in high-speed
folding ADCs [10] and exploits the operation of
the MOS differential amplifier as a current
switch with soft transition region.

Fig.2(a) obtains a bell-like membership func-
tion through a linear, KCL combination of two
soft-limiter characteristics: one with positive
slope and the other with negative slope as
Fig.2(c) illustrates. A square-law model of the
MOS transistor, ubtains the following expres-
sions for the transition rezions in Fig.2(c),
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JBLx Ji-(B2/1)  —Fex <F
(BLY)xy 1= (Bx3/1)  ~F<x,<F o

where x, =x—E,, x, =x—E,, B=kW/L, F=(1,/8)"", k
is a technological parameter (whose value for
NMOS transistors in a typical technology is
about SOuA/vz) and W and L are the transistor
width and length. The unitary current /,, in (9) is
a normalization value which corresponds to the
largest matching degree value (m;=1).

By making E,=E-A and E=E+A, (9) provides
a first-order approximation to the bell-shape of
(8) with the slope at the crossover [6] points
(parametrized by B in (6)) given by:

g, = JB, (10)

Thus, the membership function width and posi-
tion can be tuned by proper setting of the refer-
ence voltages E, and E, , while membership
function slope is determined by transistor geom-
etries. Electrical tuning of slope. which is desir-
able for learning purposes, is achieved by using
the transconductor 2 of Fig.2b. In this case, the
slope at the crossover points is given by:

1ix) =

(E0) EZ|| X

(©) A

Fig.2: Bell-like CMOS membership function: (a) Circuit structure; (b)
‘Two possible transconductors: simple--1, and composite--2; () Member-
ship function shape.
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2
o= (88,78, +B)) «/(lm/ﬁz) b en )
22,08,/ (B, +B,) (n

- )
«/(1”/;32) +(I,/B,) +25JI /B, +E°B,/ (B, +8,)

where X is the tuning parameter and /=1, /2.
3.2 T-Norm Nodes (Layer 2)

The calculation of the minimum among the
matching degrees in fuzzy inference rules is
functionally equivalent to obtaining the comple-
ment of the maximum among the complements
of these matching degrees,

w = mim(sl,sz,...,sM) = Ex(;%;;;) (12)
where the upper bar denotes complement, calcu-
lated from the original variable as follows,

z=1-z (13)
Note that the complement operator is easily real-
ized in current-mode, by using KCL, with 1 in
(13) being the unitary current, I,,. Let us now con-
sider the implementation of the maximum opera-
tor. The classical approach used in analog
computation for voltage-mode circuits is based
on the following steady-state equation,

—ig+ Y Au (i, -i) =0 (14)
k=1M

where i, is the output, Ij, are inputs, and u_;(.)
denotes rectification operator. Fig.3(a) illustrates
this concept while Fig.3(b) shows a conceptual
CMOS current-mode schematic for it. This cir-
cuit is similar to that presented in [11] for the
winner-take-all operation. However, contrary to
the winner-take-all, the circuit of Fig.3(b) is
designed not only to select the maximum among
a set of input currents, but also to propagate that
maximum current to the output node. Fig.3(c)
illustrates circuit operation. The maximum cur-
rent determines the value of the common gate
voltage, V.. The only input transistor that oper-
ates in saturation region is that which is driven by
maximum input current. All the rest operate in
ohmic region.

Fig.3 requires careful analog design to reduce
errors due to channel length modulation effects,
which appear if transistor output nodes are not
equipotential. In particular, our design approach
yields 0.3% error for 15LA current.

4. CMOS Consequent Building Blocks

4.1 Normalization Circuitry (Layer 3)

Using analog dividers to evaluate (3) is
impractical -- analog dividers are costly and inac-
curate. A convenient alternative uses feedback to
maintain constant a sum of vector components
(2], [3], [12]. Unfortunately, transient response of
this normalization scheme is rather poor -- a neg-
ative consequence of feedback. In particular, it
obtains times around 1us (90%) when used in the
CMOS 1.6pum 3-input 4-rule controller of Sec-
tion VL

On the other hand, the normalization circuit
operation can be summarized as follows

w; = F(w,w) (15)

and

M= 3 w-a (16)
i=14

where F(.) is an increasing monotonic function
of w,and A is a real constant. Fig.5 (illustrated for
a case with 4 inputs) presents a circuit which
realizes this function without feedback, and

@ Mo My fMNI@IDlj Q

Fig.3: CMOS current-mode maximum/propagate circuit: (a) Concept;
(b) Basic schematic; (c) lHlustrating operation principle.
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Fig.4: Normalization function: CMOS circuit for open-loop normalization.

hence yields much better transient response than
previous proposals. The proposed circuit consists
of two source coupled NMOS arrays; the one at
the bottom implements a non-linear I/V conver-
sion, and produces a voltage input for each out-
put transistor of the top array, whose drain
current is finally replicated by a PMOS current
mirror. Square- law calculations on this circuit
give

— 2
—_ Wi 1 w. w.
Wi =By, /—-— [}—’—PH (17
PI: Bbm (4)}':21"4 Btop ﬂba

This expression fulfills (13), while (14) is forced
by KCL.

Main error sources in Fig.5 are channel length
modulation and common mode rejection. Proper
design yields 0.8% error using our design
approach.

4.2 Output Circuitry (Layers 4 and 5)

These are realized in single manner in current
domain (addition is then realized by KCL) using
current mirrors, and tuned in either digital or ana-
log manner using state-of-the-art analog current-
mode techniques [8], [9]. In particular, singleton
weighting is easily obtained by means of current
mirrors with different sized input and output
transistors, where the ratio of these sizes gives
the singleton value.

Analog programmability, as desired for learn-
ing, can be incorporated using techniques simi-
lar to that in [8]. Fig.6 illustrates the
incorporation of digital programmability. In this
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figure, we compose the desired transistor size by
combining transistors of different sizes, using
NMOS transistors as voltage controlled switches
to achieve external control of this combination
by digital signals. The global output is
y= ) (35,+25, +5,0)W, (18)
i=1,4

where (3s,+2s,,+s5,) is the singleton value for rule
i, and s, take logical values 1 or O associated to
V. and V, voltage, respectively.

5 Practical Results

We have designed a 3-input four-rule control-
ler in a CMOS n-well single-poly double-metal
1.6um technology. The controller works with
V=-2.5v and V44=2.5v, and bias currents are in
the range of pA. Fabricated prototypes uses
transconductor 1 in Fig.2b, thus only its location
and width are programmable in layer 1. Layers 4
and 5 were implemented as described in section
4.2, thus singletons are digitally programmable.
Nominal errors below 1% were measured, while
transient response (90%) is around 300ns. Fig.6
shows measurements from prototypes of control-
ler for different singleton values (7,5,4,2).

On the other hand, Fig.7 shows computer sim-
ulations for a fuzzy controller based on the archi-
tecture of Fig.1, with 9 rules and one input, and
the membership function shape of (8). Parabola
y=x2 is taught to the controller, by showing 15
data pairs, with the algorithms in section 2.2.
These results justify the interest in adaptive

Siz S S _
L1 1
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Fig.5: Rule output weighting and aggregation to obtain for global output.
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building blocks like those proposed for layer 1.
Electrical tunability of the membership function
circuit is demonstrated by measurements from
real prototypes (Fig.8a,b) and from HSPICE sim-
ulations using level 6 transistor models (Fig.8c¢).

6 Conclusions

A set of innovative building blocks for analog
fuzzy controllers design has been presented. The
simplicity of these blocks, as well as the compact
design they achieve (less than 3 mm? for a three
input-four rules controller), permit operation
speeds of up to SMFlips with low power con-
sumption. Besides this, the great modularity of
this approach enables increased controller com-
plexity, by adding rules and/or input, with no
extra design effort. Computer simulations have
also demonstrated the viability of on-chip learn-
ing in a neuro-fuzzy system, which justifies the
interest in adaptive building blocks, like those
presented here for layer 1.
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Fig.6 Controller output for two active input and ditferent singleton val-
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Fig.7 Learning Algorithms: (a) RMSE curve for weight perturbation
algorithm with 1)/pert=7.5 and pert--0.001; (b) RMSE curve for hybrid
algorithm with n/pert=7.5, perr=0.001, and p=0.01.
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Fig.8 Membershi-p function tunability: (a) Location tunability;(b) Width
tunability; (c) Siope tunability with transconductor 2 in tig.2b.
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