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RESUMEN

En este estudio se presenta una alternativa a las
técnicas tradicionales para controlar la calidad
de los procesos de fabricacién, como los
graficos X-R. Aplicando la teoria de Redes
Neuronales Artificiales, conjuntamente con la
teoria de Conjuntos Borrosos (Fuzzy), hemos
construido un sistema que cumple dos objetivos
fundamentales en cuanto al control de calidad
de un proceso: por un lado detecta
inmediatamente las desviaciones inadmisibles
de la media y la variabilidad del proceso y por
otro lado, evita las “falsas alarmas” que puede
dar el grafico “X-R” cuando se estd fabricando
con un nivel de calidad adecuado y las
mediciones indican aparentemente lo contrario.

Palabras clave: Control de Calidad, Redes
Neuronales, Légica Fuzzy.

1. INTRODUCCION.

El control estadistico de procesos (SPC) trata de mostrar y
supervisar el ajuste de los procesos de fabricacién a las
normas y tolerancias garantizadas desde el disefio de
producto y proceso. De esta manera se trata de evitar que
las medidas a controlar sobrepasen los limites de control
fijados en torno a la media de las medias o al rango medio
(segtn hablemos del grafico X o el R) de las muestras que
se obtengan del proceso, y en el caso de que se
sobrepasen, efectuar las correcciones oportunas en los
Pprocesos.

En SPC se consideran variaciones admisibles aquellas que
s6lo pueden achacarse al azar o al comportamiento normal
del proceso productivo: maquinas, proceso y personal.
Este comportamiento regular recoge los efectos aleatorios
sistematicos, es decir la parte predecible de los datos
observados de acuerdo con el modelo dindmico y de
referencia. Representa el estindar interno de calidad y en
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el disefio del proceso éste debera ajustarse a las
expectativas exteriores de calidad. Cualquier desviacién
del estdindar interno deberia considerarse como
“controlable, desviacidén del proceso o desviacién comin”
en la terminologia de Deming.

Para la deteccion de estas variaciones se han utilizado
tradicionalmente los graficos de control “X-R”. La
principal regla para la deteccién de una situacién de
“fuera de control”, es que un punto representativo de las
mediciones de la caracteristica de calidad a controlar esté
fuera de los limites de control situados a +30 y -3o
respecto a la caracteristica media. En otro caso, el proceso
estd bajo control.

Investigaciones como las de Pugh (1991), Guo y Dooley
(1992) o Chang y Aw (1994, 1995) demuestran con éxito
la posible aplicacion de las redes neuronales a la
identificacién y clasificacién de desviaciones en la media
de un proceso.

En nuestro trabajo, proponemos un sistema neuro-fuzzy
para detectar desviaciones en la media y en la variabilidad
de un proceso de fabricacién. A partir de la medicién de
la caracteristica de calidad de ocho muestras, se alimentan
dos redes neuronales previamente entrenadas para
proporcionar como salida la media y la desviacién tipica
del proceso. Posteriormente se emplean dos clasificadores
que utilizan conceptos de 16gica difusa, para identificar el
estado del proceso de fabricacién en funcién de la salida
de la red neuronal.

2. DISENO DE REDES NEURONALES
PARA DETECCION DE
DESVIACIONES EN LA MEDIA Y
VARIABILIDAD DE UN PROCESO.

Las redes neuronales (o redes de neuronas artificiales),
son modelos matemdticos simplificados de las redes de
neuronas que constituyen el cerebro humano. Estos



modelos estan compuestos por un conjunto de “neuronas
artificiales” o conjunto de unidades que procesan e
intercambian informacién. Las neuronas de una red estdn
estructuradas en distintas capas, dE forma que cada
neurona de una capa estin conectadal con todas las de la
capa siguiente a través de unos enlaces caracterizados por
un peso que da idea de la importancia de la conexién.

Debido a su constitucién y a sus fundamentos, las redes
neuronales artificiales presentan un gran nimero de
caracteristicas semejantes a las del cerebro. Por ejemplo

son capaces de aprender de la experie
a partir de casos anteriormente apre
caracteristicas esenciales a partir
presentan informacidn irrelevante, e

ncia, de generalizar
ndidos, de abstraer
de entradas que
tc. Esto hace que

ofrezcan numerosas ventajas y que esta tecnologia se esté

aplicando en multiples dreas. Estas

ventajas incluyen:

Aprendizaje adaptativo, Autoorganizacion, Tolerancia a

fallos y operacion en tiempo real entre

otras.

Aprovechando estas caracteristicas, [se han construido
numerosas aplicaciones de redes neuronales que se han
demostrado muy utiles en los campos de reconocimiento
de patrones y generalizacién. En este trabajo, utilizamos
redes neuronales aplicadas al contro} de calidad de un
proceso, por lo que se entra dentro deT las dos categorias:
por un lado se reconoce un patrén aprendido a partir de
informacién incompleta o defectuosa,‘ y por otro lado se
obtendran unos resultados utilizando la capacidad de
generalizacién a partir de los patrones previamente
aprendidos.

La red neuronal propuesta es, en| ambos casos, un
PERCEPTRON MULTICAPA, constituido por cuatro
capas de neuronas, con la particularidad de que las
neuronas de la capa de entrada estan |conectadas a todos
los nodos de las otras tres capas (en 1a figura 1 no se han
dibujado todos los enlaces para evitar confusiones). Este
disefio tiene la ventaja de que el tiempo de entrenamiento
disminuye considerablemente sin que jsea demasiado alto
en numero de neuronas en las capas ocultas.

RED 8-8-5-1 para las MEDIAS

RED 8-7-8-1 para las DESVIACIONES
Figura 1

La capa de entrada estd compuesta por ocho neuronas,
cada una de ellas para una observacién o medida cuya
media y/o variabilidad se quiere controlar. Se tienen dos
capas ocultas; para el control de las medias, con 8 y 5
neuronas y para el control de las desviaciones con 7 y 8
neurcnas respectivamente. El nimero de capas ocultas y
el de nodos en cada capa se ha elegido por ser los que
daban un menor tiempo de entrenamiento y mejores
resultados. En la capa de salida se tiene una tnica neurona
que serd la que saque al exterior el resultado del
procesado de la red. La salida de cualquier nodo de las
capas ocultas o de salida, se calcula mediante la funcién
no lineal siguiente:

|
Vi=—ag— O
PNAY
I+e
donde:
V; = salida de una neurona de una capa anterior,
V; = salida de la neurona,
W;; = peso de la conexién entre una neurona i de una capa
anterior, y la neurona j, y
N; = nimero de neuronas de capas anteriores a las que
esta conectada la neurona cuya salida se desea calcular.

El algoritmo de entrenamiento utilizado es el
“backpropagation”, que se basa en la modificacién de los
pesos de las conexiones entre las neuronas en funcién del
error cometido en el célculo de 1a salida de cada uno de
los ejemplos de entrenamiento frente a la salida deseada
en cada caso. Después de cada pasada de los ejemplos de
entrenamiento, se hace una correccién de los pesos de
forma que el error va disminuyendo.

El conjunto de ejemplos de entrenamiento estd constituido
por 1800 casos tanto para la media como para la
desviacioén, ordenados aleatoriamente, y cada uno de ellos
formado por 8 entradas y 1 valor de salida que serd la
media o la desviacion tipica de la Distribucién Normal
con la que se generaron los 8 valores de entrada, como se
indica en las tablas adjuntas 1 y 2:
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Grupo N° de Distribucion | Salida
ejemplos deseada
A 200 N(-4, 1) 0.1
B 200 N(3, 1) 0.2
C 200 N2, 1) 0.3
D 200 N(-1, 1) 0.4
E 200 N(0,.1) 0.5
F 200 N(1, 1) 0.6
G 200 N2, 1 0.7
H 200 NG, D 0.8
I 200 N4, 1 0.9
Tabla 1: Casos de entrenamiento para la red de
“Medias”
Grupo N° de Distribucién Salida
ejemplos deseada
A 360 N(0,0.5) 0.1
B 360 N(0,1.0) 0.3
C 360 N(0,1.5) 0.5
D 360 N(0,2.0) 0.7
E 360 N(0,4.0) 0.9
Tabla 2: Casos de entrenamiento para la red de
“Desviaciones”

Antes de presentar los casos a la red para el
entrenamiento, se deben normalizar entre 0.1 y 0.9 tanto
las entradas como la salida para evitar la saturacion de la
sigmoide que se utiliza como funcién de transferencia.

Como procedimiento para el entrenamiento de la red se
han dividido los casos de ejemplo anteriores en dos
grupos: el 80% de ellos se utilizar para el entrenamiento,
mientras el 20% restante se usara para la validacién.

Para evitar el “overfitting” o sobreentrenamiento se ha
utilizado la metodologfa “early-stopping” que se basa en
realizar una pasada por los ejemplos del conjunto de
validacién después de cierto numero de pasadas de los
casos del conjunto de entrenamiento, de forma que se
pueda hacer un seguimiento tanto del error de
entrenamiento como del de validacién; cuando se aprecie
un aumento apreciable del error de validacién se detendra
el proceso de entrenamiento de la red neuronal, puesto
que se puede asegurar que si continuara, se produciria el
mencionado “overfitting” con lo que la capacidad de
generalizacién y prediccién de la red neuronal se veria
claramente perjudicada. En la Figura 2 puede observarse
genéricamente el instante de parada del entrenamiento.
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Error de
validacion

Error de
entrenamiento

1 —>
Parada de tiempo
entrenamiento

Figura 2

Para la construccidn y entrenamiento de la red neuronal se
utilizé el programa comercial “SNNS v 4.0”, que permite
el disefio de redes neuronales de muy diferentes tipos y
configuraciones. Después de pasar por la red todos los
ejemplos de entrenamiento en orden aleatorio 150.000
veces para la media, el error cuadratico medio en la salida
baj6 hasta 0,0016. Para la red de desviaciones se pasaron
los ejemplos de entrenamiento en 200.000 ciclos, bajando
el error hasta 0.0088. Con estos valores las redes se
consideraron entrenadas y listas para poder clasificar
NUEVOoS €asos.

3. CLASIFICADORES FUZZY DEL
ESTADO DEL PROCESO.

Segin la légica tradicional, cuando un elemento
determinado pertenece a un subconjunto de un referencial,
debe hacerlo en un grado absoluto. De la misma manera,
si el elemento no pertenece al subconjunto, no lo hard en
modo alguno.

La légica borrosa permite la introduccién de matices en
cuanto a la pertenencia de un elemento a un subconjunto
difuso, de forma que un elemento pueda pertenecer a
aquel sélo en cierto grado. Asi, un subconjunto difuso “F”
de un determinado referencial “U” estara caracterizado
por una funcién de pertenencia pr que toma valores en el
intervalo [0,1]:
rrU—[0,1]  (2)

Como se observa en la figura 3, a medida que los valores
de x crecen por encima de Xx;, el grado de pertenencia al
subconjunto F borroso disminuye gradualmente; o lo que
es lo mismo, a medida que disminuye el nivel de
seguridad (o) los intervalos de confianza para los valores
de “x” aumentan (se hacen mas imprecisos).



HFE (x)

X X max

Figura 3
Nosotros proponemos los siguientes esquemas de
subconjuntos fuzzy, para clasificar las salidas de la redes
neuronales (ver figura 4 y figura 5):

o=1

> Reglal

N Regla2

Dﬂ

a=0 02 0.5 0.8 |

|

Figura 4: Clasificador fuzzy para las medias

o=1

o

o=0

0.1 0.5

Figura 5: Clasificador fuzzy para las desviaciones

Como puede apreciarse en la figura 4, el valor de salida
0.5 se corresponderia con una N(0,1), por lo tanto los
valores que se han introducido |a la red en su
entrenamiento deben haber sido tipificados. El valor 0.2
corresponderia a un valor de una N(-3, 1) y el 0.8 a una
N(3, 1). En este clasificador, segin |la regla 1 para un
nivel de seguridad o, valores de salida de la red por
debajo de 0.2 o superiores a 0.8 replresentarén muestras
fuera de contro! segiin la media. Seg[t'l.n la regla 2, para
valores de salida de la red entre 0.2 y 0.8, aquellos que
caigan dentro del tridngulo serin |considerados bajo
control mientras que los valores exteriores al triangulo
entre esos limites, haran que tengamos que evaluar una
nueva muestra antes de tomar la decisién. Si el valor

obtenido para la siguiente muestra cae dentro del tridngulo
decidiremos que la situacién esté bajo control, y si vuelve
a caer fuera del tridngulo decidiremos que la situacién
estara definitivamente fuera de control.

El clasificador fuzzy para las desviaciones proporcionadas
por la red de desviaciones se interpreta de manera aniloga
al clasificador de las medias. Asi, para salidas de la red de
desviaciones por debajo de 0.1, correspondiente a
desviaciones de una N(0, 0.5), consideramos que la
desviacion estard bajo control para cualquier nivel de
seguridad o (Regla 1). Para valores superiores a 0.5,
correspondiente a desviaciones de una N(0, 1.5)
consideraremos que la desviacién es inadmisible (Regla
3). Por tultimo para valores entre 0.1 y 0.5 (Regla 2),
cuando estemos en la zona no punteada, aceptaremos la
desviacién de la muestra, y en caso contrario tendremos
que esperar a tomar la decisién segin el valor de la
siguiente muestra. Si el valor obtenido para la siguiente
muestra vuelve a caer en la zona punteada, o en la zona de
la Regla 3, consideraremos una situacién de fuera de
control para la desviacidn; en otro caso, consideraremos el
sistema bajo control.

El proceso de andlisis conjunto sera de tipo secuencial. Se
comienza observando el resultado obtenido para la media
y a continuacidn se pasa a observar la desviacién de cada
muestra. Para determinar que el proceso esta bajo control
debe verificarse que tanto la media como la desviacién
estan bajo control.

4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS
OBTENIDOS.

Para comparar el sistema -clasificatorio neuro-fuzzy
propuesto con el grafico X-R-Shewart de medias y rangos,
utilizaremos el concepto de “longitud media hasta fallo”
(LHF) definiéndolo como numero medio de muestras
seguidas que es necesario analizar hasta encontrar una
“inaceptable”, esto es, con media o desviacion tal que
ponga al sistema fuera de control. Asi, la meta de un
sistema de control de calidad de procesos es doble, por un
lado debe detectar cambios repentinos en la media o
variabilidad tan pronto como sea posible (LHF pequefio),
y por otro mantener el proceso bajo control cuando no
existan problemas (LHF grande). Esto se corresponde con
minimizar los errores tipo I y tipo II, siempre
considerados en los sistemas estadisticos de control de
calidad.

4.1 Errores tipo Iy tipo II
Los errores tipo I caracterizan las falsas alarmas del

sistema de control; indicarian que el proceso no se
encuentra bajo control cuando en realidad si lo estd. Por
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tanto al comparar los grificos X-R con nuestro sistema de
control neuro-fuzzy, aquel que propicie mayor valor de
LHF para un mismo conjunto de muestras (consideradas
aceptables a priori), serd el més adecuado para el control
al minimizar este error tipo I. Los errores tipo I, por el
contrario, identificarian situaciones en las que no se
detectan a tiempo cambios en el sistema y que lo llevarian
a ponerse fuera de control. Por tanto en la comparacién
entre ambos métodos, aquel que propicie un menor valor
de LHF para un mismo conjunto de muestras
(consideradas inaceptables a priori), serd el mas adecuado
para el control al minimizar el error de tipo II.

Por tanto, evaluaremos la capacidad de control de nuestro
proceso segun graficos X-R y segtiin el modelo neuro-
fuzzy eligiendo como mejor opcién para el control aquel
que nos proporcione una mejor solucién de compromiso
en la reduccidn simultidnea de ambos tipos de errores.

Profundizando en lo anterior, para medidas de la
caracteristica de calidad a controlar que hayan sido
generadas segun una distribucién aceptable tanto para la
media como para la desviacidn, nos interesara que el valor
LHF sea lo més alto posible (lo ideal y estadisticamente
imposible seria que nunca se encontrase fallo), ya que al
ser valores generados como “aceptables” a priori, el
sistema no deberia detectar puntos fuera de control. Por el
contrario, cuando consideramos medidas generadas segiin
distribuciones no aceptables tanto para la media como
para la desviacién, el sistema de control adoptado debe
detectar cuanto antes estas situaciones que ponen al
sistema fuera de control, siendo el éptimo valor de LHF la
unidad.

Una vez calculados los valores de LHF para distintos
niveles de o segin el esquema propuesto, resulta
interesante la comparacién entre éstos y los obtenidos
para el grafico X-R:

o 0.3 0.5 0.7 0.8 R-
3sigma
N(0, 0.5) 13000,0] 3250,3] 590,9] 200,0] 142,8
N(0, 1.0) 6,217 3,475] 1,794 1,486 2,323
N(0, 1.5) 1,597 1,324| 1,108| 1,079 1,083
N(0, 2.0) 1,154 1,089 1,032} 1,021| 1,018
N(0, 4.0) 1,011 1,002| 1,000 1,000{ 1,000

o 0.3 0.5 0.7 0.8 X-

3sigma
N(-4, 1) 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
N(-3, 1) 1,03 1,02 1,01 1,00 1,00
N(-2, 1) 1,20 1,17 1,17 1,15 1,08
N(-1,1) 8,93 6,58] 3,64 348 4,5
N(-0.5, 1) 122,30 68,41| 31,25 24,14| 34,72
N, 1) 2535,82| 1815,83| 614,45| 385,24 370,46
N(0.5, 1) 116,24 59,54| 29.14] 21,55| 34,72
N1, D) 8,62 6,05 3,48] 3,24 4,5
N2, 1) 1,15 1,15 1,12 1,12 1,08
N@G3, 1) 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
N(4, 1) 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabla 3. Valores de LHF para distintas distribuciones y

valores de a. “Medias”
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Tabla 4. Valores de LHF para distintas distribuciones
y valores de o “Desviaciones”

A la vista de los resultados de la tabla 3 puede observarse
que para valores de medidas generadas segin
distribuciones normales centradas (de media 0), el
esquema propuesto mejora notablemente al grafico X, ya
que incluso para altos valores de seguridad a, el nimero
medio de muestras seguidas que se necesita obtener para
detectar que el proceso estd fuera de control es
relativamente mayor que con el grafico X (385,05 frente
a 370). Cuando las medidas generadas no son tan
centradas (medias entre —2 y +2), los resultados que se
obtienen mejoran también al grafico X para valores de
relativamente altos (por ejemplo para «=0.8, con valores
de la N(-0.5, 1) el clasificador fuzzy da valores de LHF
menores que los proporcionados por el gréfico X: 24
frente a 34, lo que significa que con el clasificador fuzzy
detectamos més rapidamente el descentramiento de
nuestra medida objetivo). Por Gltimo para valores altos de
descentramiento el comportamiento es practicamente
igual con el grafico X que con el clasificador fuzzy.

Por ofra parte, a la vista de los resultados de la tabla 4
puede observarse que para valores de medidas generadas
segun una N(0, 0.5) el esquema propuesto mejora
notablemente al grafico R de desviaciones, ya que incluso
para altos valores de seguridad (a), el nimero medio de
muestras seguidas que se necesita obtener para detectar
que el proceso est4 fuera de control es bastante mayor que
con el grifico R (200 44, frente a 142). Cuando los
valores analizados corresponden a muestras con pequefias
dispersiones, pero mayores que 0.5 (caso de la N(0, 1.0),
el clasificador fuzzy propuesto también mejora
notablemente el comportamiento respecto al grafico R. En
la tabla puede observarse como para altos niveles de
seguridad (0=0.7, 0=0.8) los valores LHF mejoran
sustancialmente al obtenido segiin al grafico R (1.8 y 1.5
frente a 2.32), lo que indica que se detecta mas
rapidamente el fallo con el clasificador fuzzy que con el
grafico R. Para valores de muestras con dispersiones
mayores que 1, el comportamiento del clasificador fuzzy
para valores altos de o, responde aproximadamente jgual
que el grafico R.



5. CONCLUSIONES.

Se ha propuesto un sistema neuro-fuzzy para la deteccion
de desviaciones en la media y variabilidad de un proceso
de fabricacién. Dos redes neuronales; de tipo “perceptrén

multicapa” se ha entrenado off-line

para transformar las

medidas de la caracteristica de calidad a controlar en

valores de la media y la desviacién

tipica del proceso.

Después se proponen sendos clasificadores fuzzy para
catalogar la salida de la red neuronal| e informar sobre el
estado del proceso. Los resultados preliminares mejoran a
los obtenidos mediante la utilizacién de graficos X-R
tradicionales en términos de LHF (longitud media hasta el
fallo), sobretodo cuando la desviacién de la media o de la
variabilidad es pequefia. Es especial%nente destacable el
hecho de que el valor de LHF es mucho mayor para el
caso de que el proceso se encuentre bz’ajo control (media o
desviacidén tipica alrededor de la 6pﬂima), ya que no se
producen las falsas alarmas caracteristicas de los graficos

X-R.

Como ampliacién de este trabajo, estamos realizando un
programa que permita el procesado de¢ todos los datos de
las distribuciones de manera sencilla, con objeto de que
éstos puedan ser capturados directamente segin se
originan las medidas en los procesos reales de control de

calidad. Asimismo, investigaremos el
distribuciones (Gamma...) sobre las
entrenadas con ejemplos obtenidos

efecto de diferentes
redes neuronales
de la distribucién

Normal.
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Resumen

En aplicaciones para las que los requerimientos
de precision son de tipo medio o bajo, los circui-
tos analGgicos resultan ser mds eficiencientes
que sus competidores digitales desde el punto de
vista de la razon area/consumo de potencia [1].
Sin embargo, el limite en la precisién de los cir-
cuitos analégicos impone un limite en 1a comple-
jidad abordable con los mismos. De ahi que los
controladores difusos analégicos se hayan orien-
tado habitualmente a sistemas con requerimien-
tos de precisién media-baja, muy alta velocidad,
bajo consumo y baja-media complejidad. En este
articulo se presenta una estrategia de disefio de
controladores difusos que emplea técnicas de
sefial mixta para conservar la mayoria de las ven-
tajas de una implementacion analdgica, a la vez
que premite incrementar de manera notable la
complejidad del sistema. En concreto, la estrate-
gia propuesta consiste en aprovechar el caracter
local de las reglas en el algoritmo de inferencia
difusa. Asi, se implementa con técnicas analogi-
cas el algoritmo de inferencia para un numero
reducido de reglas, aquéllas que en cada
momento determinan realmente las salida del
sistema en cada punto concreto del universo de
discurso. Este bloque, que llamaremos nicleo
analogico, es programado dindmicamente para
realizar el computo asociado a cualquier con-
junto de reglas sobre cualquier punto del
universo de discurso completo. Los datos para
programar este nucleo analégico se almacenan
en una memoria, que constituye la base de cono-
cimiento del sistema difuso, a modo de conjunto
de la reglas virtuales. Para mostrar la viabilidad
de la propuesta se muestran simulaciones de
HSPICE de un sistema ejemplo.

Palabras claves: Circuitos Digitales, Analdgi-
cos y Mixtos, Controladores Neuro-Difusos

1 INTRODUCCION

El auge que han experimentado las aplicaciones basadas
en la Logica Difusa ha servido de impulso para la
proliferacion de circuitos electrénicos de aplicacién
especifica (ASIC), los cuales aceleran el computo de los
algoritmos difusos en aplicaciones de control donde se
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requiere velocidad [2][3]. Tales circuitos pueden ser
digitales [3][4][11] o analdgicos [5][7}[8]. En los
primeros, las técnicas de "pipeline" han permitido realizar
el computo de un gran numero de reglas difusas por
segundo, salvando asi las restriciones de ancho de banda
que impone el tiempo de propagacion de las celdas en las
tecnologias estdndar empleadas. Sin embargo, por lo que
respecta al retardo entrada-salida, que es el pardmetro mas
importante a tener en cuenta en el control en tiempo real,
éste es mayor en las realizaciones digitales que en las
analégicas.

Los controladores difusos analdgicos han demostrado
ser ventajosos en aplicaciones de baja complejidad (p.e.,
aplicaciones con pequefio nimero de entradas y reglas)
que requieren alta velocidad de operacién y bajo consumo
de potencia. En estos casos su baja resolucién, no resulta
un problema inportante, y en muchas de ellas se puede
trabajar con resoluciones por debajo de los cuatro bits [8].
Ademas, los controladores analdgicos ofrecen un interfaz
natural a sensores y actuadores, ya que no es necesario la
presencia de conversores A/D, D/A en el camino de las
seflales de control y realimentacion.

Muchos de los problemas de control en los que un
ASIC puede ser empleado tienen un nivel de complejidad
no superior a 100 reglas y 4 entradas [3]. Entre los
controladores difusos analdgicos mas complejos que
aparecen en la literatura estan los reportados en [5] con
13-reglasy 3 entradas, y en [6] con 16-reglas y 2 entradas,
de mucha menor complejidad que la anteriormente citada.
Uno de los principales obstdculos para incrementar la
complejidad de los controladores difusos analégicos es la
existencia de nudos de computacién global [9]{10], (como
los que aparecen al realizar el proceso de
"deffuzzificacién" empleando el método del centro de
gravedad). En estos nudos se suman también los errores
(sistematicos o aleatorios) causados por los circuitos que
realizan los antecedentes de regla, de modo que el error
global final se hace mayor, lo que supone, entre otras
cosas una degradacion en su precisién. Esto es
especialmente cierto en aplicaciones de control en las
cuales es bastante usual emplear una particién en rejilla
del universo de discurso [10], lo cual da lugar a un
incremento  exponencial de error global debido
principalmente al crecimiento exponencial del niimero de
reglas con el nimero de entradas. Asi, para sistemas de
complejidad media las implementaciones analogicas
comienzan a tener problemas.

Este articulo presenta una nueva arquitectura para un
chip controlador difuso de sefial mixta en el que se



preservan las ventajas de una implementacién analégica
(p.e. paralelismo computacional, optima eficiencia en
cuanto a la razon area/velocidad/consumo), a la vez que se
independiza la acumulacién del error del nimero de
reglas, lo que permite un incremento en la complejidad.
Esta arquitectura explota el caracter| local de las reglas
difusas; de modo que, para cada regién en el universo de
discurso, la salida puede ser obtenida a partir del conjunto
de reglas que contribuyen con un valor no nulo en la
region considerada. Llamaremos a estas reglas, reglas
activas [11]. El controlador present: do tiene un niicleo
analégico que realiza computo de la salida en base a las
reglas activas sobre una region daha. Este nucleo es
programado dindmicamente para situarse en cualquier
intervalo de interpolacion, utilizando técnicas de
multiplexado digital.

2 ARQUITECTURA Y DESCRIPCION
FUNCIONAL

Considérese amodo de ilustracion Ia particion en rejilla
bidimensional de la Fig.1(a). Si sobre ella realizamos una

nueva particioén en base a aquellas re
de discurso para las cuales el conjunto

giones del universo
de reglas activas es

diferente (llamaremos intervalo de interpolacion a cada
una de esas regiones), obtendremos una particién como la
de la Fig.1(b). Asi por ejemplo, a cualquier pareja de

entradas (x;,x,) en el intervalo puntea
(€3:.€5+1)]), le corresponde una

do C;;= [(€1€141),
salida que estard

deferminada por las reglas que aparecen en el recuadro

sombreado que encierra a dicho interv
resto de las reglas no tienen influenc
tanto, para el computo de la salida
universo de discurso, solamente s
funciones de pertenencia que corresp
activas, asi como sus valores "single

alo, mientras que el
ja en la salida. Por
en esa regién del
on necesarias las
onden a las reglas
ton" asociados. Es

mas, como se ilustra en la Fig.1(b), solamente los trozos

X, ;zﬂ

SIiJElTsliﬂ

Fig. 1: Nlustracién del conjunto de reglas activas: (a)
Particion en Rejilla; (b) Intervalos de Interpolacion

X ,___j/ NUCLEQ ANALOGICO

: BLOQUEDE ENTRADA | _, | BLOQUE DE REGLAS
Xk °3 (RELACIONADOCON | ‘M " | (RELACIONADO CON
X ;@ANTECEDENTE) w(A)

EL CONSECUENTE)
é_.. -E-- £ S! -"S! “.S!
*l*k*u YI*\YI‘\Y‘ZM\
SELECTOR DE
INTERVALO

Yy oY I
% isflogl) | MEMORIA

T@ . 7| bpiGaL <::>

—>|' 4D} " isflogal)

:  is(log,L)
4/D 7 ' o

Tamario: LM bits

Fig. 2: Arquitectura global de un Controlados con
Nucleo analégico Multiplexado.

de las funciones de pertenencia asociadas a las etiquetas
Xyjp Xyie1s X9 ¥ Xy, y dibujados con trazo grueso, asi
como los valores "singleton" asociados a los consecuentes
de las cuatro reglas activas y*, y* a1y, Y* 1) ¥ Y* 13415
son necesarios para generar la salida én el intervalo C,‘Jv

La Fig.2 muestra una arquitectura global capaz de
realizar el procedimiento descrito arriba para un
controlador con M entradas y L etiquetas por entrada
(esto es,un total de LM reglas), en ella aparecen los
siguientes bloques de alto nivel:

* NMicleo Analdgico: este es el bloque que realiza el
procedimiento de inferencia difusa. Posee un conjunto
de entradas de programacién que son proporcionadas
por los bloques Selector de Intervalo y Memoria
Digital. Estas entradas configuran al Nucleo
Analégico para trabajar con el conjunto de reglas
activas, lo que supone especificar las funciones de
pertenencia asociadas a los antecedentes de regla, asi
como los valores "singleton" asociados a los
consecuentes de regla.

» Convertidores A/D: este bloque permite identificar el
intervalo de interpolacién C; al que pertenece una
entrada dada y asi determinar el conjunto de reglas
activas. Esta formado por M convertidores analogico/
digital, uno por entrada, con una resolucién de
ij(Jlog,L) bits (esto es, el menor entero superior a
log,L). En conjunto, proporcionan una palabra de
M x iflog,L) bits, que codifica a cada uno de los
intervalos de interpolacién. Esta palabra digital es
usada para seleccionar las funciones de pertenencia de
los antecedentes de regla por el bloque Selector de
Intervalo, y para acceder al bloque de Memoria
Digital para obtener los valores "singleton" de los
consecuentes de regla.

Selector de Intervalo: Este bloque selecciona, a partir
de la palabra digital proporcionada por el bloque de
Convertidores, los valores de tension E,,... Ej,...Ey,
que configuran el Bloque de Entrada del Nicleo
Analogico para operar con las funciones de
pertenencia asociadas a las reglas activas en cada
intervalo.

Memoria Digital: este bloque selecciona, a partir ds la
palabra digital proporcionada por el bloque de
Convertidores A/D, los valores "singleton"
Y1¥,e0¥ %5 ¥2* que configuran el Blogue de Reglas
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del Nicleo Analégico para operar con los
consecuentes de las reglas activas. La salida de este
bolque es una plabra digital de tantos bit como son
necesarios para codificar el conjunto de valores
"singleton" requeridos. El bloque de memoria
proporciona tambien un interfaz externo para accesos
de lectura y escritura.

Es importante observar que la arquitectura mostrada en
la Fig.2 resulta més ventajosa a medida que se incrementa
el nimero de entradas y etiquetas. Por otra parte, el nimero
de salidas del controlador podria ampliarse sin demasiado
esfuerzo debido principalmente a que muchos de los
bloques descritos podrian ser compartidos por la circuiteria
dedicada a generar cada salida. M4s concretamente, cada
salida adicional necesitaria un nuevo bloque de Memoria
Digital y 2M Bloques de Regla.

3 BLOQUES FUNCIONALES

La seccién anterior describe brevemente la
funcionalidad de los bloques de la Fig.2. En esta seccién
proponemos una realizacion CMOS para tales bloques.

3.1 NUCLEO ANALOGICO

La arquitectura del Nicleo Analdgico se muestra en la
in Fig.3. Esta es la misma que la del controlador difuso
descrito en [12], aunque en este caso se necesitan 2%
reglas, y solamente dos funciones de pertenencia por
entrada. Los bloques de disefio son tambien bastante
similares a los descritos en [12], donde el lector puede
encontrar mds detalle sobre ellos.

Sin embargo, es importante destacar algunas de las
diferencias, derivadas principalmente de la estrategia
especifica de multiplexado, aqui presentada. En primer
lugar, como se dijo en la seccién 2., solamente son
necesarios los trozos de las funciones de pertenencia
marcados en trazo grueso en la Fig.1(b) para evaluar las
salida en cada intervalo. Por tanto, el circuito generador de
funciones de pertenencia debe ser capaz de generar dos
trozos con pendientes de signo opuesto. Esto puede
realizarse de una manera simple por medio de un par
diferencial como se muestra en la figura Fig.4(a). Es mas,
el mismo par diferencial proporciona dos curvas
complementarias una de la otra, hecho que puede ser
explotado para realizar directamente la operacion de
complementacién, si, como es el caso, realizamos el
operador minimo por medio de un circuito de maximo mas

Normalizacion

Fig. 3: Arquitectura del Niicleo Analdgico
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complementario, siguiendo las leyes de De Morgan [7]. La
Fig.4(b) muestra uno de los Blogues de Entrada, que es uno
de los bloques de disefio de alto nivel que realiza la mayoria
de los circuitos asociados a cada una de las entradas en la
primera y segunda capas de la Fig.3. La realizacion
propuesta tiene como entradas valores de tension, mientras
que el computo posterior se realiza en modo corriente. Las
corrientes de salida del par diferencial se replican para
generar las 2M salidas que se requieren para realizar las 24
reglas que determinan la salida dentro de un intervalo de
interpolacidén especifico. Tales corrientes se convierten de
nuevo en tensiones en la celda de entrada del circuito de
minimo, sombreado en la Fig.4(b). Las 2M  salidas de este
bloque se conectan a las correspondientes proporcionadas
por el resto de los bloques de entrada. Como resultado se
tienen 2™ antecedentes de regla. La salida de los
antecedentes de regla se conectan a los 2M'Bloques de
Regla, como se muestra en la Fig.4(c). Este es otro de los
bloques de disefio de alto nivel, y realiza los circuitos
correspondientes a las capas 3 y 4 de la Fig.3 asi como la
etapa de salida del circuito de minimo. Esta etapa, que
pertenece al bloque de minimo (Fig.3), es la que realmente
acta como interfaz entre los dos bloque de alto nivel
mencionados Blogue de Entrada y Bloque de Reglas. A
modo de ilustracién, la Fig.4(d) muestra un ejemplo de
interfaz para construir laregla R;; de laFig.1. En el ejemplo
de la Fig.1, se necesitan 2 Blogues de entrada, los cuales
proporcionan cuatro salidas de tensién cada uno (nétese que
las salidas de cada par diferencial son replicadas para
compartir el circuito y ahorrar area y consumo de potencia).
Para construir la regla Ry, las salidas  Vgigury ¥ Voogeny »
correspondientes a las funciones de pertenencia X))y
Xog+1)» S€ conectan a la celda de salida del circuito de
minimo del Blogue de Regla asociado a R;;. La Fig.4(d) es
de hecho un circuito de minimo donde se ha ahorrado
realizar el complemento a la entrada porque el par
diferencial ya proporciona la seflal complementada.
Observese que X/,\;,«H) and X,y son respectivamente los
complementos de X);and Xy, en el intervalo de interpolacion
C,~j de la Fig.1.

El bloque de alto nivel de la Fig.4(c) es muy similar al
bloque de reglas descrito en [12]. Sin embargo, el circuito de
ponderaciéon de "singleton" es ligeramente diferente.
Debido a que esta celda es reconfigurada dindmicamente
por una palabra digital sy...5;5.{, los cambios en esta palabra
generan transitorios en la corriente de salida. Tales
transitorios suponen grandes excursiones de la corriente de
salida. La principal causa de ésto, es la demanda de
corriente por las ramas que no contribuyen a la corriente de
salida, y cuyos transistores entran en la regiéon éhmica,
donde son forzados a aportar corriente a la salida. La
solucidn propuesta trata de mantener todos los transistores
en saturacion proporcionando un camino de corriente
alternativo a través de conmutadores de corriente
controlados por sefiales de control complementarias sy...s;s.
1- Un mayor consumo de potencia es, de nuevo, el precio a
pagar para tener un mejor comportamiento dindmico.
Finalmente, la salida global del sistema se obtiene sumando
las salidas de los Blogues de Regla,

y=_Y (1
1=1.2
lo que se realiza uniendo directamente los nodos de salida

de dichos bloques, ya que la salida del Blogue de Regla es
una corriente.
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3.2 CONVERTIDORES A/D

En la literatura se pueden encontrar diferentes
implementaciones de convertidores A/D que pueden ser
usadas para realizar este bloque. Sin embargo, debido por
un lado a la baja resolucién requerida (se requieren
ig(Jog,L) bits y L raras veces es mayor que siete u ocho), y
por otro a la necesidad de velocidad, (el retardo en la
identificacién de intervalo de interpolacién influye
directamente en el retardo global) se ha optado por emplear
convertidores del tipo "flash", como el que se muestra en la
Fig.5. Aunque el bloque basico es un convertidor "flash"
comun, merece la pena comentar ciertos detalles sobre la
realizacion global del Blogue de Convertidores. En primer
lugar, si realizamos una particién en rejilla idéntica para
cada entrada en su universo de discurso, debido a la alta
impedancia de entrada de los comparadores, puede
compartirse una unica serie de resistores lineales para
generar todos los valores de referencia que definen los
limites de los diferentes intervalos de interpolacién (g; en
la Fig.5), con el consiguiente ahorro en 4rea y consumo.
Ademas, dicha serie de resistencias puede ser disefiada
para proporcionar también los valores de tensién E; que
constituyen los diferentes valores de programacién de los
antecedentes de regla de los Bloques de Entrada en el
Niicleo Analdgico, de manera que en conjunto podemos
decir que constituyen una especie de memoria analdgica
de solo lectura. En segundo lugar, para proporcionar cierto
grado de inmunidad al ruido en las entradas del sistema,
que pudiese provocar inestabilidad a la salida, sobre todo
para valores de entrada proximos a los limites entre
intervalos de interpolacidn, se ha dotado de histéresis a los
comparadores empleados en los conversores. Por tltimo,
se ha utilizado un codificador Gray para convertir la escala
en termometro, formada por las salidas de los
comparadores, en un codigo Gray. Esta codificacién de las
salidas permite minimizar el ndmero de lineas que
conmutan simultancamente, lo que reduce los riesgos
debidos a carreras y minimiza el ruido inyectado por estas
lineas en el resto del sistema. Recuérdese que estas lineas
se utilizan para seleccionar los valores de programacién del
Nicleo Analdgico.
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Fig. 5: Convertidor A/D de tipo “Flash"

3.3 SELECTOR DE INTERVALOS

Este bloque estd formado basicamente por un bus
analdgico, E,...E)sen la Fig.2, cuyos valores se seleccionan
digitalmente de entre los valores de referencia generados
en la serie de resistores lineales descrita en el Blogue de
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Convertidores A/D. La Fig.6 muestra una de las M celdas
(una por entrada) que constituyen este bloque. Un
decodificador Gray proporciona las sefiales de control que
actuan sobre las puertas de transmisién, a partir de las
salidas del Bloque de Convertidores A/D que identifican al
intervalo de interpolaciéon correspondiente a las entradas
actuales.
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Fig. 6: Celda k del Selector de Intervalos

3.4 MEMORIA DIGITAL

La palabra digital de M xi_(log,L) bits proporcionada
por el Bloque de Convertidores A/D y asociada a cada
intervalo en el espacio de entrada, es usada para direccionar
una memoria digital. Esta memoria proporciona los valores
."singleton" que son necesarios para generar la salida en
cada intervalo. Por tanto, el Bloque de Memoria Digital
proporciona una palabra de 2™ x S bits, donde S es el
nimero de bits por valor "singleton y 2" es el numero de
valores "singleton" que son necesarios para programar el
Bloque de Reglas del Niicleo Analégico. Es importante
observar que la posicidén que ocupan los valores "singleton"
en esa palabra viene impuesta por los requerimientos de
programacién del Nicleo Analdgico. Para explicar esto,
veamos el ejemplo de laFig.7. En ella se muestra, para dos
intervalos de interpolacion adyacentes cuél es la palabra
que debe proporcionar el bloque de Memoria. Como puede
observarse, ambos intervalos comparten dos valores
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Cy Yimni Yoimny  Yuygen

Ciy Yy Y*eng+n Yigey

2t B J4

C ’ Niicleo Analégico
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Fig. 7: Interfaz Niicleo Analdgico - Memoria
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Fig. 8: Arquitectura del bloque Memoria Digital

"singleton” (y*; and y*;;.,). Estos dos valores "singleton"
deben aparecer en diferente orden en cada una de esas
palabras. Una posible estrategia para realizar el bloque de
Memoria consiste en almacenar una palabra para cada
intervalo con los valores "singleton" en su posicion correcta.
Sin embargo, esto implica replicar cada valor "singleton"
tantas veces como intervalos de los que forma parte haya,
esto es 2M, Una segunda estrategia consiste en organizar
apropiadamente los valores "singleton” en distintos bloques
de memoria y multiplexar el bus de salida para evitar
redundancia, que es la estrategia propuesta para el
controlador de este trabajo. Este multiplexado de datos no se
realiza en el tiempo, todos los valores "singleton" aparecen
en la posicidn correcta en un sélo paso. La Fig.8 muestra la
arquitectura propuesta para el Blogue Memoria Digital que
sigue la segunda estrategia descrita anteriormente. Los
valores "singleton" son distribuidos en  2""' bloques de
celdas de memoriade L“"'/2""' filasy L columnas cada
uno. Cada bloque de celdas de memoria almacena parejas de
valores ‘"singleton" que necesitan ser direccionados
simultaneamente. El selector de filas selecciona 2" filas
simultdneamente, una por cada bloque de celda ,_de
memoria, para obtener asi un conjunto de Lx2"~

valores "singleton”. El selector de columnas selecciona los
valores "singleton" correctos a partir de este conjunto, y
controla el multiplexor para colocarlos en la posicidn
correcta para formar la palabra de 2M x S bits de salida, todo
en un sdlo paso. Para ilustrar la distribucién de datos en el
Bloque de Memoria y seguir su funcionamiento podemos
analizar la situacién para un caso bidimensional (dos
entradas). La Fig.9(a) muestra cuatro intervalos genéricos
adyacentes CinCi )L,C_'(i_l G-1 ),"C,-(j_ 1.  con sus
correspondientes valores "'singleton” asociados. Esos datos
se han distribuido en dos bloques de celdas de memoria
como muestra la parte superior de la Fig.9(b). El bloque de
Celdas de Memoria 1 contiene las filas con el indice j impar,
mientras que el bloque de Celdas de Memoria 2 contiene las
filas con indice j par. Ambos bloques tienen L columnas.
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Fig. 9: Ejemplo de funcionamientg

del bloque de

memoria:a) Organizacién de datos, b) Datos proporcio-
nados para accesos a intervalos adyacentes.

Debajo, en la parte central de la Fig.9(b) se muestra el
resultado de la seleccién para cada uno de los cuatro
intervalos de la Fig.9(a). Todos los valores "singleton"
necesarios para programar el Nicleo Analégico (marcados
con un recuadro en la figura) estdn en la palabra resultante
de la seleccion por filas. Por ultimo el selector de
columnas, selecciona los valores correctos en cada caso y
los coloca adecuadamente en el bus de salida, como puede
verse en la parte inferior de la Fig.9(b). Obsérvese que cada
valor "singleton" aparece en su posicién correcta (ver
Fig.7). Para accesos externos, todos los bloques de
memoria son configurados de manera que el bloque
completo se comporta como una memoria RAM
convencional.

4 RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Este articulo presenta una estrategia para realizar
controladores de media-alta complejidad manteniendo las
ventajas del disefio analégico. Se muestran algunos
resultados de simulacién con HSPICE de un ejemplo de
controlador para demostrar la viabilidad de la propuesta.
La arquitectura de controlador de la Fig.2 se ha
particularizado para L=8, M=2 and S=4. La Fig.10(a)
muestra la salida del controlador (superficie de control)
cuando los valores "singleton" correspondientes a los
consecuentes de regla toman alternativamente sus valores
méximo y minimo; de manera que asi se aprecian
claramente todos los intervalos de interpolacién. Para
ilustrar el comportamiento dindmico, la Fig.10(b) muestra
el resultado HSPICE de un anélisis transitorio en el que la
entrada x, describe una trayectoria sobre la superficie de
control de la Fig.10(a), como muestra la grafica central de
la Fig.10(b), en la que transita por diferentes intervalos de
interpolacion. Las curvas que aparecen en la grafica
superior de la Fig.10(b) se obtienen de repetir dicha
trayectoria para diferentes valores estaticos de la entrada x,
:2.80V, 2.90V, 2.95V and 3V. El grafico inferior de la
Fig.10(b) pone de manifiesto los cambios en los valores
"singleton" como consecuencia del cambio de intervalo de
interpolacién y por tanto muestra la reprogramacién
dindmica del nucleo analdgico. El controlador se ha
disefiado en tecnologia CMOS 0.7um.

Es claro que para esta estrategia, tanto el area como el
consumo de potencia crece con la complejidad del sistema.
A fin de proporcionar una figura de merito para medir sus
ventajas frente a una implementacién completamente
analdgica permitasenos el siguiente razonamiento:
Consideremos que el area y el consumo de potencia de los
bloques Selector de Intervalo y Convertidores A/D es
despreciable cuando se compara con el Nucleo Analogicoy
el Bloque de Memoria Digital. (recuérdese que solo se
necesita una serie de resistores lineales para todos los
convertidores que haya en el sistema). Ademas,
supongamos un drea de interconexion similar en ambos
casos (las cual es realmente inferior en la estrategia
propuesta). Por ultimo, ya que el tamafio de memoria
digital es el mismo en ambas implementaciones, las
suposiciones anteriores nos permiten estimar el ahorro en
drea y potencia como la razén entre el nimero total de
reglas (L) que deberian ser implementadas sin
multiplexacién, y el niimero de reglas activas (24), que es
el implementado fisicamente en la estrategia propuesta. Tal
razon es,
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o= (LM %))

que depende fuertemente del mimero de entradas y el
nimero de etiquetas por entrada, ésto es, de la complejidad
del sistema. De aqui se tiene que mientras mayor sea el
valor de o en (2), mas adecuada es la estrategia de multi-
plexacion. Finalmente, recordar que solamente las reglas
implementadas, las reglas activas, contribuyen al error en
la salida, lo cual permite la expansion del sistema para un
limite de error dado, con respecto a una realizacién com-
pletamente anal6gica.
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Resumen

En este trabajo se presenta un nuevo
modelo de neurona fuzzy especialmente
indicado para el reconocimiento y
clasificacion de caracteres. Se trata,
basicamente, de un modelo de medida de
diferencias entre los prototipos que definen
las clases y las entradas externas.

El modelo conduce a una estructura abierta
de redes neuronales de gran tamafio,
dotadas de unos algoritmos de aprendizaje
sumamente sencillos y ripidos. Se
muestran, a modo de evaluacién, los
resultados obtenidos en una base de datos.

Palabras  Clave: Reconocimiento  de
patrones, neurona fuzzy, aprendizaje
supervisado.

1 INTRODUCCION

Desde un punto de vista practico, un sistema fuzzy de
clasificacion de patrones es un ente desligado del
soporte material en el que se ejecuta. Por regla
general, se implementa sobre un ordenador mediante
un programa que realiza las funciones del algoritmo
de clasificacion que es, a fin de cuentas, el
responsable de la caracteristica fuzzy del proceso.
Dado que la construccién de estos algoritmos por
métodos informdticos convencionales impone, si se
quiere que funcionen adecuadamente, unas
limitaciones excesivamente severas, se buscan otros
métodos para construirlos;, entre éstos, las Redes
Neuronales ofrecen una posibilidad muy atractiva
dado que la estructura resultante es totalmente
iterativa y el aprendizaje de las clases de pertenencia
no exige una programacién especifica.
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Sin embargo, la utilizacién indiscriminada de redes
neuronales en los mecanismos de clasificacién no
suele traer consigo unos beneficios significativos, por
que ciertos parametros, tales como el tiempo
necesario para que se lleve a efecto el aprendizaje,
provocan un exceso de tiempo o de coste que los hace
inaceptables, salvo para casos muy limitados, y en
esos casos, los algoritmos tradicionales presentan una
competencia muy fuerte.

En este trabajo presentamos un modelo de funcidn
neuronal, que no dudamos en considerar neuro-fuzzy,
especialmente indicada para llevar a cabo procesos de
clasificacion fuzzy de patrones con gran velocidad de
aprendizaje y programacion.

2 LA FUNCION NEURONAL

La idea de partida consiste en asignar a cada neurona
la misién de calcular el “parecido” existente entre las
entradas externas z, =(zy,z,,...,2,;) que recibe y la

configuracion de los pesos de conexionado asociados
a dichas entradas (las sinapsis). Identificamos ese
parecido mediante una funcién que denominaremos
a;(Z;,w;) o funcién de “activacion” (por razones que
mds adelante veremos) y que viene definida por;

ai(zi’wi) = 1——’1;i'zh' _wln" =%i[l"lzh' - wlu‘l] (1)

=]
donde “n” es el niimero de entradas y pesos, es decir,
la dimensién de los vectores 7, y ,. Por  regla

general, tanto las entradas como los pesos sinapticos
estan acotados entre 0 y 1. Para aquellas, estos limites
identifican la maxima y minima actividad, la
iluminacién méxima y la total obscuridad para el caso
de patrones dpticos, mientras que, para los pesos, son
el resultado del proceso de aprendizaje que, como
veremos mas adelante, obedece a parecidos criterios.
Pues bien, como puede verse, el valor de Ia funcién
de activacion también esta comprendido entre 0 y L
El valor 0 corresponde al caso en que las entradas y
los pesos se encuentren en extremos opuestos, es
decir cuando uno vale 0 y el otro 1 para todos los



componentes, y 1 cuando ambos ¢
y pesos, sean exactamente iguales,
las componentes. :

En las demas situaciones, el valor
entre ambos extremos. No es d

lementos, entradas
también para todas

estara comprendido
ficil demostrar, a

partir de estos hechos, el caracter fuzzy de esta
funcién. En realidad, se trata de una funcién que no
efectia ninguna clasificacion, sino que se limita a
medir el parecido entre dos vectores: uno que ha
adquirido por aprendizaje (los pesos) y otro que
recibe del exterior en “tiempo real”,

A primera vista, esta definicion }#uede parecer muy
lejana de 1a mas convencional de la sumatoria de los
productos de entradas por pesos, a la que suele
escribirse de la forma:

n
a;(Z;, W)= D 2y Wy )]
ka1

pero, en realidad, no se trata de otra cosa que de un
producto escalar de ambos vectores que, a fin de
cuentas, es una medida de su coincidencia. Es decir,
se trata de destacar, y facilitar,|el calculo de la
semejanza existente entre ambos vectores lo que, a fin
de cuentas, es el punto de partida piara el calculo de la
mayoria de las funciones de pertenencia.

Es importante notar que, en esta funcion, no existen
las conexiones inhibidoras (deT peso sinaptico
asociado negativo) aprioristicas. Fs decir, no hay
entradas que, por definicién, aporten cantidades
negativas al valor de la actividad. Fste concepto, tan
biolégicamente justificable, aparecera de forma
natural y espontinea al llegar a la funcion de salida de
la neurona. Aqui queremos dejar claro que nuestra
neurona calcula simplemente el parecido entre
vectores y, como cualquier funcion fuzzy, esta
comprendido entre 0 (disimilares —\no pertenece) y 1
(iguales — pertenece totalmente).
Sin embargo, antes de pasar al calculo de la salida de
la neurona, derivada a partir de la funcion de
actividad, es necesario hacer algunas consideraciones

de orden practico. Aunque todavia
del mecanismo de aprendizaje, pode
se trata de un método derivado del 1
de forma que los pesos corresponde
ciertas fracciones de los prototipos.

no hemos hablado
mos anticipar que
LVQ de Kohonen,
n a los valores de
Asi, si durante el

entrenamiento un determinado pixel de la imagen del

prototipo no esta iluminado, lo que

para patrones de

tipo de caracteres graficos corresponderia a aquellos

puntos no cubiertos por el caracter impreso (la letra o
el numero a aprender en cuestion), Tl peso asociado a

ese punto de 1a imagen sera nulo.

Cuando la red esté en funcionamiento, recibira

entradas externas correspondientes

debera reconocer. En varios casos,
valor de la entrada (componente z;;)
En esta situacion, tendremos qu

a patrones que
es posible que el
sea también nulo.
2 evitar que se

produzca ninguna contribucién a la actividad de la
neurona, puesto que se trata de un punto donde no
hubo sefial y donde ahora tampoco la hay. Aunque
insistiremos sobre este aspecto, pensemos que de no
evitarlo, l1a ausencia de entrada (la oscuridad total)
seria, probablemente, la entrada con mas similitudes
detectadas.

Para ello, consideremos tan sélo el nimero de pesos
activados (es decir, distintos de cero) durante el
aprendizaje, y sea éste r,. En consecuencia, ahora
deberemos tomar como “positivas” aquellas entradas
que coincidan con las del prototipo, resultando
“negativas” las que no lo hagan. Asi, la nueva
expresion de la actividad pasa a ser:

n
a,.(i,,v'{:,-)=-1—21,d con
i k=t €))
I, ={1—|z,d -w,dl si oz, >0
0 si oz, <6
donde hemos tenido en cuenta que el nimero maximo
de entradas positivas sera r; y, ademas, hemos evitado
la contribucién del ruido de fondo de la obscuridad
mediante la imposicion del umbral 6, o umbral de
actividad, por debajo del cual se considera nulo el
valor de cualquier entrada.
Existe una ultima situacion, de orden eminentemente
practica que debe considerarse. Se trata de aquellas
neuronas que durante el aprendizaje no recibieron
ninguna entrada activa y que, por lo tanto, tienen sus
pesos todos nulos. Eso significa que r;=0, es decir,
que la ecuacion (3) nos da un valor de a;= siempre.
Para evitarlo, es conveniente introducir esta salvedad
y definir la actividad de la forma:

n
lZI w Si >0
U=

C)]

0 si <0
Por ultimo, existe una posibilidad, como veremos mas
adelante, de que la suma de las actividades parciales
sea un numero negativo. Para evitar esta nueva
contingencia, la salida de la neurona se deriva,
mediante una funcién del tipo escalon (sigmoide,
umbral,...) que permita, ademas, establecer ciertas
limitaciones tales como la “inercia” a generar una
salida de valor considerable cuando la entrada es aun
pequeiia, o que a partir de cierto valor de la actividad,
la salida presente una clara tendencia a saturarse,
manteniendo el rango acotado entre los valores
extremos 0 y 1 para cualquier caso. De esta forma, la
funcién de salida quedara expresada como:

»=U [aiﬁi'wi)]

a,(Z,w;) =

(5)
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3 EL ALGORITMO DE APRENDIZAJE

Como hemos dicho al principio, uno de los aspectos
mas notables de nuestra Red es la facilidad y rapidez
con que se lleva a cabo el aprendizaje. El punto de
partida consiste en emplear el concepto ampliamente
aceptado de que los pesos sinapticos de las
conexiones neuronales constituyen la memoria de la
red. Por otra parte, el objetivo final consiste en
utilizar la red para que calcule cuanto se parece una
entrada determinada a los distintos prototipos con los
que se definen las clases, para poder efectuar la
asociacion final.

Asi, el aprendizaje, de manera similar al algoritmo
LVQ, consiste en almacenar los prototipos a lo largo
y ancho de los pesos sindpticos. Para ello, tomaremos
los valores de los pixels de cada uno de los prototipos
con los que deseemos definir las distintas clases, y los
iremos distribuyendo por los pesos de las neuronas de
la red.

Es, como en el caso del LVQ, un aprendizaje
supervisado en el que el conjunto de las clases,
definidas por sus respectivos prototipos, se conoce de
antemario y en el que cada neurona de la capa de
salida estd asociada con alguna de ellas, a las que
denominaremos conjunto de entrenamiento.

El aprendizaje se lleva a cabo en dos partes: Primero,
se asocian una serie de neuronas a cada prototipo.
Ello supone conocer de antemano cuantos prototipos
hay, es decir conocer el conjunto de las clases, y
después establecer un reparto de las neuronas entre
las clases. Este reparto puede ser cualquiera, desde
aleatorio hasta totalmente rigido. Como resultado, si
la Red tiene N neuronas y debe dedicarse a la
clasificacion de las entradas entre M clases, a cada
clase se le asocian P neuronas, de forma que P=N/M,
pero no obligatoriamente. Lo importante es conocer
cuales son y que ninguna clase se quede sin asociarse
a un subconjunto de neuronas de las N totales
posibles.

La segunda etapa del aprendizaje consiste en igualar
el vector peso w, de la i-ésima neurona a su vector

entrada Z; cuando esa entrada es el prototipo, para

todas aquellas neuronas asociadas a la clase,
manteniendo sus pesos inalterables el resto de
neuronas.

Como resultado, cada neurona tiene almacenados, en
sus pesos sinapticos, los valores de algunos de los
pixels del prototipo al que se la asocié. Dado que a
cada prototipo se le asocia un elevado nimero de
neuronas, sus pixels estaran repartidos sobre todas
ellas y, dado que las entradas de las neuronas se
distribuyen geograficamente sobre parte del plano de
entrada, cada pixel del prototipo estd almacenado en
varias entradas de varias neuronas, utilizando un
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esquema redundante muy similar al que la propia
naturaleza emplea en sus sistemas bioldgicos.

Sin embargo, esta identificacion de los pesos con las
entradas no corresponde a una igualacién total. En
efecto, hay una situacién, en la que establecemos un
convenio diferente: nos referimos al caso en el que el
valor de la entrada no supera el umbral de actividad 6.
En este caso, vamos a dar al peso un valor -1,
orientado a provocar que cuando estemos en fase de
reconocimiento, la fase normal de funcionamiento
después del aprendizaje, una entrada nula suponga un
incremento nulo de la actividad neuronal y una
entrada activa (un pixel iluminado donde el prototipo
tenia un pixel apagado) sea un factor negativo para la
actividad de la neurona.

Asi, la descripcion completa del proceso de
aprendizaje, vendra definida de la siguiente manera:

Zy Sioz;>0
= 6

En definitiva, todo el aprendizaje es de tipo
supervisado, con clases definidas a priori y se lleva a
cabo en un solo paso. Como consecuencia, el proceso
es de maxima rapidez y puede ser repetido a menudo,
adaptando asi la red a las nuevas clases que vayan
estableciéndose a lo largo del tiempo, sin que ello
suponga una merma importante de su funcionamiento.

4 ESTUDIO DE LA ACTIVIDAD DE LA
NEURONA

Podemos comprobar que el caracter excitador o
inhibidor de las conexiones de las entradas a la
neurona viene impuesto por el proceso de aprendizaje.
Para comprobarlo, estudiaremos la contribucién a la
actividad segin las posibles combinaciones entrada-
peso sinaptico:

o Casol.zy> 0y w,>0:

Como z;; y wy son en este caso positivos y
comprendidos en el intervalo [6,1], tendremos
que Iy;=1-|zy;-wy,| es positivo y tomara valores en
el intervalo [6,1]. A este tipo de entradas a la
neurona donde, tanto la entrada como el peso
asociado a ella superan el umbral de actividad les
llamaremos excitadoras ya que contribuyen con
una cantidad positiva, perteneciente al intervalo
[6,1], al valor de la actividad interna de la
neurona.

o Caso 2 zu<6Bywy>0:
En esta situacién, como la entrada a la neurona no
supera el umbral de actividad, la ecuacién (4)
indica que /=0, lo que parece indicar que dicha
entrada no afecta al valor de la actividad interna.
Sin embargo, la realidad es que el hecho de que



wy, sea positivo supone que, en el momento del

aprendizaje, esta entrada oblij
una unidad el parametro r;, lo

g0 a aumentar en
que, en definitiva,

significa un aumento del denominador de (4) vy,

en consecuencia, una disminuc

on de la actividad.

A este tipo de conexiones les Illamaremos

débilmente inhibidoras.

o Caso 3. z;>0y wy<0:
Dada la forma del algoritmo de aprendizaje, la
unica posibilidad de que el peso sea negativo es
que wy=-1, es decir, entrada nula durante la fase
de aprendizaje, con lo cual queTlaria:

Iy =1-|zy = (-|=-z,
por lo que la contribucion de| esta entrada a la
actividad de la neurona se considera inhibidora ya
que el valor de /;; estard comprendido en el
intervalo /-1,-6].

o Casod. 7,50y wy<0:
En este caso, independientemente del valor del
peso, la contribucion a la actividad es cero.
Ademas, el valor del peso |indica que dicha
entrada en el proceso de| aprendizaje no
contribuyé al valor de la constante de
normalizacion #;, con lo que el resultado final es
que no excita ni inhibe, es decir, no altera el valor
de la actividad interna de la neurona. Por esto, a
estas conexiones les denominamos neutras.

En la tabla 1 puede observarse un resumen del
tipo de entrada y de su contribucion a la actividad
interna de la neurona en funcion de los valores
numéricos de dicha entrada y del peso asociado a

ella.
Tabla 1
Entrada { Peso Tipo Contribucion
zs>0 | wi>0 excitadora +k, k € [6,1]
Zq< 0 wi >0 débilmente inhibidpra 0
z;> 0 wi <0 inhibidora - Zi
7S 0 | wa<0 neutra 0
5 LA RED

Una vez que disponemos de las funciones neuronales
y de los algoritmos de aprendizaje,|llega el momento
de construir la red completa, para lp que necesitamos
definir la estructura del interconexionado entre ellas y
entre la red total y el mundo texterior, del que
procederan las entradas primarias y al que se
ofreceran las salidas finales. Como en todas estas
estructuras, nuestra red es del tipo rﬁulticapa, es decir,
esta formada por grupos de neuronas denominados
capas encadenadas unas detras de ofras e identificadas
por el funcionamiento sincrono de |sus componentes.

Cada una de estas capas estara compuesta por un

determinado nimero de neuronas y pueden presentar
conexionado hacia delante, interaccion lateral y
realimentacion.

La conexidn entre dos capas viene definida por las
entradas de cada neurona de la capa destino que
recibe de la capa origen. Esto suele hacerse mediante
una distribucion de conexiones tomando las salidas de
las neuronas de la capa origen localizadas en un cierto
entorno y el tamafio de dicho entorno. Utilizando una
descripcion geografica, podemos imaginar las capas
como planos yuxtapuestos, de forma que cada
neurona viene localizada por sus coordenadas (i,j) en
su plano. Asi, las entradas a esa neurona proceden de
las neuronas de la capa origen, que no tiene porque
ser la capa anterior obligatoriamente, situadas
alrededor de la misma vertical y a una distancia R del
punto (ij) de esa capa origen, y que constituyen el
entorno antes citado.

Por otra parte, nuestras redes neuronales son de
funcionamiento off-line, por lo que hay que distinguir
entre la fase de aprendizaje y la fase de
reconocimiento. En la fase de aprendizaje se
presentan de forma secuencial el conjunto de
prototipos a la red seleccionando, en la forma que
mas nos convenga, a aquellas neuronas que decidimos
asociar a cada prototipo. En la fase de
reconocimiento, ante la presencia de un patrén de
entrada nuestra red produce una salida, formada por
las salidas de un determinado grupo de neuronas,
usualmente pertenecientes a la capa final o de salida,
que contiene informacion sobre la posible pertenencia
a todas y cada una de las clases definidas en la fase de
aprendizaje, puesto que todas las neuronas de esa
capa de salida, en mayor o menor medida, responden.
Nos encontramos, por tanto, ante una situacion de
clasificacion difusa, donde 1la informacion de
pertenencia viene dada por el nimero de neuronas de
salida asociadas a cada clase que responden y a la
intensidad de salida con que lo hacen. Para interpretar
adecuadamente esta informacion, podemos definir una
funcion de pertenencia de la siguiente forma:
llamando n; al nimero de neuronas de la capa de
salida asociadas a la clase C,, N; al conjunto de los
indices de dichas neuronas e y; a la salida de la k-
ésima neurona, se define el grado de pertenencia
&(x;,Cy) (en tantos por ciento) de un patrén de entrada
x,; ala clase C;, mediante la ecuacion:

ZJ’k

E(x1,C) = 10072 ™
nj
Para seleccionar, a partir de esta funcion, la clase a la
que asignamos la entrada, y por motivos de sencillez,
en este trabajo consideraremos que un patrén x;
pertenecera a aquella clase C; que maximice la

cantidad &(x,,Cy).
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Ademas para mejorar los resultados obtenidos en la
fase de reconocimiento anteponemos a nuestra red
neuronal una etapa de preprocesamiento que
normaliza el tamafio, la posicion y la orientacion de
los patrones de entrada a la red neuronal.

6 APLICACION PRACTICA

Debido a lo expuesto en el apartado dedicado al
conexionado de la red, el nimero de parametros que
definen nuestras redes neuronales es grande por lo
que el nimero de redes neuronales que podemos
implementar serd practicamente infinito, esto hace
que a la hora de abordar un caso practico como puede
ser el reconocimiento de caracteres manuscritos o
cualquier otro sea necesario, en primer lugar, definir
cuales son las arquitecturas neuronales mas iddneas
para la implementacién de nuestro modelo. Para
llevar a cabo este estudio, hemos definido una figura
de mérito n que hemos denominado ‘“grado de
reconocimiento de la red” y que se calcula en funcién
de un determinado nimero de caracteres que van a
formar parte de la fase de reconocimiento (figura 1).
Definimos el Grado de Reconocimiento 7 como el
producto de dos factores identificativos del proceso:
el Indice de Separabilidad i, y el Grado de Acierto g,
n=1isXga ®
Definimos el Grado de Acierto de la red g,, como el
cociente entre el numero de patrones reconocidos n, y
el numero de patrones utilizados en la etapa de
reconocimiento n. Este cociente se eleva al cuadrado
para penalizar mas el hecho de que la red no
clasifique de forma correcta determinados patrones.

.= (1'—)z ©)
n

Por otro lado, no sodlo pretenderemos que una
determinada red neuronal reconozca todos los
patrones de entrada, sino también que los reconozca
con suficiente claridad, es decir, que el grado de
pertenencia &(x,C,) de un determinado patrén de
entrada a su clase sea lo mayor posible en relacidn
con los grados de pertenencia a las demas clases
establecidas en el proceso de aprendizaje. Para medir
esta “claridad” en el reconocimiento, definimos el
indice de separabilidad i,

g?(xhq)

fp=—tl (10)

> 2¢.c))

J=11=1
donde N es el nimero de clases establecidas en el
aprendizaje.
El caso mas favorable corresponde a que la red
neuronal reconozca todos los patrones de entrada
(g.=1) y que el grado de pertenencia de los patrones a
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las clases a las que no pertenecen sean todos cero
(is=1) por lo que el grado de reconocimiento de la red
valdria la unidad.

Una vez definida la figura de mérito para medir la
calidad del reconocimiento, vamos a tratar de
mejorarla. En primer lugar parece ldgico pensar que a
mayor tamafio de la red (nimero de conexiones entre
las neuronas que la integran) mejor reconocimiento.
Si lo anterior es cierto, nos encontramos ante el
dilema de decidir cual sera la forma mas rentable de
llevar a cabo este aumento: incrementando el numero
de entradas a cada neurona, aumentando el numero de
capas 0 introduciendo en la red la interaccion lateral y
1a realimentacion.

Como ejemplo practico, para el calculo del grado de
reconocimiento se han establecido 25 clases,
correspondientes a las 25 letras del abecedario, y se
han tomado los patrones de la figura 1 en 1a fase de
reconocimiento. El estudio de la respuesta de la red se
ha hecho individualizando su analisis para cada uno
de los factores citados, tal como se describe a
continuacion.

6.1 GRADO DE RECONOCIMIENTO DE LA
RED FRENTE AL NUMERO DE ENTRADAS DE
LA NEURONA.

Para acometer este estudio hemos implementado redes
neuronales monocapa (ya que todavia no sabemos si
el aumento del nimero de capas sera aconsejable o
no) con y sin interaccion lateral y en cada caso con
50, 100, 200 y 400 entradas a cada neurona. En la
tabla 2 se pueden observar los valores del grado de
reconocimiento de 1a red (en funcion de los patrones
de la figura 1) y el tanto por ciento de patrones
reconocidos en funcién del nimero de entradas a cada
neurona para una red de una capa con y sin
interaccién lateral.

Tabla 2
Con int. lateral Sin int. lateral
N. de entradas 1 Rew(z:/(:;:idos n Reoo(x;/(:)cidos
400 0.572 100 0.223 100
200 0.505 100 0.208 100
100 0.424 100 0.184 100
50 0.257 91.6 0.121 91.6

En la figura 2, se puede observar la representacion
grafica del grado de reconocimiento de la red en
funcién del numero de entradas por neurona para los
casos con interaccion lateral y sin ella. Podemos ver
como, en ambos casos, el grado de reconocimiento de
la red aumenta al aumentar el nimero de entradas a
cada neurona y como este aumento es brusco al



principio para luego tender a la estabilidad. También
se pone de manifiesto que a igualdad en el numero de

conexiones, la red monocapa con

interaccion lateral

presenta mejores resultados que la red sin interaccién

lateral, lo que por otra parte era

esperable y logico.

Por otro lado, este aumento del nimero de entradas a

cada neurona conlleva un irremed

able aumento en la

duracion de la fase de aprendizaje, por lo que

buscaremos un punto optimo en el
la medida de lo posible al grado de
la red minimizando la duracid
aprendizaje.

que se aumente en
reconocimiento de
n de la fase de

Si observamos la figura 2, podemos ver que el punto

optimo para redes monocapa sin
estd entorno a las 100 entradas por
aumento del numero de entrada
punto, no tiene practicamente i

interaccién lateral
neurona, ya que un
s a partir de este
nfluencia sobre el

grado de reconocimiento de la red, mientras que la

tiene en la duracion de la fase d¢
redes con interaccidn lateral tambi
optimo, que estaria mas a la dere
200 entradas por neurona.

> aprendizaje. Para
én habria un punto
cha, en torno a las

6.2 GRADO DE RECONOCIMIENTO DE LA

RED FRENTE AL TAMANO
RECEPTIVO DE LA NEURONA.

Para acometer este estudio hemos
red neuronal de 1 capa sin interacc

DEL CAMPO

implementado una
ion lateral, con 200

entradas a cada neurona y se han hecho simulaciones

para tamafios del campo receptivo

de radios 7 (radio

minimo para albergar 200 conexiornes), 15, 25 y 50,

En la tabla 3, se puede obse

rvar el grado de

reconocimiento de la red (en funcion de los patrones
de la figura 1) y el tanto por ciento de patrones

reconocidos

para cada una de las

anteriores

simulaciones y en la figura 3 hemos representado
dicho grado de reconocimiento en funcion del radio

del tamafio del campo receptivo

de la neurona. En

dicha grafica se pone de manifiesto el aumento del
grado de reconocimiento de la red frente al aumento
del radio del campo receptivo de lajneurona.

Tabla 3
Radio del camporeceptivo| 1 Reconocidos (%)
50 0.208 100
25 0.123 91.6
15 0.091 833
7 0.031 583

A diferencia de lo que ocurria en

el caso anterior, el

aumento del tamafio del campo receptivo de la
neurona no tiene influencia en la duracién de la fase
de aprendizaje, por lo que siempre utilizaremos el
maximo posible.

Como conclusion a los dos t1ltimos apartados
podemos decir que nuestro modelo neuronal en redes
monocapa se comporta tanto mejor cuanta mas
informacion tenga cada neurona del patrén de entrada
y lo realmente interesante es que esta informacién sea
una informacion global de todo el patrén de entrada.

6.3 GRADO DE RECONOCIMIENTO DE LA
RED FRENTE AL NUMERO DE CAPAS.

Para este apartado, se han implementado redes
neuronales de 1, 2 y 4 capas y, en cada caso, se ha
distingnido entre conexionado hacia delante
exclusivamente, con interaccion lateral y cuando,
ademas, presenta realimentacién. En la tabla 4 se
representa el grado de reconocimiento de la red (en
funcién de los patrones de la figura 1) y el tanto por
ciento de patrones reconocidos para cada una de las
situaciones y en la figura 4 se representa la variacién
del grado de reconocimiento de la red frente al
numero de capas para redes Unicamente de
conexionado hacia delante, con interaccién lateral y
con interaccion lateral y realimentacion.

Tabla 4
Feedforward | Fof + int. lateral | P71 % fot- Laterel
N. as Recono- Recono- Recono-
ORI M | Gdos (%) | M |cidos (%) | cidos (%)

0.184 100 0.424 100 - -
2 0.269 91.6 0.320 100 0.308 100
4 0.403 91.6 0.222| 833 0.191 833

Ahora, podemos observar que para redes multicapa de
conexionado hacia delante, el grado de
reconocimiento de la red aumenta al aumentar el
nimero de capas de la misma, cosa que no ocurre en
los otros dos casos, lo que nos obliga a que se limite
la interaccion lateral inicamente a redes monocapas.

6.4 ELECCION DE LA ARQUITECTURA
IDONEA.

En los anteriores apartados, vimos que el grado de
reconocimiento de nuestra red aumenta en las
siguientes arquitecturas:

o Redes monocapa sin interaccion lateral
aumentando el nimero de entradas a cada
neurona.

e Redes monocapa con interaccion lateral
aumentando el numero de entradas a cada
neurona.

e Redes multicapa de conexionado hacia adelante
aumentando el nimero de capas.

Para escoger la configuracién optima, en la figura 5

hemos representado el grado de reconocimiento para
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las arquitecturas anteriores frente al nimero de
conexiones totales entre las neuronas. En dicha
grafica, puede observarse que, a igual mimero de
conexiones, los mejores resultados se obtienen para
una red monocapa con interaccion lateral. En segundo
lugar, estd la red multicapa de conexionado
Unicamente hacia delante y, por Bltimo, se encuentra
la red monocapa sin interaccion lateral. Esta ultima
arquitectura, a pesar de presentar los peores
resultados, es aconsejable en aquellas situaciones en
las que se requiera un tiempo de ejecucion minimo.
En definitiva, si lo que importa es conseguir buenos
resultados en el aprendizaje sin importar demasiado el
tiempo de ejecucion es aconsejable utilizar una red
monocapa con interaccion lateral y con un nimero
entre 200 y 400 entradas a cada neurona (punto
optimo obtenido en el apartado 6.1), y si lo que
importa es realizar la clasificacion en un tiempo
minimo conviene utilizar una red monocapa sin
interaccion lateral con 100 entradas por neurona
(punto optimo obtenido en el apartado 6.1)

7 RESULTADOS OBTENIDOS

Para probar el modelo y las concusiones anteriores, lo
hemos aplicado al reconocimiento de caracteres
manuscritos. Debido a la escasa resolucion espacial del
NIST, hemos generado nuestra propia base de datos con
400 caracteres numéricos manuscritos correspondientes a
10 escritores diferentes. Estos caracteres estan
digitalizados con una resolucion espacial 100x100 y a dos
niveles de grises, y se han precedido de un preprocesador
que eliminaba las distorsiones geométricas. Para el
reconocimiento, utilizamos una red monocapa sin
interaccion lateral de 10.000 neuronas con 100 entradas
cada una. Dicha red alcanzo un 93% de aciertos con un
tiempo de reconocimiento por debajo de 1 segundo y un
tiempo de aprendizaje de 1 segundo en un sistema
multiprocesador con 8 CPUs Motorola de la serie 68030.
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8 CONCLUSION

El aspecto mas destacable de tc

do lo que hemos

expuesto radica, a nuestro entender, en dos puntos

clave del reconocimiento de pa
lugar, 1a gran rapidez de ejecucion
entrenamiento y clasificacion y, er
idoneidad mostrada por cada una d
cada caso practico.

Otro aspecto, no descrito en
igualmente consecuencia de los m
es una especial adaptacion a I
grandes redes neuronales y una gr
degradaciéon de un buen nimero de
Con este modelo neuro-fuzzy, e
originario puede alcanzar elevadas
con unos minimos requerimientos d
hace idoneo para la implemer
dinamicas.

Agradecimientos

rones: En primer
de los procesos de
1 segundo lugar, la
e las topologias en

el trabajo pero
odelos planteados,
A construccion de
an resistencia a la
sus componentes.
1 algoritmo LVQ
cuotas de acierto
e tiempo, lo que lo
ntacion  de redes

Los autores desean hacer constar su agradecimiento a
la CI.CY.T. y a la Junta de Extremadura por su

ayuda a través de la financiacion de

los Proyectos TIC

97-0268 y PRI 96-06D007, respectivamente, gracias a
los cuales a podido ser llevado a cabo este trabajo.

Referencias

[1] Barto, A.G.”Reinforcement learning and adaptive
critic methods”. Handbook of Intelligent Control. pp

469-491. Van Nostrand-Reinhold.
[2] Bishop,

C.M. Neural Networks

1992.

for Pattern

Recognition. Oxford University Press, 1995,

[3] Jang, J., Sun, T. y Mizutani, E.

Soft Computing: A Computatio

’Neuro-Fuzzy and
nal Approach to

Learning and Machine Intelligence”. Prentice Hall,

1997.
[4] Kohonen, T. “Learning Vect
Abstr. of the First An.1 INNS Mee
[5] Lopez Aligué, F.J. “A Neural

or Quantization”,
ting. 1988,
model for Pattern

Recognition”. Artificial Intelligence in Engineering,.

Computational Mechanics Pub.
395-402, 1995.

Southampton, pp

232



Agregacion de Intervalos Borrosos mediante el Principio de
Extension*

Adolfo R. de Soto
Area de Lenguajes y Sistemas Informéticos
Universidad de Leén
ddears@unileon.es

Resumen

El principio de extensién puede utilizarse
para obtener funciones de agregacién sobre
la clase de intervalos borrosos y respecto al
orden reticular definido por las operaciones
MAX, MIN obtenidas, a su vez, mediante
la extensién de los operadores max y min . En
el trabajo se utiliza ademds la representacién
de tipo LR para intervalos borrosos mediante
funciones de forma, para calcular la extensién
de algunas medidas de agregacién.

Palabras Clave: Agregacién, Intervalos
Borrosos, Variables Lingiifsticas

1 Introduccién

Algunas etiquetas lingiifsticas pueden considerarse
como valores medios de otras, por ejemplo, regular
puede ser la etiqueta “media” de mal y bien; mediano
(la palabra misma lo dice) respecto a alto y a bajo, o
respecto a corto y largo. Las personas somos capaces
de realizar esta “agregacién” de etiquetas lingiifsticas
en nuestro quehacer diario; por ejemplo, un profesor
puede valorar un examen con las etiquetas basicas mal,
regular, bien y afadiendo luego algunas otras medi-
ante modificaciones de estas como regular alto, bien
bajo, etc, para cubrir mejor la variedad de resultados.
La pregunta es cémo modelizar la agregacién de 5 o 6
valoraciones lingiifsticas de este tipo.

En este trabajo se pretende presentar un método de
agregacién de etiquetas lingiifsticas mediante el prin-
cipio de extensién (7], con el que se obtiene realmente
una funcién de agregacién entre etiquetas lingiifsticas.
Para modelizar las etiquetas se utilizan intervalos bor-
rosos, un tipo de conjuntos borrosos definidos sobre

Trabajo financiado parcialmente por la CICYT bajo el
proyecto: TIC96-1393-C06.
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la recta real que incluyen a todos los conjuntos bor-
rosos utilizados habitualmente para representar eti-
quetas lingiiisticas.

2 Intervalos borrosos y el principio de
extension

Un intervalo borroso u es un conjunto borroso convexo
sobre la recta real, es decir que verifica, para todo
z,y,z € IR con z < z < y, la desigualdad

#(2) > min(u(z), u(y)),

y normal e.d. tal que existe z € IR con u(z) = 1.
Un intervalo borroso es convexo si y sélo si todos sus
a-cortes
Wa={zr€R : p(z)2a}

son intervalos convexos de la recta real. Un intervalo
borroso semicontinuo superiormente (3] verifica que to-
dos sus o-cortes son intervalos cerrados. Denotare-
mos por §(IR) al conjunto de todos los intervalos bor-
roso semicontinuos superiormente. De acuerdo a esta,
definicién, todos los a-cortes de un intervalo borroso
son de la forma [a, b], [a, +00),(~00,a] y (—00, +00)
con a,b € R. La terminologia para niimeros borrosos
no esta muy unificada, algunos autores (ver por ejem-
plo [6]) utilizan el concepto de nimero borroso para
referirse a lo que aqui denominamos intervalo borroso
y para otros (p. e. [5], [4]) un ntimero borroso es un el-
emento de §(JR) con soporte acotado y un inico valor
modal, es decir, un dnico punto donde vale 1.

Utilizaremos el concepto de intervalo borroso para cap-
turar los tres tipos de subconjuntos borrosos u que se
utilizan como etiquetas lingiifsticas habitualmente: los
conjuntos borrosos de tipo Z, que son aquellos para
los que existe un zp € IR tal que u(z) = 1 para todo
z < ¢ y son no crecientes en el intervalo [zg, +00); los
de tipo S, para los que existe un z¢ tal que pu(z) =1
para todo zgp < x y son no decrecientes en el intervalo
(=00, 29); y los de tipo campana, para los que exis-
ten zp,z) € IR de tal forma que son no decrecientes



en (—00,zg], no crecientes
[zo, x1])-

Dada una funcién f : R"®

en [r1,+00) y valen 1 en

— IR, el principio de ex-

tensién [7] permite construir una nueva funcién F :
F(R)™ — F(IR) mediante la expresién

F(’*”lanu‘n)(y) = sup

min(p1(z1), ..., gn(Zn)),

f(z1,yen)=y

y F(u,...,pn)(y) = 0 cuando y no tiene antiimagen

por f.

A continuacién damos algun

os resultados ya conocidos

que necesitaremos posteriormente. Designaremos por
< al orden producto, o puntual de IR"; es decir al

definido como (z1,...,Zn) £ (¥1,.--

1 <Y1, Zn S Yn.

,Yn) st y sélo si

Teorema 1 [2]Sean p yn dos intervalos borroso tales

que para todo o € (0,1], [u
f una funcidn, continua y

la # Ry [n]a # R. Sea

mondtona no decreciente

respecto al orden producto <p, es decir:

V(x,y) SH (mlayl)a f(r:y) S f(xlvyl),

entonces

[F(et,mM]a = f

donde f([ula,[nla) = {2 €

Moy  flz,y) =2}

([1]as (7)),
R : 3z € [yla,Ty €

El teorema anterior prueba que F(JR) es cerrado

bajo la extensién de cuallc
y mondtona no decreciente
ducto. El teorema también
un nimero finito de argume

Mediante el principio de ext

quier funcién f continua
respecto al orden pro-
es vélido cuando f tiene
ntos.

ension se pueden “exten-

der” las operaciones aritméticas habituales dando lu-

gar a una aritmética borrosa

{4] muy relacionada con la

aritmética de intervalos. También pueden extenderse
las operaciones min y max mediante:

MIN(uy,...,p0nm)

y)

= sup min{uy(z1), - - ., pn(zn))
min(zy,...,zn )=y
A{AX(/"'I) v Hun)(y)

= sup min{ui(z1),. .., 4n(za)).
max(zy,...,Tn)=y

Teorema 2 F(IR) es un reticulo distributivo con las
operaciones MIN y MAX definidas previamente.

La demostracién de este teorema puede verse en

muchas referencias para nimeros borrosos, como p.e.
en [4, 5], pero cualquiera d‘ las demostraciones del
teorema que aparecen en las referencias son vilidas
también para intervalos borrosos no acotados por un
extremo, como, por ejemplo,|los de tipo Z o S.
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El reticulo §(IR) tiene el orden reticular < definido de
la manera habitual. Si u,n € F(R) :

r=2n < MIN(u,n) =pe MAX(u,n) = 1.

Este orden queda caracterizado por el siguiente teo-
rema [6]:

Teorema 3 Sean p,n € F(IR), es p <0, si y sdlo si

influls < infln)a, ¥
sup{ula < sup[n]. para todo a € IR.
El orden =< ordena linealmente las etiquetas

lingiifsticas muy bajo < bajo < mediano < alto < muy
alto si se definien de la forma habitual a como se hace
en control borroso, pero, en general, es sélo un orden
parcial.

3 Funcidén de agregacién inducida
para intervalos borrosos

Dado un reticulo (R, <), una funcién f : R® — R es
una funcién de agregacién n-dimensional si

1. f es idempotente, es decir, f(z,...,z) = x para
todo z € R.

2. f es mondtona respecto del orden producto <p
de R™.
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Mediante el principio de extensidn se puede “ex-
tender” funciones de agregacién a intervalos borroso
obteniéndose funciones de agregacién n-dimensionales
sobre F(IR)™.

Teorema 4 Sea f : R™ — IR una funcién continua,
mondtona no decreciente respecto del orden producto e
idempotente; la funcion F : F(IR)™ — F(IR), inducida
mediante el principio de extension a partir de f, es
una funcidn de agregacién sobre el reticulo F(IR) de
los intervalos borrosos.

Demostracién. Veamos en primer lugar la idempo-
tencia de F':

F(p,...,p)y) = sup  min{u(zy),...,u(z,))
flz1,emn)=y
> min(u(y), ..., #))
= uy),
por ser f idempotente. Por otra parte si z1,...,z, €
IR, sean m = min(zy,...,Z,) y M = max(zi,...,zn),
y pongamos y = f(z1,...,%,). Por ser f una

funcién de agregacién es m < y < M y, por
ser u convexa, p(y) > min(u(m), u(M)). Ahora



bien, como se verifica que m < z; < M para
todo ¢, tendremos que p(z;) > min(u(m), u(M)) y
asi min(u(z1),..., u(z5)) > min(u(m), p(M)). Como
min(pu(z1),...,4(2n)) < min(p(m), u(M)) resultard
que min(u(z1), ..., 4(zn)) = min(u(m), u(M)). Por
tanto,

Flp,...,)) = o min(u(z1), .. ., p(2s))
= sup  min(u(m), u(M))
F(@11mnn)=y
< wuy)

Veamos ahora la monotonfa respecto del orden <y .
Sean p,n € F(IR) dos intervalos borroso con p < 7,
para probar que F' es monétona no decreciente es su-
ficiente mostrar que

F(/L,/J.Q,...,/l.n) j F(n7#21"-)#n)

es valido para cualesquiera py,...,pu, € F(R)™,
puesto que para las otras componentes la prueba es
andloga. Debido al teorema 3, serd suficiente probar
que

SUP[F(U, H2, ... s”n)]a, y
lnf[F(m Ho,y ... 7/“71)}(17

»,un)]a

sup[F(p, pa, ... <
aﬂn)]a <

inf[F (g, pa, ...

para todo « € {0, 1]. Pero por el teorema 1 se verifica

[F(#, M2y ’.un)]a = F([,Lb]a, [/1'2]017 sy [/-‘n]a)'

Sea y = f(z,29,...,2,) un punto con z € e y

T; € [ui]o parai = 2,...,n, como sup[la < sup[nla,
existird 2’ € [n]o con z < 2/, por lo que y <
¥y = f(a',z2,...,2,) puesto que f es una funcién

monétona no decreciente respecto del producto. Asi
que para cada y € [F(u, pta, ..., ftn)]a, existe un ¢’ €
[F(n,p2,..., tn)]a tal que y <y’ y consecuentemente

Sup[F(, p2, ..., in)]a = sSup[F(n, 2, . .., ttn)]

La parte con el infimo es andloga. M

4 Intervalos borroso de tipo LR

La siguiente representacién de intervalos borrosos 2]
incluye todos los subconjuntos borrosos utilizados ha-
bitualmente como etiquetas lingiiisticas de una vari-
able lingiiistica.

Sea L : [0,c0) — [0,1] una funcién continua tal que:
1. L) = 1;
2. L es estrictamente decreciente salvo en L-Y(0)

3. L(1) =00 (L(u) > 0 y limy_oo L{u) =0);
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4. Yu <1, L{u) > 0.

L recibe el nombre de funcién de forma. Algunos
ejemplos de funciones de forma son max(1 — zP,0),
max(1l — z,0)?, e~%, e"z, etc.

Consideraremos la clase de intervalos borrosos Srr(iR)
semicontinuos superiormente dados por la repre-
sentacion siguiente: 1 € Fpr(IR) si existen dos fun-
ciones de forma L, Ry cuatro pardmetros (1, B, o, B)
con p < By au, B, >0, tal que -

L (i—?) siz < !
uz) = 1 siz € [p,7
R (%ﬁ) siz>p

En ese caso escribiremos g = (4, By, Bu) LR Esta
representacién cubre todos los intervalos borrosos
cuyas funciones de pertenencia son tales que

lim p(z) € {0,1}, zlirf u(z) € {0,1},

asi como todos los intervalos borrosos con soporte aco-
tado y, por tanto, cubre a los conjuntos borrosos de
tipo S, los de tipo Z y los que son en forma de cam-
pana. Como ejemplo, si u es un trapecio borroso, en-
tonces L = R = max(0,1—z) y (u — o, —B,) es su
soporte. Adoptaremos como convencién:

e Si p es un intervalo borroso de tipo S, entonces
b= (g, +00, a,, +00) g, para cualquier R.

¢ Si i es un intervalo borroso de tipo Z, entonces
p = (=00, T, =0, B,) LR, para cualquier L.

Es posible calcular el intervalo borroso resultante de
aplicar, por ejemplo, la media aritmética ma{z,y) =
%ﬂ extendida a dos intervalos borrosos g o=
(B, BLR Y 1 = (0,7, @y, By)Lr- Para ello uti-
lizaremos el siguiente resultado (2, 5]. Por u* y g+
se denota a las restricciones de  y n a (—oo,p] y a
(—00,7)] respectivamente, y por u~ y 7~ sus restric-
ciones a [g, +00) y a [7, +00).

Teorema 5 Sean pu,n € F(IR) sin partes constantes
fuera de 0 y de 1 y tales que sus a-cortes Me =
[E_a,'ﬁa], M]e = [g_a,ﬁa] son conjuntos compactos para
todo o € (0,1]. Dada una funcién f : R? — IR con-
tinua y estrictamente creciente respecto al orden pro-
ducto (sixz >z’ ey > y’, entonces flz,y) > f(',y),
el intervalo borroso F(u,n) obtenido mediante el prin-
cipio de extension puede calcularse resolviendo las dos
ecuaciones siguientes

(Flr,m )™ = f((*)™, (")™Y (1)
(F(pm)™) ™ = f((e7) 2 () 7). 2)



Por tanto, para aquellos elementos de §pr(IR) cuyos

a-cortes, para a € (0,1]
F(u,n) puede calcularse se
ciente y su parte decrecient
de forma L y R son estrict
la media aritmética y para
para todo y € {0, 1] existen
z, ez, tales que

L(E"’”“) =y
Ope

lo que es equivalente a

T, =

= =

T, =

|

ecuaciones que son las equi
. x+
tanto para ma(r,y) = 3¥

_Zut Ty

sean intervalos acotados,
paradamente su parte cre-
e, puesto que las funciones
amente decrecientes. Para
la parte creciente de p y 17,
dos tnicos nimeros reales

-+ (52
Qy

al-lL_l(y)a
an L™ (y).
valentes a (1) y (2). Por

(3)

se tendrd que

2

de lo que se deduce que

gt+n
2

_ ;r 21 L7 (y)

won
z—=x=\
L (‘a—— [+a—> =Y.

=2

2

Haciendo lo mismo para la parte decreciente se obtiene

que

ptn g+

MA(u,n)=< 55

El 1ltimo resultado no sélo
cular la media aritmética e
borroso LR, sino que adem

oy +an Bu+ By

k) 2 El 2 LR M
(4)

muestra la forma. de cal-

xtendida sobre intervalos
s demuestra que la me-

dia aritmética extendida comnserva la forma de los con-

juntos borrosos a los que se

itmética extendida de trape

aplica. Asf la media ar-
cios con soporte acotado,

serd un trapecio agregado de estos dos. Ademds, si

a#=aU=QYﬁ#=rBﬂ=
itmética extendida de dos i

0, entonces la media ar-
ntervalos borroso de tipo

LR tendrd apa(um) = @Y Bma(un) = B-

Cuando p o 7 son del tipo § o del tipo Z, su soporte

no es acotado y es evidente

que la existencia del ele-

mento z,, o del elemento z,, de la ecuacién (3) no tiene

sentido. No obstante la sol

ucién dada por (4) sigue

siendo vélida para cuando alguno de los pardmetros de
1 o 1 es +oo. Por ejemplo si 4 = (—o0,71, —00,B.) LR

yn =
MA(u,n)(2) = Euf_)z=ma(x,y)
todo y € (—o0, £22] puesto

(.7, 0, By) LR emtonces es evidente que

min(p(z),7(y)) = 1 para
que si y < £41, entonces,

tomando z = 2y — 7, tendremos que es y = *F1 con

z < 7 por lo que min(u(z),n
son andlogos.

Algunas consecuencias de es

(@) = 1. Los dem4s casos

to son:
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1. La agregacién con la media aritmética extendida

de un intervalo borroso de tipo S o de tipo Z con
uno en forma de campana, es un intervalo borroso
de tipo S y tipo Z respectivamente. Por ejemplo
si p= (g, +00, @y, +0)Lr ¥ 1= (1,7, o, B) LR,
entonces MA(u,n) = (E;ﬁ, +00, EE;—“'L, +00). En
el caso en el que los pardmetros o y 8 sean con-
stantes, este resultado admite una interpretacién
en términos de modificadores lingiifsticos puesto
que M A(u,7) es una traslacién de p [1]. El resul-
tado de agregar, por ejemplo, alte (un predicado
representado habitualmente por un conjunto bor-
roso de tipo Z) y mediano (un predicado en forma
de campana) serfa bastante alto, si se entiende por
esta expresién una debilitacién de alto, es decir,
algo asi como casi alto.

. La agregacién mediante la media aritmética ex-

tendida de un intervalo borroso del tipo Z con
uno de tipo S es IR. Ello puede considerarse real-
mente un caso patoldgico, teniendo en cuenta que
siempre se tiene la desigualdad pz < IR <X pug,
cuando pz es un conjunto borroso de tipo Z y ug
es un conjunto borroso de tipo S. Parece adecuado
pensar que la agregacién de una etiqueta de tipo
Z con una agregacién de una etiqueta de tipo S
deberia ser la etiqueta en forma de campana in-
termedia de las dos, al menos para el caso en el
que estas dos etiquetas no tuviesen ningtin punto
de interseccidn.
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Resumen

Tradicionalmente, en la 16gica borrosa tanto
se ha considerado que la implicacién debe
generalizar a la cldsica implicacién material,
como no se ha ofrecido una clara distincién
(como se hace en la ldgica cldsica) entre
los conceptos de implicacién y condicional.
En este articulo se plantean algunos crite-
rios para justificar determinadas funciones de
”implicacién” borrosas que no generalizan a
la implicacién material y se avanza algo en la
distincién entre los caracteres de implicacién
y de condicional de dos de ellas.

Palabras Clave: funcion de implicacién, T-
condicional, t-norma.

1 Introduccién

Uno de los problemas de la Ldégica Borrosa es el
tratamiento de la inferencia con informacién imprecisa
y, en particular, el de la obtencién de modelos para los
enunciados condicionales, es decir, los del tipo "Si x
es A entonces y es B”, donde x e y son elementos del
universo y A y B son predicados vagos sobre el mismo.
Con este fin, se han definido operadores a partir de
conceptos andlogos de las logicas bivaluada y multi-
valuada.

A la hora de buscar generalizaciones para la Logica
Borrosa, las posibilidades son miuiltiples, pero debe
mantenerse siempre que, al aplicar el nuevo concepto
al caso limite de dos valores, el resultado coincida con
el dado por el concepto original. Asi, por ejemplo,
a la hora de modelizar la conjuncién se buscard una
operacién T : {0,1] x [0,1} — [0,1] que, al menos,
cumpla las condiciones de frontera 7°(0,0) = 7"(1,0) =

Este trabajo esta parcialmente financiado por la CI-
CYT dentro del proyecto PIC96-1393-C06
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T(0,1) =0y T(1,1) = 1 de acuerdo con la tabla de
verdad de la operacién ”y” en la légica clasica.

De un modo similar, para representar los enuncia-
dos condicionales, los operadores de implicacién deben
buscarse entre aquellos que verifiquen las condiciones
de frontera de las implicaciones bivaluadas. Asi, a
partir del condicional material, p — ¢ = p' + ¢ cuya
tabla de verdad viene dada por

p+q|0]1
0 111
1 011

se obtiene la usual definicién de implicacién [1}, una
vez anadidas otras condiciones de monotonia y la
propiedad del intercambio tipicas del cdlculo proposi-
cional cldsico.

En este articulo se propone un estudio de diferentes
conceptos de implicacién borrosa atendiendo a las dis-
tintas posibilidades cldsicas. Se analizan, ademads,
algunos ejemplos de los que también se estudia su
comportamiento respecto a la regla de inferencia del
Modus Ponens.

2 Funciones de implicaciéon

En un Algebra de Boole (B,+.-,) se dice que una
operacién —: B x B — B es una implicacién si, para
todo z, ¥ en B, es - (z — y) < y, desigualdad que es
equivalente a ¢ — y < z'+y. Por tanto, la implicacién
material no es la tnica implicacién cldsica, aunque si
la mds grande. En [6] se demuestra que, ademds de la
material, s6lo existen seis funciones ”booleanas” que
cumplen dicha condicién. A saber: z-y, z'-y, =’ -
y,y, 2 yx-y+2' -y cuyas tablas de verdad son,
respectivamente:

Z+y |01 z-y |01
0
1 01 1

oy
[
o=}

[==] K]




Z-y|0}1 -y {01
0 01 0 110
1 010 1 00
yl0]1 z' 101
0101 01|11
110 1101|0
z-y+a'-y [0]1

0 110
1 0|1

Estas implicaciones cldsicas pueden ser tomadas
como base para distintos modelos de la implicacién
en l6gica borrosa. Asi, desde un principio [9] aten-
diendo a las propiedades de frontera, monotonia e
intercambio de la implicacién material, se consideré la:

Definicién. Una funcién I : {0,1] x [0,1] — [0,1]
es una funcidn de implicacidén si verifica para fodo
T, ,Y,y ,z en |0,1] los siguientes axiomas:

1.1 (a:',y) <I(z,y) si x < z, es|decir I es decre-

ciente en la primera variable.

2 I(z,y)<I (:z:,y') siy <y, esdecir I es creciente
en la segunda variable.

3. I(0,y)=1.

4 1(1,y) =y.

5 I(x,I(y,2)) =1y 1(z,2)).

De ellas se dird que son funciones de implicacién
Flggy.

Ejemplos de operadores que son funciones de im-

plicacién Flgry,, son las R-implic
implicaciones, que se definen, respe
I (z,y) = sup{z€(0,1]: T (z,2)

aciones y las S-
ctivamente, como
< y} donde T es

una t-norma continua, e I (z,y) = S (N (z),y) con §

una t-conorma continua y N una fu

fuerte [5]. Caracterizaciones de estas

ncién de negacion
funciones de im-

plicacién aparecen en [1].

Sin embargo se usan otras funciones ”de implicacién”
que no son de estos tipos; por ejemplo la implicacién
exponencial [4] E(z,y) = ¥*, que no es una R-
implicacién, ya que si existiese una t-norma T tal que
E(z,y) = IT (z,y), serfa 2° = IT (z,z) = 1 para
todo z. Por otro lado, si E fuese una S-implicacidn,
tomando y = 0, para todo z > 0 se|tendria y* = 0 =
S (N (z),0) = N (z) = 0 para todo|z > 0, por lo que
N no podria ser una negacién fuerte.

No obstante, aunque esta deﬁnici(i'm de funcién de
implicacién FIy 4, ha sido cominmente aceptada,

en Control no es frecuente utilizar la implicacién
material como modelo para representar enunciados
condicionales, sino que parece mds adecuado elegir la
operacién z - y como modelo de implicacién ya que
s6lo es verdadera si lo son ambos £ € y. Al igual
que en el caso anterior, atendiendo a las condiciones
de frontera, a la monotonia de ambas variables y a
la propiedad del intercambio, se obtiene un nuevo
modelo.

Definicién. Una funcién I :[0,1]x[0,1] — [0,1] es
una funcidn de implicacidn FI ., si verifica para todo
T,z .,Y,Y ,2 en [0,1] los siguientes aziomas:

1. I(z,y) <I(z',y) si x <z, es decir I es creciente
en la primera variable.

2. I(z,y)<1I (z,yl) siy<y, esdecir I es creciente
en la seqgunda variable.

3. 1(0,y)=0.
4 I(l’y) =Y.
3. I(ac,I(y,z)) = I(y’I(sz))‘

Un ejemplo muy sencillo de funcién de implicacién
Fl,,, es la implicacién de Mamdani, definida por
M(z,y) = Min(z,y). Esta funcién, que tiene gran
aplicacién en el control borroso, no es, sin embargo,
una funcién de implicacion Fl,r .

Resumiendo, el concepto de implicacién borroso no
estd univocamente determinado por la definicién dada
en {1] sino que dependera de la implicacién cldsica que
se generalice. Como ya se ha dicho, en Iégica bivalu-
ada una funcién — es implicacién si ¢ —» y < '+,
por lo que en el caso borroso una funcién de impli-
cacién I debera verificar la ley I (z,y) < Ip 1y (2,9) ¥,
en particular, serd I (1,0) < I;i4,(1,0) =0. Ademis,
es razonable pensar que si, dada una regla (" Si T es A,
entonces y es B), se tiene el antecedente (" es A”),
entonces necesariamente se tendra el consecuente ("y
es B”). Por lo tanto el valor de verdad de I siz =1,
y = 1, debe de ser 1. Por ello, condiciones frontera
necesarias para que I sea funcién de implicacién son
I(1,0)=0yI(1,1)=1.

Algunos autores han propuesto otras implicaciones que
s6lo generalizan parcialmente a alguna de las impli-
caciones booleanas mencionadas. Asi, por ejemplo,
(ver [2] ¥ [3]) es el caso de la llamada implicacién de
fuerza (Force Implication), F (z,y) =z-(1— |z —y|),
que verifica las condiciones de frontera F'(0,y) =0y
F(1,y) = y, por lo que verifica la tabla de verdad de
la implicacién booleana z - y. Sin embargo, dicho op-
erador no verifica ni los axiomas de monotonia ni la
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propiedad del intercambio de la implicacion Fl.,,.

3 Funciones de implicacién y
T-condicionales

El objetivo en esta seccién es relacionar los conceptos
de funcién de implicacién y T-condicional, particular-
izando para algunos ejemplos aparecidos en la seccién
anterior.

En el cédlculo proposicional clasico los enunciados
condicionales del tipo ”Si p entonces ¢” vienen
representados por p — ¢ = p’ + ¢, que es una op-
eracién en el dlgebra de los enunciados. Cuando esta
implicacién es afirmada, es decir, cuando p’ + g = 1,
se obtiene una relacién entre los elementos del
dlgebra. Naturalmente, no toda relacién = entre
enunciados tal que p => ¢ represente al enunciado
verdadero ”Si p, entonces ¢”, vendra dado por la
forma ”p = ¢ si y s6lo si p — ¢ = 1”7 para alguna
implicacién —. En general, una tal relacién = es
un condicional respecto a un conjunto V' de enun-
ciados tomados como ”verdaderos”, si se verifica la
Meta-Regla del Modus Ponens: "p = gy p € V:
g € V7, la cual puede comprimirse en la inecuacion:
Min(gv (0) ¢ (,) < ¢v () para cualesquiera
enunciados p y ¢. Todo ello lleva de forma natural a
la siguiente definicién.

Definiciéon. Dado un universo de discurso E, un
subconjunto borroso p : E — [0,1] y una t-norma
T, una relacién borrosa R : E X E — [0,1] es
un p — T-condicional st para todo z, y de E se
verifica que T (u(x), R(z,y)) < p(y). En particular
cuando E = [0,1] y p es la identidad, se dird que
R es una funcidn generadora de T-condicional o,
abreviadamente, un T-condicional.

Trivialmente si R es un T-condicional y 77 < T en-
tonces R es también un T-condicional. Ademds, R es
un Tj-condicional si y sélo si R < I7.[§]

Un primer teorema ayudard a obtener funciones de
implicacién que no son condicionales para ninguna
t-norma de la familia del producto, y por lo tanto tam-
poco para el minimo. Se recuerda que una t-norma T}
pertenece a la familia de t-normas de T (T3 € F (T))
si existe una aplicacién biyectiva ¢ : [0,1] — [0,1]
conp(0) =0y (1) = 1talque T} = ¢~ oTo(yp x ¢).

Teorema 1. Sea I : [0,1]x[0,1] — [0, 1] un operador
para el que existe un a # 0 tal que I (a,0) #0. I no es
T-condicional para ninguna t-norma T € F (Prod).
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Demostracidn: Si T € F{(Prod) se tiene que
T (z,I(z,y)) = [¢7! o Prodo (¢ x 9)] (z,1 (z,9)) =
o Hp(z)- ¢ (z,y))). Si I fuese T-condicional
seria T (z,I(z,y)) < y para todo z, y € [0,1].
En particular para y = 0, para todo z € |[0,1]
es o (p(@) p(I(x,0))) = 0, es decir () -
v (I (z,0)) = 0. Por tanto o bien ¢ (z) = 0 o bien
¢(I(z,0)) =0. Paraz =aq, es () = ¢ (a) # 0, por
tanto es ¢ (I (a,0)) = 0, lo que implica I (a,0) = 0 que
estd en contradiccién con la hipétesis. B

Por lo que respecta a las funciones de implicacién
Flzi4y, ya en [7] y [8] se hizo un estudio de la
T-condicionalidad de las S-implicaciones y de las
R-implicaciones, para cualquier t-norma 7. Ahora
bien, aplicando el teorema anterior se puede llegar
méas rapidamente al mismo resultado que en los
citados articulos; es decir, a que se trata de funciones
de implicacion que no son T-condicionales para
ninguna t-norma de la familia del producto ni para el
minimo. Pero evidentemente el estudio queda abierto
para aquellas I que no son ni S-implicaciones ni R-
implicaciones. Respecto a la implicacién exponencial,
el teorema no puede ser aplicado ya que para todo
z >0 es F(z,0) = 0° = 0. Sin embargo se tienen los
siguientes resultados:

Teorema 2. Si T = ¢! o Prodo (¢ x ¢), donde
p(z) = 2, o € R, entonces E no es T-condicional.
En particular E no es Prod-condicional.

Demostracidn: Si E fuese T-condicional se tendria que
verificar la desigualdad T (z, E (z,y)) < y para todo
1

z, y € [0,1]. Como contraejemplo basta tomar = = 3
ey= é, y se tiene que
T(z,E(2,y)) = [¢7" o Prodo (¢ x ¢)] (z,E (2,9)) =

1 12 1 1
\/“w"‘-E(w,y)QZE'E =579

6

Es decir, la implicacién exponencial no es un
Prod-condicional y por tanto tampoco un Min-
condicional. Il

Queda sin embargo abierto el problema para otras
expresiones de .

Denotando por W la t-norma de Lukasiewicz se tiene:

Teorema 3.
condicional.

La implicacion exponencial es WW-

Demostracion: Se tiene que probar que para todo z, y
en [0, 1] se verifica la desigualdad W (z, E (z,v)) < ¥ ;
es decir que es Maz (0,x +3y* — 1) < y. Considérese



para cualquier ¥ en [0, 1] la funcién f, (z) =z + ¢ —
1. La finalidad de lo que sigue es comprobar que el
méximo en [0,1] de cada funcién f, esté en el punto

z=1.

a)Siy =0, fo(z) = z—1 es una funcién estricta-
mente creciente cuyo maximo en [0,1] es = 1.

b) Si y # 0, la funcién f, es continna y derivable y su

derivada es f; (z) =14y Iny

se obtiene el valor zg =

In—+

In (ln —1-)
y

y sise iguala a cero

T dque la anula.

g
. H
La segunda derivada es fy () =y°- In®y, que es
silempre positiva; es decir, el punto zp obtenido es
un minimo y, por lo tanto, el mdximo se alcanza

en uno de los extremos del int
es f,(0)=0y f,(1)=y.

Entonces para todo y en [0,1], es
decir, que es z + ¥* — 1 = f, (z)

ervalo. Ahora bien

fy (@) < fy(1); es
< fy(1) = y. Por

tanto es Maz (0,z +y* — 1) £ y y|la implicacién ex-

ponencial es un W-conditional. H

Queda abierto el problema para otras t-normas de la

familia de Lukasiewicz.

Los conceptos de funcién de implicacién y de T-
condicional son generalizaciones dejdos conceptos dis-

tintos en la l6gica cldsica y sucede

lo mismo con di-

chos conceptos borrosos. Por ejemplo la implicacion
de fuerza, de la que ya se vio en la seccién anterior que

no es funcién de implicacién, es un

W -condicional. La

siguiente pregunta seria si cualquier funcién de impli-
cacién es T-condicional y la respuesta, que es negativa,

viene dada por el siguiente ejemplo.

El operador I definido por

_ Y, siz=1
I(z,y) = { 1, en otro caso }

es una funcién de implicacién FI,

+y» Dero no es Z-

condicional, donde Z es la t-norma minima definida
por Z (z,y) = Min{(z,y) si Mazx (2,y) = 1; Z (z,y) =

0 en otro caso. En efecto, toma

ndod <z <le

y =0, resulta Z (z,71(2,0)) = Z (z,1) =2 > 0. Al no
ser este operador I Z-condicional, no es T-condicional

para ninguna t-norma 7.

Respecto a las funciones de implicacién FI.,, por ser

crecientes en la primera variable, j
ciones frontera, se tiene I (z,y) <

tanto para cualquier t-norma T se

unto con las condi-

I(Ly) =y, y por
da la desigualdad

T(z,I(z,y)) < I(z,y) <y. Asi se obtiene

Teorema 4. Toda funcidn de implicacion FI,., es
T-condicional para cualquier t-norma T.

Por 1ltimo, aunque ya se ha visto que la implicacién
de fuerza no es una funcién de implicacién Fl,/ 4, en
el sentido de este trabajo, conviene hacer un estudio
sobre su condicionalidad. En primer lugar se puede
aplicar el terorema 1, ya que tomando 0 < z < 1 se
tiene que F'(x,0) = z (1 — z) > 0, de donde se deduce
inmediatamente, debido a tal tecrema que F no es
T-condicional para ninguna T € F (Prod). Tampoco
lo es, como consecuencia, para la t-norma del minimo.
Sin embargo

Teorema 5. La implicacidn de fuerza es W-

conditional.
Demostracion: Hay que ©probar que vale
W (z, F{z,y)) < y para todo z, y € [0,1]. Para

z < y la desigualdad es trivial, por lo que basta
considerar y < z. Entonces

Wz, F(z,y)) = Maz O,z +z(l—z+y)—1) =
Maz (0, (23:——:1:2— 1) +ay) <zy<y

Es decir, F es W-condicional. ll

Para las demas t-normas de la familia F (V) el estudio
no resulta tan evidente y permanece abierto.

4 Conclusiones

En este articulo se han establecido unos criterios para
una nueva definicién de funcién de implicacién, par-
tiendo de implicaciones cldsicas distintas de la impli-
cacién material. Ademds, se ha estudiado la condi-
cionalidad de operadores definidos en la literatura y
que no habfan sido considerados en trabajos anteri-
ores.
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Resumen

En este trabajo se muestra un método para
obtener una jerarquia de particiones del uni-
verso [0,1] de forma que cada una de el-
las es compatible con la indistinguibilidad
de Lukasiewicz. Las clases de cada par-
ticién de un determinado nivel presentan una
relacién de antonimia entre si. Ademds la
particién de un nivel puede verse como el
refinamiento de un nivel anterior mediante
una clase de modificadores lingiifsticos, por lo
que estas particiones parecen adecuadas para
modelizar etiquetas lingiiisticas de una vari-
able lingiiistica.

Palabras Clave: Modelizacién Lingiiistica,
Granularizacién Fuzzy, Indistingiibilidad,
Particiones Fuzzy.

1 Introduccién

Es muy frecuente que entre los predicados gradua-
dos pertenecientes a una misma variable lingiiistica
8] exista una relacién de antonimia. De hecho los
valores lingiifsticos permitidos para muchas variables
lingiifsticas pueden generarse a partir de un par de
predicados anténimos y una serie de modificadores
lingiiisticos. Por ejemplo, para la variable lingiifstica
temperatura, los valores frio, caliente, helado, muy
caliente, bastante frio, etc. pueden ser generados a
partir del predicado frio, de su anténimo caliente y
de los modificadores lingiifsticos como muy, bastante
etc. El uso de las conectivas 16gicas conjuncién, dis-
juncién o negacién permiten combinar estas etiquetas
para obtener otras como, por ejemplo, templado = ni
frio ni caliente. En [1] se mostré, mediante una repre-
sentacién adecuada de los modificadores lingiiisticos y
del anténimo en la teoria de conjuntos borrosos, una
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proyecto nimero PB94-1208 de la DGICYT.
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relacidn existente entre estos dos fenémenos, relacién
que se correspondia adecuadamente con el uso de es-
tos términos lingiiisticos en el lenguaje natural. En el
mencionado trabajo se percibe que la antonimia es un
fenémeno propio de la variable lingiiistica més que de
ciertos predicados concretos. Siguiendo con el ejemplo
de la variable temperatura, la antonimia existente en-
tre frio-caliente parece la misma que la existente entre
muy frio-muy caliente o entre helado-abrasando, si nos
referimos por ejemplo al estado de un café.

La importancia de las relaciones de antonimia en-
tre predicados se manifiesta en la cantidad de
conocimiento que el hombre adquiere gracias a la ex-
istencia de predicados anténimos; basta pensar en el
aprendizaje de los nifios. Quizd esto no sea més que
otra manifestaciéon mds de la tendencia del hombre a
dualizar, presente también en el fenémeno de la ne-
gacién. Ademds cuando se transmite informacién me-
diante alguno de estos contrarios, se supone casi siem-
pre la presencia implicita del otro y de la posicién in-
termedia. Por ejemplo, al decir que el cafe estd frio se
contrapone a el café estd caliente y las dos situaciones
son extremos de el cafe estd bien.

Zadeh al definir una variable lingiiistica utilizé
gramaticas generativas de tal forma que, a partir de
ciertos operadores, todos los términos lingiiisticos de
la variable estan dados; son los que se pueden construir
con dichos operadores. De la misma forma, si se tiene
una semdntica asociada a los términos lingiiisticos
bdsicos mediante conjuntos borrosos, se tiene una
semdntica asociada a todos los términos lingiiisticos
vélidos, sin mis que asociar a dichos operadores op-
eraciones adecuadas entre conjuntos borrosos. Sin
embargo, y a pesar de que en el lenguaje natural
tengamos a nuestra disposicién todos los términos
lingiiisticos vdlidos para una variable lingiifstica, al
menos potencialmente, consideramos que la asignacién
de un significado a esos términos mediante conjun-
tos borrosos se realiza de otra forma, con base en los
términos {mplicitos existentes cuando se formula una



predicacién. Asi al usar frio se contrapone a caliente
y puedo considerar que la variable lingiistica la for-
man unicamente los términos frio-caliente o quizés
frio-templado-caliente. Si en cambio utilizo el término
muy caliente estoy suponiendo implicitamente la ex-
istencia de, al menos, los: términos muy frio-frio-
caliente-muy caliente; si utilizo helado supongo helado-
muy frio-frio-caliente-muy caliente-abrasando, etc. De
esta forma los términos lingiliisticos de una variable
lingiiistica constituyen una jerarquia de varios niveles,
cada uno de ellos presentando diferente granularidad.
Esto permite establecer distintos niveles de precisién
marcados por el uso de varias etiquetas que se supone
dividen el universo base de la variable lingiifstica.

En este trabajo se mostrard una forma de crear una
jerarquia de clases de conjuntos borrosos que sirva
para modelizar los términos linglisticos de una vari-
able lingiiistica. La clase de conjuntos borrosos de
cada nivel se obtendrd como una particién borrosa
del universo de discurso compatible con una indistin-
guibilidad; a su vez cada nivel se obtiene como un refi-
namiento de la indistinguibilidad natural asociada a la
t-norma de Lukasiewicz, lo que permite que para todos
los niveles exista una relacién constante de antonimia.

El trabajo comienza con un recordatorio sobre in-
distinguibilidades y el eStllldiO de un conjunto de
propiedades que parece razonable imponer a una par-
ticién borrosa para que muestre cierta compatibili-
dad con una indistinguibilidad. Una indistinguibilidad
puede refinarse operdndola consigo misma a través de
la t-norma asociada. Esta operacién hace aumentar el
nimero de clases de la particién compatible. En con-
creto, se ve que la indistinguibilidad natural Ew para
la t-norm W de Lukasiewicz| genera una particién de
[0,1] en dos clases anténimas|entre si, y que pueden in-
terpretarse, por ejemplo, como (falso, verdadero). E3,
refina esta particién en 3 clases, las cuales admiten la
interpretacién (falso, ni falso|ni verdadero, verdadero),
y donde, de nuevo, estd presente la misma relacién de
antonimia.

El estudio de las indistinguibilidades EF es especial-
mente interesante; en primer lugar, sus clases son
los elementos de la particién de nivel n, por lo que
adquieren un significado; en|segundo lugar, permiten
un estudio eficaz de las particiones que se usan en con-
trol fuzzy. En efecto, dada una particién en un nivel
de precisién determinado, se puede generar una apli-
cacién f creciente, continua y lineal a trozos, entre el
intervalo I, universo de discurso, y [0,1] de modo que
si la particién tiene n clases| se ajusta a las n clases
generadas en [0,1] por ER~]. Asf se corresponden a
la particién generada en I por la T-indistinguibilidad

E(z,y) = Er(f(z), f(3))-
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2 Las Indistinguibilidades E?

En primer lugar recordemos que una 7-
indistinguibilidad E : X x X — [0,1] es una
relacién borrosa reflexiva, simétrica y T-transitiva,
siendo T una t-norma. Dada una t-norma continua
T, la T-indistinguibilidad natural Er sobre {0,1] se
define como

Er(z,y) = T(I(z,y), T(y,2)),

donde T es la operacién definida por residuacién

o~

T(z,y) =sup{z €[0,1] : T(z,2) <y}.

Las T-indistinguibilidades han sido estudiadas ampli-
amente en el marco de la teoria fuzzy, ver por ejem-
plo {5, 3]. Para las t-normas continuas mfnimo (min),
producto (II(z,y) = zy) y Lukasiewicz (W(z,y) =
max (0, z +y — 1)), las T-indistinguibilidades naturales
asociadas sobre [0, 1] son:

1 siz=y
min(z,y) e.o.c.

o Enin(z,y) = {
* En(z,y) =min({, %)
¢ Ew(z,y)=1-lz -y

El siguiente resultado es inmediato.

Lema l Si Er es una T-indistinguibilidad sobre
un universo X, entonces E}(z,y) = T(E(z,y),.m.
JE(z,y)) con n 2> 1, también es una T-
indistinguibilidad en X.

Ejemplo 2 Sobre [0,1]
e Para la t-norma minimo se tiene ETt, = Enj,
para toda n.
o Para la t-norma producto Ef(z,y) =
min(%, £5).
e Parg la t-norma de Lukasiewicz E},(z,y) = 1 -

nlr—yl, donde = — y = max(0,z — y).

En general, las distintas potencias de E refinan la in-
distinguibilidad puesto que se tiene E} < E2~! y por
tanto permiten una granuralidad més fina.

3 Particiones compatibles con una
T-indistinguibilidad

Consideraremos la siguiente definicién de particién
borrosa.



Definicién 3 Una familia finitamente enumerada
P = {p;}i=1,...n de conjuntos borrosos sobre un uni-
verso X constituye una T-particién borrosa si cumple
las dos condiciones siguientes:

L T(ui(z),pi(z)) = 0 parai # j : 1,...,n y
cualquier z € X.

2. S(ui(z),...,pun(z)y=1paratodoz € X y S la t-
conorma N-dual de T respecto a alguna negacion
fuerte N.

Denominaremos clase ¢ de la particiéon P al conjunto
borroso y;.

La nocién de compatibilidad de una particién con
una T-indistinguibilidad viene dada por la siguiente
definicién.

Definicién 4 Unae T-particion P = {p;}i=1 ...
dice compatible con una T-indistinguibilidad ET si se
verifica, para cualquier i = 1,...,n y cualesquiera
z,y € X, que

1. T(/l,(l‘),}t,(y)) < E(IL‘,y), Yy
2. eziste un a; € X con E(z,a;) < ;.

La primera propiedad implica que todo par de elemen-
tos T e y que pertenezcan a la misma clase p; son
elementos equivalentes, mientras que la segunda ase-
gura la existencia de un elemento prototipico para cada
clase de la particién.

Los siguientes resultados son directos.

Lema 5 Para cada clase u; existe un a; € X con
mi(a:) = 1.

Demostracién. Basta tomar z = a; en 4.2.

Lema 6 Sea a; € X tal que pi(a;) = 1, entonces
pi(z) = E(z,a;) para todo z € X.

Demostracién. Por 4.1 p;(z) = T(u;(a;), u(z)) <
E(as,z) y por 4.2 pi(z) > E(a;, z).

Lema 7 Si E es separadora, es decir, E(z,y) = 1
implica que T = y, entonces para toda i = 1,...,n
existe un unico a; € X tal que p;(a;) = 1.

Demostracién. Por 4.1, si pi(z) = wi(y) = 1, en-
tonces T(pi(z), ui(y)) < E(z,y) y por tanto z =y.

Lema 8 Las clases de una particién P compatible con
una T-indistinguibilidad Ex son T-estados égicos [6],
o generadores! [2], de la T-indistinguibilidad T.

'Otras denominaciones para el mismo concepto son “ob-
servables” o “extensionales”.

247

Demostracién. Por el lema 6 las clases de la par-
ticién son las columnas de la T-indistinguibilidad Ep,
y las columnas son T-estados l6gicos, o generadores,
de E.

4 Una familia de Particiones
compatibles con Ej},

Si se considera la t-norma de Lukasiewicz W y el
universo [0,1], para cada elemento de la familia de
W-indistinguibilidades EY;, existe una tnica particién
compatible.

Teorema 9 La tnica particidn compatible con Fy en
[0,1] es la dada por los subconjuntos t(z) =z y f(z) =
1-1=z.

Demostracién. Como es fécil de comprobar, para
cualquier par de nimeros z,y de [0,1] se cumple que
si W(z,y) = max(0,z+y—1) = 0y W*(z,y) =
min(1l,z +y) = 1, entonces z + y = 1, donde W* es
la t-conorma dual de la t-norma de Lukasiewicz. Por
tanto, una W-particién P = {y;}i=1,.. n verificard que

Y owi@) =1,
=1

para todo z € [0,1]. Tomando el prototipo a; de una
clase de la particién, se tiene que

Z pi(z) =0,
Jj=1
J#i

es decir, pj(a;) = 0 paratodo j = 1,...,ny j #
t. Todas las clases de P son columnas de Eyw, pero
las 1inicas columnas que se anulan en algiin punto son
Ew(0,z) y Ew(1, z). Asi la tinica particién compatible
es la formada por las clases del 0 y del 1.

Maés general,

Teorema 10 La  idnica  particion  compatible
con E}, estd formade por las n + 1 columnas
{E% (ak, ) }k=0,...n, siendo ax = %

En la figura 1 pueden verse las clases de la particiones
compatibles para Ew, E},, E},, Ef, vy E},.

5 Las particiones de E}}, y el anténimo

Existe una fuerte relacién entre la negacién y el
anténimo. El anténimo puede considerarse una ne-
gacién interna dependiente del universo de discurso
mientras que la negacién habitual es una negacién
externa independiente del universo de discurso. La
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Figura 1: Algunos ejemplos de particiones compatibles
con Ef, para diferentes n

distincidn entre negacidén interna y externa viene por
la forma de operar del anténimo y de la negacién
habitual. Sobre un univeriso X dos conjuntos bor-
rosos 4,7 se dicen ant6nimos si existe una aplicacién
ant : X — X involutiva y decreciente tal que u(z) =
n{ant(z)). Es evidente que jant tiene las mismas car-
acteristicas que una negacién, basta con tomar X =
[0,1]. La diferencia reside en que, dada una negacién
n: [0,1] — [0,1], el conjunto borroso negado de p es
no(p)(z) = n{u(z)); al aplicarse n a los valores del
conjunto borroso y no a los elementos del universo,
la negacién no depende del universo del discurso, en
cambio el anténimo sfi.

Dada una t-norma 7', mediante la operacién definida
por residuacién T se obtiene una negacién a través de
la expresién nr(z) = T(z,0). Esta negacién es en mu-
chos casos débil, pero para la t-norma de Lukasiewicz
resulta en cambio la negacion habitual np(z) =1 -1z,
puesto que W(z,y) = min(1,1 —z +y). De esta forma
puede considerarse que Ey |tiene asociada la negacién
habitual ya que también Ew(z,0) = n(z) =1 - =.
Sobre [0,1], un anténimo viene dado por una funcién
de negacién, resultando que/sobre todas las particiones
compatibles con las indistinguibilidades E7}, existe una
relacién de antonimia definida mediante esta negacién.

Teorema 11 Siy; es una clase de una particion com-
patible con EYy,, entonces su antdnimo respecto de la
aplicacidn ant(z) = 1 — z es también una clase de la
particion.

Demostracién. Para todo ¢ € {1,...,n} se tendrd
que

ant(u:)(z)

pi(ant(z)) = Ey (ant(z), a;)
=1 ;nl‘(l—z)—ail

= 1-nfl-a; -2z

= l-nll-=--2z
n
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Es interesante observar que el anténimo de una clase de
una particidn serd la misma clase siy sélosii = n—i, es
decir, cuando i = Z, y esto puede ocurrir inicamente
cuando n sea par, con lo que ¥ serd la etiqueta central.

La relacién de antonimia entre las clases de una par-
ticién compatible para un nivel n se mantiene para
cualquier nivel, este fenédmeno se corresponde con la
aparicién de etiquetas lingiiisticas a pares en una vari-
able lingiifstica, como, por ejemplo, la ya mencionada
helado-abrasando, o para altura, partiendo de la pareja
bésica bajo-alto se puede afiadir, ademds de todas
las parejas generadas por modificadores lingiiisticos,
enano-gigante.

La aplicacién n(z) = 1 — z operando como una ne-
gacién, es decir externamente, no da el mismo re-
sultado que operando internamente como es ficil de
comprobar. Esta regla presenta una excepcién con
Ew(z,y), donde sdlo hay dos clases una la negacién,
y también el anténimo, de la otra.

La negacién de una clase de una particién no es otra
clase de la particidn pero se puede escribir como com-
binacién del resto de clases, puesto que se verifica la
igualdad

1— gy = W (1, ie1y Hig 1o - -5 fn)-

Considerando W y W™ como las conectivas légicas
conjuncién- y disjuncién respectivamente, son evi-
dentes ciertas relaciones interesantes como, por ejem-
plo, que la unién de clases consecutivas de una par-
ticién es un trapecio que las incluye, o que la su inter-
seccién es siempre cero.

6 Paso de E}, a EZ}

Los modificadores lingliisticos fueron definidos por
Zadeh en sus primeros trabajos como operadores so-
bre conjuntos borrosos, asi el modificador muy para
un predicado borroso P con funcién de pertenencia
up da lugar a la funcién de pertenencia pmyyp(z) =
#%(z). Fundamentalmente con esta operacién se con-
sigue una intensificacién del grado de pp, de tal forma
que Umuyp < pp puntualmente. Pero esta intensifi-
cacién no es quizd una propiedad obligatoria para un
modificador lingiiistico, aunque se pueda dar para al-
gunos. Otras definiciones de modificadores lingiiisticos
son posibles. La definicién de Zadeh utiliza el oper-
ador m(z) = z2 operando de forma externa, se pueden
definir operadores que modelizan adecuadamente los
modificadores lingiifsticos operando de forma interna
(ver [1] para més detalles).



A partir de este momento denominaremos por t., a la
clase r de la particién compatible con Ef;,. Tomemos la
familia de operadores my(z) = kz con k > 1, que op-
eraran sobre los conjuntos borrosos de forma interna,
es decir, mi(trn)(z) = trn(kz). Los conjuntos to.n
pueden escribirse como tg.,(z) = max(0,1 - nz) 2. Es
evidente entonces que

mk(tO;n)(a:) = tom(k:l:) =1—nkzx = tomk(x),

por lo que cualquier tp., puede verse como un conjunto
borroso modificado, a través de my ., de to.r parar <
n. Ademds, en este caso se cumple que fgp.n < fo.r
puntualmente cuando r < n.

Los conjuntos borrosos t,., son los anténimos de g
por lo que

ant(to.n)(z) = to.n(ant(x))
ton(l —2)=1-n(l - z).

tnn(T)

De nuevo se verifica que tn.n < trr pararT <Yy tnn
puede verse como un conjunto borroso intensificado de

tT:T'

La particién asociada a E%, puede obtenerse del sigu-
iente modo a partir de Ew:

toe = ma(toa)
too = ant(to2)
tio = min(l —too, 1 —t22) = W(l —to:2,1 —t2:2).

t1.0 es la etiqueta central de E2 y corresponderia al
predicado ni P ni antP cuando P es un predicado polar

1}-

Calculando me(t1.2) obtenemos

ma(tr2)(z) =
min(4z, 2(1 — 2z))
= t1:4(z)1

como se puede comprobar calculando la expresion fun-
cional de t;.4. En este caso no se verifica que t1.4 < t1.2
pero en cierto sentido si es una intensificacién de un
predicado graduado, por ejemplo si t;.9 representara
templado, t1.4 podria ser mds frio que templado.

Las clases de la particién Ef, son:

toa = ma(to2)
tia = ma(ti2)
t3s = ant(tia)
tesa = ant(toa)
t2a = min(l — (t1.4 +to.4), 1 = (3.4 + ta.a)),

2Para simplificar la notacién se supondré que las expre-
siones que utilizaremos para t,., son realmente de la forma
max(0, min(1, tr.n)).
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y se obtienen como modificadas de las clases de la par-
ticién EZ,. Generalizando el proceso para cualquier
n = 2k con k > 1, se tiene entonces que

lin = mZ(ti:n/Z)
theim = ant(ti:n)
para todo i = 1,...,2k — 1, mientras que la etiqueta
central seria
2k—1 2k—1
tn/2:n = mm(l - Z tj;n, 1- Z tn—j:n)- (1)
3=0 j=0

De esta forma la particién asociada a EZ} puede con-
siderarse como un refinamiento de la particién aso-
ciada a E}, a través del modificador mp. La ex-
presién dada en (1) es equivalente a t, /5., = W(1 -
W‘(tlzn) s at2k—1:n)1 1 - W*(tn-lzm e ytn—2k—l:n))
por lo que las clases de la particién compatible con
EZ7 se generan a partir de las clases asociadas a Ej},,
el modificador lingiiistico mg y la terna de De Mor-
gan (W,W*, 1 — j). La etiqueta intermedia de nuevo
es ni las etiquetas de la izquierda ni las etiquetas de
la derecha. El uso de W como conjuncién y de W*
como disjuncién es coherente con la definicién de T-
indistinguibilidad, donde la t-norma T se utiliza para
“agregar” los valores E(z,y) y E(y, z) en la general-
izacién de la propiedad transitiva, y con la definicién
de particién donde T y S se usan como interseccién y
unién de clases respectivamente. )

7 Interpretacidén de las particiones de
control fuzzy

t1:2(2z) = min(1 — to.2(2z), 1 — ta.2(2z)) En control fuzzy, se particiona un intervalo I = [a, b] en

una coleccién finita de nimeros triangulares y trape-
zoidales de forma que en cada punto de I sélo inter-
vienen dos clases (s6lo pertenece al soporte de dos
clases) y de manera que cuando uno llega a valer 0
el siguiente toma el valor 1 (mdximo solapamiento).

Teorema 12 Sea P = {u;}i=1,..,n una particién
como las anteriores del intervalo I = [a,b]. Eziste
una Unica funcion f no decreciente, continua, lineal
a trozos f : I — [0,1] tal que si {tin} es la particion
de [0,1] asociada a Ej; Y, entonces pi(z) = tin(f(z))
para todo z € I.

Ejemplo 13 En la figura 2 se da una particidn con
cuatro clases y la funcidn f que permite trasvasar la
informacidén a [0,1] dando la particién asociada E},,
que es el caso paran =3 de la figura 1

En el intervalo I se puede definir la correspondiente
relacién de indistinguibilidad E.



|
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Figura 2: Una particién en [0,10] y la funcién lineal
a trozos que pasa la particidn asociada a E3, en (0, 1).

Definicién 14 Con las notaciones anteriores,
E(z,y) = Ey ' (f(2), (%)

E es una relacién de indistinguibilidad homémetra a

E3;! (7). Ademés E permite generar otros conjuntos

borrosos, sus columnas, de forma directa traspasando

los de {0,1] con E}y!. T(E, E) refina la particién en
. \

Caso necesario. ‘

E parece la relacién de indistinguibilidad més natural
que se puede generar con la particién de partida y no
coincide con la que definen Klawonn y Kruse (4], quees
la mayor posible que las contiene como estados légicos.

8 Conclusiones

En el trabajo se ha presentado una forma de refinar
una T-indistinguibilidad operdndola consigo misma
de tal forma que, para la t-norma de Lukasiewicz,
se obtiene una familia jerdrquica de particiones bor-
rosas del intervalo [0,1]. Esta familia posee varias
propiedades que hacen especialmente sencilla su inter-
pretacién como etiquetas lingiiisticas de una variable
lingliistica. Asi existe una relaciéon de antonimia para
toda la familia y la particiéxlx asociada EZ} puede verse
como un refinamiento de la particién asociada E7}, me-
diante cierta familia de modificadores lingiiisticos.

Por otra parte, a través de una funcién lineal a tro-
zos estas particiones pueden trasvasarse a cualquier
intervalo compacto I de la recta real, dando lugar a
las particiones habitualmente usadas en control fuzzy.
Esta aplicacién permite definir una indistinguibilidad
en el intervalo I, lo que p&sibilita una interpretacion
dentro de la 1égica borrosa del control fuzzy.
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Abstract

In this paper we consider the learning of weights
in the weighted mean and in the OWA operator.
In relation to the latter one, we compare the
results obtained with our method and another
one in the literature. We consider also some
guidelines in relation to the WOWA operator.
Keywords: Aggregation operators, WOWA
operators

1. Infroduction

Aggregation operators are used nowadays in several
applications in the Artificial Intelligence framework to
combine information from different information sources
(opinions of experts, data from sensors, results from
computational systems). We find their implementation in
several systems. For example: vision [10], robotics {3],
knowledge based systems [14]. Some examples of well
known aggregation methods are the weighted mean
(characterized in [1, 2]), the OWA operator (defined in [17,
18] and characterized in [7]), the WOWA operator ([15])
and the Choquet integral (see [9] for a review of fuzzy
integrals).

Although these operators have been used in several
applications, one of the problems any user has to deal
with to use one of them is to fix the parameters that are
associated with each one of the methods. For example, to
use a weighted mean or an OWA operator the user has to
settle the weights of each information source. The
determination of these weights is usually done in an
heuristic way (after trial and error) or asking an expert to
supply them.

In this work we present a solution to this problem based
on a machine learning approach: we assume that there is a
set of examples and we are interested in leamning the
model. In our case, an example consists on a set of values
corresponding to the values supplied by the information
source (the input values) and the resulting value after the
aggregation (the output value). Leaming the model
consists on determining the weights of the aggregation
function: for example, in the case of the weighted mean,
the weights of each information source.

We consider in this paper, how to leam to determine the
weights in the weighted mean and the weights of the
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OWA operator. Besides of that, we also consider the
learning of weights in the WOWA operator.

This work begins in section 2 with some preliminaries
where we review the aggregation operators that are
considered then in the next section to discover the model.
In section 3, we consider the learning of the weights in
the weighted mean. In section 4, we consider the learning
of the weights in the OWA and the WOWA operators. We
finish in section 5 with some conclusions.

2. Preliminaries

We define below the aggregation functions that we
consider in the next sections in relation to learning the
weights. The weighted mean (with the quasi-arithmetic
mean that is a general form of it) was studied and
characterized in [1, 2). The OWA operator is defined in
[17, 18]. Both functions, the weighted mean and the OWA
operator, are a lineal combination of the values according
to a set of weights. The difference is the meaning of these
weights in each function. On one hand, the weighted mean
allows the system to compute an aggregate value from the
ones corresponding to several sources taking into account
the reliability of each information source. Alternatively,
the OWA operator permits of weighting the values in
relation to their ordering. See [15] for detailed comparison
of both aggregation functions.

Definition. A vector v= [vl Vy e vn] is a weighting

vector of dimension n if and only if
VIE[O,I] El Vi =1

Definition. Let p be a weighting vector of dimension

n, then a mapping WM: R" > Risa weighted mean of
dimension n if WM, (al,...,an) = Zi P; &-

Definition [17, 18). Let w be a weighting vector of

dimension n, then a mapping OWA; R® > R is an
Ordered Weighted Averaging (OWA) operator of
dimension n if

OWA(al,...,an) = Zi Wi 3g(i)
where {o(1),...,0(n)} is a permutation of {1,...n} such that
A5(i-1)23a(i) for all i=2, ..., n. (i.e., As(i) 18 the i-th
largest element in the collection ap,.s, an).

The WOWA operator, defined in [15], is a combination
function that allows to consider both the relevance of the
information sources (the weights in the weighted mean)



and the relevance of the values (the wei
operator).

Definition. Let p and w be two wei

dimension n, then a mapping WOWA]R

ghts in the OWA

ghting vectors of

>R is a

Weighted Ordered Weighted Averaging ( WOWA) operator

of dimension n if

WOWA (ay,....2) = 5; o;

'ao(l)

where {o(1),...,0(n)} is a permutation oft {1,..,n} such that

a5(i-1)%2a(i) for all i=2, ..., n. (i.e.,

largest element in the collection a;,...,
w; is defined as \

ao(l) is the i-th

an), and the weight

(D --W (Z Sl po-(J)) W (ZJ<1 po'(J))

with w’* a monotone increasing funcnon that interpolates

the points (i/n, Z

is required to be a straxght line when t
interpolated in this way. From now on
set of weights {wi}, i.e., o=[w [rrees @

An interpolation method to built the
described in [16].

3. Learning weights in the
Mean

In this section,
weighted mean. We assume that the
weighted mean is settled to N. This

nl

we consider learning

i Wi ) together with the point (0,0). w*

he points can be
o represent the

function w" is

2 Weighted

weigts for the
dimension of the
is, we consider

examples where the number of information sources (the

number of elements to combine) is N.
that the number of examples is M. T

have a set of examples in the form of the

We assume there
herefore, we will
ones in table 1.

a', al, a', a'y | m'
a’, a’, a’, aly | m’
P A A a1 | m"

Table 1. Data examples

3.1. Learning the weights for
mean

the weighted

Considering a set of examples, the ideal weights are the
ones that approximate with a minimum error the

solutions of the examples. Using the
measure the difference between the ideal
calculated one (3 ap,) for each exampl
expression that we want to minimize.

M[{N 2
D(p)=Z(Za{pi-nﬂ)

j=1 \i=1

usual distance to
value (m) and the
e j, we define an

0y

In fact, using the Euclidean norm lixll = v(x’ x), we can
express D(p) alternatively as D(p)=1l H p - d II. Here H
stands for the set of measurements obtained from the
information sources, this is H:{aii}, and d stands for the
“ideal” solutions that should give the system. This is,
d=(m’, m™). Note also that we use A’ to denote the
transpose of A. To obtain a solution we have to minimize
this distance. This problem is the method of linear least
squares [13].

However, expressing the distance in this way and
minimizing it is not enough to get a correct weighting
vector. We have to minimize this expression, but in order
that the solution p is a weighting vector, we need that the
weights p; to be positive and add to one. Therefore, we
have a minimization problem with constraints. This
constrained problem can be formalized in the following
way:

Min  D(p) )
such that
N
2 pi=1
i=1 ?3)
pz0 )]

Using the expression D(p)=l|Hp-dif =(Hp - d)H p -
d) and the fact that this expression gets its minimum
when we have the minimum of (1/2) p" H’ Hp - H d p,
we can reformulate this problem in the following way
(whereQ=H'Handc=-H’d).

Min (0.5 p’Qp+c’p (2
such that
N
2 pi=1
i=1 1)
pz0 4@

The problem formulated in this way, is a typical
optimization problem. In fact, it is a linear constrain
quadratic program. It can be solved with several
algorithms (see, for example, [11, 8]). As an example, it
can be solved with active set methods.

According to [11], we can say that “the idea underlying
active set methods is to partition inequality constraints
into two groups: those that are to be treated as active and
those that are to be treated as inactive. The constraints
treated as inactive are essentially ignored.” In fact, active
constraints are required to be equal to the limit. In our
case, these constraints would be a selection of the weights
that are required to be zero.
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The idea of active set methods is to define at each step of
an algorithm a set of constraints that are to be treated as
active. The algorithm then proceeds to move on the
surface defined by the working set of constraints to an
improved point. In this movement, maybe some new
constraints are added to the working set. This is in our
case to fix some new weights to be zero. Also, in each
iteration, some active constraints are removed from the
working set.

The main step in each iteration is to find a local optimum
for the constraints in the working set. This is, to find the
solution of the following optimization problem (See [11]
for details):

minimize (12)d, Qd + g’y 4
subject to the fact that all constraints in the
working set are zero

Here, gi=¢c + Q py, p; is the solution found in the previous
iteration, and the working set consists on some weights
settled to zero and the constraint that all weights add to
zero. The solution d, comesponds to the step to perform
from the last solution p,. As, we do not want to violate
the constraints in the working set when the step d, is
added to py, we require that d does not modify the
constraints. That is why it is required that 3d=0 because
then 1(p+d)=1).

This is, the previous problem is stated as follows (when
W, corresponds to the working set at the iteration k):

(12)dy Q4 + g’y &
a', d =0 forall | EW,.

minimize
subject to

This can be solved with the following system of linear

equations [11]:
Qx+ A’A
Ax

[t

8k
0
&)

where A are the Lagrange multipliers, and A is the matrix
formed with all the coefficients of the active constraints.

The existence of a single or more solutions of this
quadratic problem depends on the rank of Q and those of
the constraints (the matrix A). In the next section we
analyse in some detail aspects related on how to obtain the
solution of a given problem in the framework of leaming
the weights, and the singularity of Q.

3.2. Aspects related to the optimization
problem.

When optimization methods are used to learn the weights
from examples we are assuming that the problem to
minimize has either a single solution or all the solutions
are equally adequate for the problem. Moreover, several
optimization methods, as the ones based on active sets,
assume that the matrix Q that define the problem is
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nonsingular (a square matrix whose columns are linearly
independent). Both cases are not always true in relation to
learning weights for an arithmetic mean.

1. All solutions (weighting vectors) are not equally

adequate.
This is so because usually we have that
information sources (experts or sensors) are
redundant. In this case, several different solutions
with the same D(p) can be obtained. In this case,
it is better to distribute weights among all the
sources than to have the weights accumulated in a
single information source. If p,=(0.5, 0.5) and
p:=(0,1) and D(p,)=D(p,) then the p, is a better
solution because the final aggregated value would
be less influenced by the error of a single source.
In other words, it is always preferable that the
weights are as much distributed as possible.

2. Quadratic problems can have singular matrices.
We will study this case with more detail below.
However, in general, if we have redundant
information sources, we have that the output of
some of them can be deduced from the values
given by the other sources. In this case, the
matrix Q is singular.

We analize the latter case below.

LIf the columns of H are linearly independent, then the
matrix Q = H'H is nonsingular [13]. In this case, the least
squares problem has a single solution. When, we combine
this minimization problem with the restrictions, it seems
that there is still a single best solution (this has not been
proved yet although graphically it seems so). In any case,
the linear system used in active set methods to solve the
minimization problem has a single solution and is solved
by a non-singular matrix. [See, Ref. 11, p.424].

2. When the matrix H has columns that are linealy
dependent, then Q is singular. We establish this result in
the following proposition.

Proposition. If there is a column k in H that is a linear
combination of the other ones in H, then the matrix Q =
H’H has the column k and the row k (Q is simmetric) that
is a linear combination of the other ones, and the vector
c=H’d has the column k that is also a linear combination
of the other ones.

In this case, the minimization problem subject to
constraints can have several solutions with the same
minimization value. The simplest case, is when the
column ¢, is a linear combination of other columns in
such a way that
k=D 0
ik
with 3; a; =1 for a;=0.



In this case, although there are several solutions, the

following proposition holds.

Proposition. If there is a column ¢ in H that is a

linear combination of the other columns
that:
Ck = Z Qi ¢

izk

¢ in such a way

with 3; a; = 1 for a;=0, then if the vector p is a solution
of the minimization of D(p) with p such that (3) and (4)

hold and p,#0, then there is, at least,
such that D(p’)=D(p) such that (3) and (4,

Proof. Letp’; =p; + o; p, and p’,=0. As
holds, ¥; p’; = 1 and p; 20. Moreover,

another vector p’
also hold.

>a; =1, then it
as ¢, is a linear

combination in H, then the column k in Q and d is also a

linear combination. This help to prove th

This proposition implies that we ca
column corresponding to k in the matrix
minimization problem without it. The m
be the same.

In general, however, it is not true
combination of ¢, is obtained with

at D(p)=D(p’).

n eliminate the
H, and solve the
linimal D(p) will

that the linear
>a;=1. If this

condition does not hold, then it is possible that there is a
single solution of the minimization problem, and the

algorithm can find this solution because
1o be definite positive but only on the

n (5) we need Q
subspace M={x:

Ax=0}. Let us consider the following example:

Example. Let us learn the weights

from a single

observation H=(1 3) and d=(1). In this case, the matrix Q

and the vector ¢ are defined as follows:
13 ( 1
= c=
Q ( 39 3

In this case, we have that c,=c,/3 and t

|

hus the previous

proposition does not apply. In this example there is a

single vector p that minimizes D(p). The

0).

solution is p=(1

In fact, this problem can be solved by active set methods
because, although the matrix Q is singular, when the
constraint corresponding to the weights is added, it is
possible to find a solution. If we consider the system of
equations in (5) for this problem, with p=(1/2, 1/2),
d=(x,, X,) and considering in the working set only the
equality constraint that x,+x,=0, we will|get g,=(3 9) and
the following system of equations:

X, + 3%, + A
3x, + 9%, + A
X + X

1
3
0

This system has a single solution: x,=1|5, x,=-1.5, A=0.
=(1.5, -1.5) corresponds to the direction to move from

p=(1/2,1/2). Due to the constraints, we arrive to p=(1,0)
that is the single solution of the problem. Q

Example: We consider below an example of the
application of the method described above to determine the
weights of the weighted mean. The example consists on a
data matrix H (with the values of the information sources)
with 10 examples and 5 weights, and its corresponding
solution vector d. We show the results of three cases. In
the first one, we have a known weighting vector (p=(0.1,
0.2, 0.3, 0.4, 0.0). In the second and three case, we have
introduced error in the data. We have introduced the error
keeping the matrix constant and modifying the solution
vectors. This has been done, instead of what would be the
more natural alternative: matrices with white noise and the
same solution vector, to make the calculus simpler and to
show the results easily.

0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.32 0.2
0.2 0.1 0.4 0.1 0.5 0.2 0.25 0.1
0.2 0.5 0.8 0.0 0.1 0.36 0.37 0.2
1.0 0.5 0.3 0.6 0.7 0.53 0.6 0.4
0.2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.11 0.12 0.03
0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.76 0.5
0.4 0.8 0.2 0.8 0.6 0.58 0.64 0.3
0.3 0.2 0.1 0.4 0.3 0.26 0.29 0.1
0.6 0.8 0.7 0.2 0.5 0.51 0.56 0.3
0.1 0.5 0.2 0.6 0.4 0.41 0.45 0.3
Table 2. Data matrix H and three solution vector

Below are given the results corresponding to these three
solution vectors. As expected, the weights in the first
example are the ones used to generate the solution vector.
In the second and third column, as larger errors were
considered, the resulting weighting vector is less similar
to the first one. Also, in relation to computational issues,
the first two results were obtained in a single step, while
in the third case three steps were needed. In all three cases,
the initial weighting vector was p=(.2, .2, .2, .2, .2).

p =(0.100, 0.200, 0.300, 0.400, 0.000)
p = (0.080, 0.350, 0.153, 0.218, 0.198)
p = (0.058, 0.000, 0.420, 0.522, 0.000)

In the last case, to find a feasible solution two constraints
have to be added in the working set. These relate to the
weights p, and ps. This is due to the fact that the
minimum is obtained with negative weights.

3.3. On linearly dependent columns in
matrix H.

In the previous section we have considered the fact that in
real problems, the existence of linearly dependent columns
is something possible due to the existence of redundant
information sources. It has been said that in this case, it is
better not to accumulate the weights into a single source
but to distribute this weight among the sources
(maximum dispersion on the values).
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A measure that have already been used in several works
[17, 12, 5] to express the dispersion of weights is the
entropy. This is defined for a weigting vector p in the
following way:

E(p)=-Z; p; Inp;

It is convenient, however, to extend the domain so that
zero values (zero weights) are allowed: an expression
which appears formally as O log 0 is defined to be zero

[4].

The entropy is defined so that maximal entropy (with the
restriction that 3 p; =1) coresponds to maximal
dispersion and is achieved when all the weights are defined
as p;= 1/N. Thus, with a maximum entropy, the
influence of a particular information source is minimized.
Thus, if we have that there exist several solutions of the
quadratic problem stated above with the same minimal
distance A, then we want to select the one with maximal
entropy.

Due to the fact that a priori we do not know which is the
minimal distance A, we need to solve the general problem
in two steps. In the first step, we solve the minimization
problem stated above, determine if there is a single
solution or there exist several ones and settle the minimal
distance A. In the second step, we find the weighting
vector p that maximizes the entropy and has a minimal
distance A. The second step is a non-linear optimization
problem with non-linear constraints.

1. Solve the minimization problem:
Min  D(p)=(05)p’Qp+c’p(2)

such that

MMz
o
1l
foy

-
1]
-—

€)
@

B
v
o

2. If there is a single solution p that minimizes D(p), then
return p

3. If there are more than a single solution, then

Let A=D(p) for one of the solutions of the
previous problem.

Return the weighting vector p such that

Min  -E(@=Ziplnp

such that

0.5 p’ Qp+cp=A

N
2 pi=1
i=1

piz0
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Althogh it is possible that some columns in H are
linearly dependent of some others, in practical situations,
this should not be frequent. This is so because the values
supplied by the sensors are subject to errors.

4. Learning weights in the OWA and
the WOWA operators

The learning of weights in the OWA operator is
analogous to the case of the weighted mean. The OWA
operator is a weighted mean once the elements to weight
are ordered. Therefore, the method described above can be
used to learn the weights in this case.

In [6] it is applied the gradient descent technique to find
the weights of the OWA operator. It is not necessary to
use such an approximation technique because with the
general procedure explained above more exact results can
be obtained. To show the applicability of our approach to
the OWA operator we use the same example used in [6].
We will show that our method gives better results.

Example [6]: We assume the collection of samples in
Table 3. Each sample consists of 4 information sources
and the corresponding aggregated value:

0.4 0.1 0.3 0.8 | 0.24

0.1 0.7 0.4 0.1 | 0.16

1.0 0.0 0.3 0.5 | 0.15

0.2 0.2 0.1 0.4 | 0.17

0.6 0.3 0.2 0.1 | 0.18
Table 3. Example in [6]

In order to apply the previous learning algorithm, as the
weights in the OWA have to be considered in relation to
the position of the elements, we need to order the
elements. After ordering them we get:

0.8 0.4 0.3 0.1 | 0.24
0.7 0.4 0.1 0.1 | 0.16
1.0 0.5 0.3 0.0 | 0.15
0.4 0.2 0.2 0.1 | 0.17
0.6 0.3 0.2 0.1 | 0.18

Table 4. After having ordered the values in each row

Now, we can leamn the weights with the previous result.
The resulting weighting vector is the following one:

p = (0.6677, 0.2293, 0.0, 0.1031)

This solution have been found in two steps if we begin
with an initial weighting vector p equal to (.25, .25, .25,
.25).

For the same example, and with the same initial

weighting vector p=(.25, .25, .25, .25) in [6] it is given

the following solution after 150 iterations:
p=1(0.08,0.11, 0.14, 0.67)



It is easy to see that our weighting vector is more precise
in reproducing the aggregated value when we calculate the
distance D(p) with the OWA operator. This is, the
distance defined as:
2
_ mj)

s (4
D)= (Z 2y Pi
j=1 \i=1

with ofi) a permutation as in section 2. If we calculate the
distance with the two weights we obtain the results given

next that show that our method | gives a better
performance.

[6l: 0.002156

Our method: 0.001264

4.1. Learning the weights in the WOWA
operator.

The use of least squares method can be applied also to the
WOWA operator. In this case, howeveﬂp the distance has
to be defined in terms of the operator wnh the two sets of
weights. Thus, the general form of the method is as
follows:

M [N ‘ \2
Min D)= (z WOWA,, p(@) - ml)

j=1 \i=1
such that

Mz
=
I
ot

1
—

Mz
z
I

1]
-—

piz0, w20

The problem formulated in this way can be solved with
optimization algorithms, and, as in fthe case of the
weighted mean, there exists software that can solve this
problem. They usually use the gradient vector and the
Hessian matrix. Both elements can be built from the
definition of the WOWA operator and |the interpolation
method defined to build the quantifier from the weights w;.

5. Conclusions

In this paper we have studied some aspects related with the
learning of weights of the weighted mean the OWA
operator and the WOWA operator. The per is focused to
the case of the weighted mean although similar
considerations can be applied to the OWA operator. In the
case of the latter we have compared the results obtained
with our method with the ones in given in [6].

In the case of the WOWA operator only some general
guidelines have been considered and further work is planed
on the practical determination of the weights.
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UN ORDEN TOTAL ENTRE NUMEROS GRADUALES USADO
EN PROBLEMAS DE DECISION

José A. Herencia
Dep. Mateméticas
Facultad de Ciencias, Univ. de Cérdoba
E-mail: malhegoj@uco.es

Resumen

Al resolver un problema de decisién clasico con
recompensas difusas se requiere un método de
ordenacién total de niimeros difusos, con objeto
de seleccionar la alternativa correspondiente a la
mejor recompensa difusa. Aqui se considera una
definicién de tal orden total basada en el grado
de optimismo/pesimismo y la preferencia entre
riesgo/seguridad del decisor. También se usan
los nimeros graduales (dada su analogia con los
nimeros difusos), que permiten extender direc-
tamente los cdlculos efectuados sobre intervalos
reales,

Palabras clave: Numeros difusos, nimeros
graduales, relacién de orden, problemas de de-
cisién, recompensas difusas.

1 INTRODUCCION

En muchas aplicaciones précticas, el conocimiento de
las cantidades o medidas manejadas no es un nimero
real exacto sino que se modeliza mejor por el concepto
de nimero difuso. El principio de extensién de Zadeh
ofrece, a partir de las operaciones con niimeros reales,
una aritmética con nimeros difusos respecto a cuyo
uso existe un gran consenso. Sin embargo, el orden
usual de la recta real R no se extiende de forma na-
tural a los nimeros difusos; lo cual origina gran va-
riedad de métodos de ordenacién de nimeros difusos
(1, 2,3, 5, 8,10, 11, 17] ... Parte de estos métodos
mantiene la vaguedad inherente al concepto de nimero
difuso ofreciendo un orden difuso entre los niimeros a
ordenar. En cambio hay otros métodos que ofrecen un
orden “crisp” (o nitido) entre los ntimeros difusos.

Algo andlogo ocurre con la formalizacién teérica de
los problemas de decisién. Los distintos aspectos del
problema (alternativas, estados de la Naturaleza, am-
biente en que se presentan estos estados, recompensas,
objetivos, ...) suelen estar mds o menos afectados de
cierto grado de ambigiiedad, vaguedad o incertidum-
bre. La conocida formulacién de Bellman y Zadeh [4]

259

M. Teresa Lamata
Dep. Ciencias de la Computacién e I. A.
E.T.S.I. Informatica, Univ. de Granada
E-mail: mtl@decsai.ugr.es

expresa tanto las condiciones de! problema como su
solucién en términos difusos. En cambio, en la extensa
literatura sobre Teorfa de la Decisién en ambiente di-
fuso, se reflejan situaciones précticas donde algunos
aspectos son difusos y otros no.

En este articulo consideramos las herramientas nece-
sarias para resolver un problema de decisién cldsico
(con un nimero finito de alternativas y un ntimero
finito de estados de la Naturaleza), pero donde las
recompensas vienen dadas por nimeros graduales de
Zadeh. Estos nimeros se definen por analogia a las fa-
milias de a-cortes de nimeros difusos de Zadeh. Asi,
cada nimero gradual de Zadeh es una familia decre-
ciente de intervalos reales acotados [13, 14]. La ven-
taja que presentan respecto a los nimeros difusos es
que dicha familia no esta sujeta a las condiciones del
Teorema de Representacién de Negoita y Ralescu [16],
permitiendo extender sin dificultad los distintos con-
ceptos y operaciones usuales definidos sobre intervalos.
Como tales extensiones son anélogas a las comiinmente
usadas para a-cortes de niimeros difusos, hay un gran
paralelismo entre las propiedades de ambos tipos de
nimeros [6]. El uso de nimeros graduales en los pro-
blemas de decisién ya fue sugerido hace dos afios [15];
aqui continuamos esa linea profundizando en los méto-
dos de comparacién de tales niimeros necesarios para
la solucién del problema. Los resultados considerados
son aplicables (por los motivos antedichos) a proble-
mas de decisién con recompensas difusas.

Los métodos usuales de resolucién del problema de de-
cisién planteado en sus distintos ambientas (criterios
maximin, maximax y de Hurwicz en ambiente de incer-
tidumbre, criterio de la esperanza matematica en am-
biente de riesgo, etc.) requieren efectuar operaciones y
ordenaciones entre los nimeros graduales fijados como
recompensas. Tal como se ha indicado antes, hay una
pauta clara respecto a la aritmética con nimeros gra-
duales, mientras que no ocurre lo mismo con su orde-
nacién. Como el orden que establezcamos se traducird
en un orden entre alternativas, debe tratarse ademds



de un orden total con objeto de seleccionar la alter-
nativa considerada como “la mejor”. Por tanto, el
aspecto fundamental a estudiar es el establecimiento
de un orden nitido y total entre niimeros graduales.
Con tal finalidad se usan dos pardmetros subjetivos,
dependientes del decisor: el “grado de optimismo o
pesimismo” y la “preferencia entre riesgo y seguridad”.
En el uso del primer pardmetro seguimos las ideas ya
estudiadas por Gonzéilez y de Campos para definir un
orden parcial entre niimeros difusos [7, 11] [12]. El
segundo parametro se introduce en este trabajo y pro-
porciona un método para obtener el orden total re-
querido (a partir del orden parcial determinado por el
grado de optimismo).

En la seccién 2 hacemos una breve revisién sobre los
numeros graduales de Zadeh, considerando sélo las
operaciones necesarias para aplicar los criterios antes
mencionados al resolver un problema de decisién. En
la seccién 3 consideramos ciertos érdenes (parciales
y totales) entre intervalos reales para, posteriormente
(seccién 4) extender estos drdenes a los nimeros gra-
duales de Zadeh, llegando por tltimo a un orden total
entre ellos con el que completamos las herramientas
necesarias para cubrir nuestro objetivo.

2 ASPECTOS BASICOS SOBRE
LOS NUMEROS GRADUALES

Los nimeros graduales de Zadeh se definen como fa-
milias decrecientes de intervalos reales acotados, in-
dexadas por el intervalo [0, 1]. Sus operaciones se de-
finen como una extensién natural de las operaciones
con intervalos, estableciéndose asi facilmente resulta-
dos anélogos a los generalmente usados con las familias
de a-cortes de numeros difusos. Un estudio detallado
de tales definiciones y resultados aparece en [13] y [14].
Aqui nos limitamos a enunciar la definicién de nimero
gradual de Zadeh (usando intervalos compactos) y de
las operaciones entre los mismos que se usan para re-
solver un problema de decisién. En la seccién 4 con-
sideraremos el orden entre tales niumeros, que es el
aspecto central de este articulo.

Se llama nimero gradual de Zadeh a toda apli-
cacién ¢ : [0,1] — {[A4,B]: A < B € R}, que asigna a
cada a € [0,1] el intervalo [a(a), b(e)] verificando que
Vo, B € [0,1],[a < B = a(a) <€ a(B) < b(B) < b(a)].
Por tanto dichos niimeros, que en lo sucesivo denomi-
naremos simplemente nimeros graduales (ya que
son los Unicos que usamos aqui), estdn determinados
por una pareja de funciones a,b: [0,1] — R, que veri-
fican las tres condiciones siguientes: la funcién a(a) es
creciente, la funcién b(a) es decreciente y a(1) < b(1).

Consideremos ahora las operaciones que aqui nos in-
teresan en el conjunto de nimeros graduales (que en
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lo sucesivo notaremos por Gz(R)). Para nimeros
graduales arbitrarios ¥(a) = [a(a),b(e)], ¥1(a) =
[o1(e),b1(a)], ¥2(a) = [aa(a),ba(e)] y cualquier
nidmero real P, se define:

Pafa), Pb(a)], siP20
(PY)(a) = { §Pb;zj, Pa?a%, : p<o @

(¥1 +2)(a) := [e1(a) + a2(a), bi(@) + ba(a)]  (2)

Nota: Los érdenes totales entre nimeros graduales que
obtendremos en la dltima seccién son los que pueden usarse
para ordenar cualquier conjunto finito de tales nimeros,
proporcionando asi el correspondiente minimo y méximo.
No obstante, también puede usarse el siguiente concepto
de minimo y méximo, obtenido como la extensién de las
correspondientes operaciones con nimeros reales:

min{+1, Y2} e) := [min{ai (), az() }, min{b; (), bg(ag])

max{y, ¥2}He) := [max{a(a), az(a)}, max{bi (), bg(tzzl)g]

El conjunto Gz(R) es demasiado amplio en el sentido
de que las funciones a(a) y b(a) que definen cada
nimero gradual estdn sujetas a muy pocas restric-
ciones. De esta forma, podemos considerar funciones
que raramente aparecerian en niimeros graduales usa-
dos como recompensas de un problema de decision.
Para tales aplicaciones bastard. considerar funciones
bastante més especificas. A modo de ejemplo, defi-
namos dos tipos concretos de nimeros graduales:

DEFINICION 2.1 Denominamos:

¢ nimero gradual triangular a cada nimero
gradual determinado por dos funciones lineales
a,b : [0,1] — R, cuyas grdficas forman un
tridngulo. Mds precisamente, cualesquiera tres
numeros reales A < M < B, determinan el
nimero gradual triangular T4, um,p) definido por
las funciones:

a(a) = A+a(M - A), b(a) = B—a(B—M).

e niimero 3-gradual a cada nimero gradual de-
terminado por dos funciones escalonadas a,b :
[0,1] — R, que son constantes sobre los inter-
valos [0,1/3], (1/3,2/3] y (2/3,1]. Asi, para
cualesquiera nimeros reales A < A’ < A" <



B" < B’ < B, tenemos el nimero 8-gradual
§(a,A',an B B,B) definido por las funciones:

s 0<a<1/3,

si 1/3<a<2/3,
si 2/3<a<l.

a{a) = A, bla) =B,
ela)=A, bla)=D,
a(a) = A”) b(a) =B,

Es inmediato efectuar las operaciones (1) y (2) con
estos tipos de niimeros graduales, obteniendo:

PROPOSICION 2.2 1. Para los nimeros graduales
triangulares se verifica:

T(A,M,B) + T(A'",M'",B") = T(A+A',M+M',B+B'),

siP>0
siP<0

T(PA,PM,PB):

Priaam) =
(4.M.5) T(PB,PM,PA)>

2. Para los niumeros 8-graduales arbitrarios § =
§a,a0,47,87,8'.B), & = &(A4,4},A7,B),B},B,) ¥
82 = §(4,,45,47,By,B},By), S€ verifica:

§11€2 = §(41+42,4]+ A}, A+ Ay BJ'+ By, B} + B}, By + By)

st P>0

Pt = §(PA,PA",PA",PB" PB' . PB))
siP<0

§(PB,PB',PB",PA" PA",PA)>

NoOTAS:

1. Ni el minimo (3) ni el méximo (4) de dos nimeros gra-
duales triangulares tiene por qué ser otro nimero gradual
triangular (ejemplo: 7(0,3,4) ¥ 7(1,2,6))-

2. Tanto el minimo (3) como el maximo (4) de dos
nimeros 3-graduales es otro nimero 3-gradual (determi-
nado por los minimos ¢ méaximos, respectivamente, de los
6 pardmetros correspondientes), pero que no tiene por
qué coincidir con ninguno de los dos numeros de par-
tida. Por ejemplo, dados los ntimeros & = £(0,3,6,7,10,12)
¥ €2 = £4,8,9,9,10,10), SU minimo y su maximo son, respec-
tivamente, £(0,3,6,7,10,10) ¥ £(4,8,6,9,10,12).

3. Basédndonos en los tipos usuales de nimeros difu-
sos que aparecen en las mds variadas aplicaciones, resulta
inmediato generalizar los dos tipos de niimeros graduales
antes definidos. Asi podemos considerar:

® Los nimeros L-R-graduales (anélogos a los ntimeros
L-R-difusos introducidos por Dubois y Prade [9]),
tomando ciertas funciones L y R como base para
definir las funciones a(e) y b(c). Las cuales quedan en-
tonces determinadas por los 4 pardmetros a(0), a(1),
b(1) y 5(0).

o Los nimeros n-graduales, que pueden definirse fijando
n valores del intervalo [0,1] : 0 < oy < o <
... < an = 1y tomando funciones escalonadas a y
b que sean constantes sobre los n subintervalos co-
rrespondientes. Este procedimiento es andlogo al uso
del reticulo L = (o1, &2, ..., 0n—1, 1), en lugar del in-
tervalo unidad, cuando se considera el concepto de
conjunto L-difuso definido por Goguen.
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3 ORDENACION DE INTERVALOS

En esta seccién consideramos distintos érdenes en el
conjunto de intervalos reales compactos C = {[4, B] :
A < B € R}, que nos servirdn de base para obtener el
orden total que nos interesa establecer entre nimeros
graduales. Teniendo en cuenta el problema que motiva
nuestro estudio, podemos pensar en los intervalos da-
dos como estimaciones imprecisas de las recompensas
que pueden obtenerse en ciertas circunstancias.

Dados cualesquiera dos intervalos Iy = [A1,B;] e
I; = [A3, Bg], el orden entre ambos est4 claro cuando
A1 € Ay y By € Bj: en ese caso es obviamente preferi-
ble I a I, lo que puede notarse por Iy < I, (por
simetria, tendriamos igualmente dado el caso I < Iy).
La situacién no resulta tan obvia cuando uno de los in-
tervalos esta estrictamente incluido en el otro; es decir
cuando Ay < A; < By < Bj (0 €l caso simétrico que
se tratarfa de forma idéntica). Dada esta situacién,
podemos considerar el grado de optimismo del decisor,
quien mostrard sus preferencias atendiendo més hacia
un extremo u otro del intervalo. Asi, si se trata de
un individuo totalmente optimista, esperard obtener
la maxima recompensa posible, atendiendo exclusiva-
mente a los valores B; y B, por lo que preferird In
(estableciendo que I1 < I3). En cambio, un decisor
totalmente pesimista preferirfa I; (considerando que
I € I) al atender exclusivamente a los valores A;
y As. Tanto estas dos situaciones extremas como to-
dos los casos intermedios entre ambas pueden recogerse
considerando un grado de optimismo A € [0, 1], segiin
el cual la recompensa representada por el intervalo
[A, B] serd estimada por el nimero AB + (1 — \)A.

Para englobar todos los casos considerados en el parra-
fo anterior bastaria con fijar el grado de optimismo X €
[0, 1] (asociado a cada decisor) y establecer la siguiente
definicién de orden < en C (que indica la preferencia
de tal decisor):

[A1,B1] <A [A42,By] & [A1 <Ay By <Byé

AB1 4+ (1 —X)A; <AB2+ (1 - M)Az, (3)

Con objeto de simplificar la expresién anterior, in-
teresa distinguir dos situaciones:

(1*) Sea A € {0,1}. Entonces, fijado el valor A = 0, ob-
servemos que el caso Ay < Az (resp. A2 < A;) implica que
[A1,B1] <o [A2, Bs] (resp. [A2, Bz] <o [A1, Bi1]), mien-
tras que en el caso A; = A, se establece la comparacién
entre ambos intervalos inicamente a través de los valores
de By y Bs. Para A = 1 tenemos una situacién anéloga.
En definitiva, se trata de los érdenes lexicogréficos sobre la
pareja de niimeros formada por los extremos del intervalo,
comenzando por ordenar el extremo inferior si A =06 el
extremo superior si A = 1. Por tanto, se trata de érdenes
totales en ambos casos.



(2*) Sea A € (0,1). Si suponemos que A; < A2 y
B; < B siendo estricta alguna de las dos desigualdades
(es decir, tratindose de intervalos distintos I1 # I2) en-
tonces, cualquiera sea el valor de A € (0,1), se cumple
que AB; + (1 — AM)A; < ABz + (1 — A)A;. Por tanto,
la definicién (5) equivale a que sea I; = I; o que se
cumpla la Wltima desigualdad estricta. Considerando esta
otra expresién equivalente es inmediato comprobar las tres
propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva que nos
aseguran que <, es una relacién de orden. Pero, para
X € (0,1), este orden no es total ya que son no compara-
bles cualesquiera dos intervalos distintos Iy # I2 tales que
AB1 + (1 — M)A = AB2 + (1 — M) Aa.

En conclusién, queda justificada la siguiente definicién
que recopila los argumentos previos:

DEFINICION 3.1 En el conjunto C de intervalos reales
compactos se definen las siguientes relaciones de orden

(expresadas para elementos arbitrarios I, = [A1,Bi] e
IQ = [AQ,BQ]).'

e Para cada A € (0,1), tenemos el orden parcial <
dado por:

L <aIb & I =1I, 6AB1+(1-XAA; <
AB2 + (1 — M)A

e Para A € {0,1}, tenemos los dos drdenes totales
(lexicogrdficos) <» definidos como sigue:

I1<ol, © A1<Ay6[A1=Ay yBi < By
h<iI & B1<B;dé[B1=DB:yA <A

Los érdenes < son totales cuando X € {0,1} porque,
en caso de darse la igualdad AB; + (1 — A)A; =
ABs + (1 — M)Az, que corresponde a la igualdad de
un extremo del intervalo, se atiende al valor del otro
extremo para establecer el orden. Lo que equivale a
atender a la amplitud del intervalo (prefiriéndose el
intervalo mds amplio cuando A = 0 y el mads estre-
cho cuando A = 1). Este hecho sugiere considerar un
método analogo para extender los érdenes <3 cuando
X € (0,1), convirtiéndolos también en érdenes totales,
que son los que nos interesan. El método consiste en
atender a otra caracteristica subjetiva asociada con el
decisor: su preferencia por el riesgo o por la seguridad.
A saber, ante intervalos distintos pero indiferentes (por
cumplir la igualdad AB;+(1—A)A; = ABa+(1-2)Ag),
un decisor arriesgado preferird el intervalo de mayor
amplitud donde tiene posibilidades de mayor recom-
pensa; mientras que un decisor cauto preferird el in-
tervalo de menor amplitud, donde tiene mayor seguri-
dad de obtener sus posibles valores (y menos riesgo de
posibles pérdidas). En definitiva, ademas del “grado
de optimismo” X\ € [0,1], consideramos la caracters-
tica “preferencia entre riesgo y seguridad’ que nota-
mos por z € {r,s}. De esta forma, junto a los érdenes
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totales <g y <1, podemos definir otros érdenes totales
<xr ¥ s (asociados a cada A € (0,1) y a cada de-
cisor “arriesgado” y “seguro”, respectivamente), de la
siguiente manera:

DEFINICION 3.2 VA € (0,1), Vz € {r,s}, se define
en C el orden total <,, por las siguientes expresiones
(donde se usa la Definicion 8.1):

LSl @ L3I 6 AB1+(1-))A;=
AB2 +(1 -—/\)Az yBa—A2> B --A1/.

L sl ¢ L1512 6 AB1+(1-X)A=
AB3 + (1 - A)Ag yBs— Ay < By — A1/

Obsérvese que la denominacién de “riesgo” dada a la
preferencia por intervalos de mayor amplitud no tiene
nada que ver con el “ambiente de riesgo”, que es la
denominacién atribuida al caso en que los estados de
la Naturaleza en un problema de decisién estdn deter-
minados por una distribucién de probabilidad.

Por otro lado, téngase en cuenta que si A = 0 entonces,
una vez fijado el extremo inferior A = AB + (1 — A)A
del intervalo, la preferencia por intervalos de mayor
amplitud no entrafia ningin riesgo ya que dicha am-
plitud sélo puede ampliar el valor del extremo superior
B. Por tal motivo, siempre que A sea un valor préximo
a cero, es l6gico elegir el parametro x = r. Razonando
de igual forma se deduce que para cualquier A préximo
a uno, es légico elegir el pardmetro £ = s. En cambio,
para valores intermedios de A (sobre todo para valores
préximos a 1/2), el pardmetro x puede considerarse
independiente de A; siendo entonces cuando adquiere
pleno sentido la denominacién atribuida de “preferen-
cia entre riesgo y seguridad’.

4 ORDENACION DE NUMEROS
GRADUALES

Con objeto de establecer un orden total en Gz(R),
haciendo uso de las Definiciones 3.1 y 3.2, interesa re-
sumir en un solo intervalo la informacién aportada por
cada nimero gradual ¥(a) = [a(a),b(a)]. Como las
funciones a(a) y b(a) son monétonas, se pueden inte-
grar. Por tanto, podemos usar el Teorema de la media
del Célculo Integral, considerando las constantes que
representan a esas dos funciones; de la siguiente forma:

DEFINICION 4.1

Consideremos la aplicacién de Gz(R) en C que asigna
a cada nimero gradual ¥(a) = [a{a), b(c)] el intervalo
real [A(¢), B(¥)] definido por:

1 1
A) = A o(a)da, B) = A b(a) do.



El uso directo de los érdenes definidos en C sugiere
considerar los correspondientes érdenes en el conjunto
cociente obtenido en Gz(R) mediante la relacién de
equivalencia asociada a la aplicacién dada en la defini-
cién anterior . De hecho, €l orden parcial asi estable-
cido a través de la relacién <3, consistente en la com-
paracién de dos nimeros graduales mediante el valor
asociado My (¥) = AB(¥) + (1 — A).A(¥), es total-
mente anélogo al método propuesto por Gonzélez para
la comparacién de nimeros difusos [11, 12]; método
que generaliza al dado por Yager [17], correspondiente
al caso particular A = 1/2. Observemos que Gonzilez
usa la integracién de Stieljes respecto a cualquier me-
dida aditiva definida sobre [0, 1] (la cual puede anularse
fuera de cierto Y C [0, 1] formado por aquellos niveles
a a los que el decisor concede importancia); mientras
que aqui nos hemos limitado al caso més usual de la
medida de Lebesgue (como también hace Yager).

Pero la comparacién de nimeros graduales mediante
los intervalos [A(3), B(1)] sélo puede ofrecer un or-
den parcial en Gz(R), aun cuando usemos los érdenes
totales ya definidos en C. En efecto, cualquiera sea el
orden usado en C, no podremos comparar cualesquiera
dos nimeros graduales que, aun siendo diferentes,
originen el mismo intervalo [A,B]. Ahora bien, para
obtener el orden total buscado en Gz(R), bastara con
extender el orden asi dado (basado en cualquiera de los
érdenes totales de C) mediante algin criterio que per-
mita comparar los distintos nimeros graduales que ori-
ginan el mismo intervalo [A, B]. Para definir tal criterio
podemos usar de nuevo el pardmetro “preferencia por
el riesgo o seguridad” en el siguiente sentido: sean
y ¢ dos numeros graduales distintos entre si pero tales
que A(¥) = A(¢) y B(¢) = B(¢). Al ser ¢ # &, tene-
mos que el conjunto D := {a € [0,1] : ¥(a) # ¢(a)}
no es vacio. Por tanto, cualquier valor de a € D per-
mite distinguir ¢ de ¢; distincién que puede usarse
para comparar ambos nimeros graduales mediante el
orden total establecido para los intervalos (a) y ¢(a).
Ahora bien, entre todos estos posibles valores de o, un
decisor “cauto” considerard el mayor, atendiendo asi a
los intervalos de menor amplitud. Por el contrario, un
decisor “arriesgado” elegird el menor valor posible de
a, correspondiente a los intervalos de mayor amplitud
(que son los que ofrecen mayor “riesgo”).

Si intentamos usar este criterio para todo el conjunto
Gz(R), nos encontramos el siguiente problema: D
no tiene por qué ser cerrado, de manera que los va-
lores max D y min D pueden no existir. Puede que
nisiquiera existan otros valores a tomar como “susti-
tutos razonables” de maxD y minD. Eso es lo
que ocurre en el siguiente ejemplo: consideremos los
nimeros graduales ¥ = 7(0,1,2) y ¢ determinado por las
funciones siguientes (donde aparece el simbolo N para
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representar al conjunto de niimeros enteros positivos):

0) a=0
1 1 1
afe) =4 2n_+2’1<‘:'S E’"GIN
1- i, 1-f<a<l-glyneN
1, a=1
b(a) :=2-a(a), Ya€l0,1].

Para estos dos nimeros graduales se cumple que
A(®) = A(9) = 1/2 y B() = B(¢) = 3/2. Adems
ambos coinciden sobre el conjunto J = {0, 1}U{515 :
n € N} U {1 — 515 : n € N}, pero son distintos so-
bre el complementario D = [0, 1]\J; conjunto éste que
no posee minimo ni maximo (ni valores que los puedan
sustituir razonablemente como los adecuados para dis-

criminar ambos nimeros graduales).

Es evidente que en las aplicaciones practicas no apare-
cerd este “contraejemplo tedrico” ni otros simila-
res. En efecto, en las aplicaciones aparecerdn siem-
pre nimeros graduales que pueden determinarse por
un ntmero finito de pardmetros (como los nimeros
graduales triangulares dados por 3 pardmetros, los
nimeros L-R-graduales dados por 4 pardmetros, o
los nimeros n-graduales determinados por 2n pardme-
tros). En tales casos si podremos encontrar el minimo
y el méximo del conjunto D, u otros valores apropia-
dos para, discriminar (y, en consecuencia, ordenar) dos
nimeros graduales distintos cuyos valores medios ori-
ginan el mismo intervalo. En definitiva, para que re-
sulte valido el método antes propuesto, nos restringi-
mos al subconjunto de Gz(R) formado por aquellos
nimeros graduales que pueden determinarse por un
nimero finito de pardmetros. O bien, para especi-
ficar con més detalle las hipdtesis que necesitamos, se
trata de considerar aquellos nimeros graduales para
los cuales, siempre que tengamos ¥ # ¢ tales que
A(W) = Al¢) y B(¥) = B(¢), puede determinarse el
nivel @, € [0,1] definido como el minimo, parax =r, y
como el méximo, para x = 8, de entre todos los niveles

o € [0,1] tales que ¥(a) # ¢(a).

Para los tipos concretos de nimeros graduales antes
definidos basta efectuar los cdlculos de los distintos
valores que intervienen en la definicién de o, para ver
que se pueden tomar los siguientes:

PROPOSICION 4.2 1. Para comparar dos nimeros
graduales triangulares cualesquiera, podemos
tomar: a,=0, a;,=1.

2. Para comparar los niumeros 8-graduales § =
§(A1,4;,47,87,B},B1) ¥ §2 = §(42,45,47,By.B4.B2)>
podemos tomar:

o= {

3 81 [AlvBl] # [A27B2]
) st [AlyBl] = [AQ)B2]

COlRY COf=



{1 silanBO A LA BY
Tl & slAnBI =14y, By

Concretando, el criterio antes propuesto origina los
siguientes érdenes totales:

DEFINICION 4.3 Para cada A € [0,1] y cada z € {r, s}
(y supuesto que manejamos nimeros graduales que
permiten obtener el correspondiente valor a,), se de-
fine el orden total <, como sigue:

e Si los intervalos [A(v), B(¥)] y [A(9), B(¢)] son dife-
rentes, entonces se usan para ordenar los nimeros gra-
duales i y ¢ de acuerdo al orden total <y si X € {0,1}
6 al orden total <)y si X\ € (0,1). (Ver las Definiciones
8.1y82).

o Si [A(¥), B(¥)] = [A(¢), B(¢)], entonces usamos los
intervalos ¥(az) y ¢(a;) para ordenar ¢ y ¢ (mediante
los mismos ordenes totales considerados en el caso an-
terior).

Para finalizar veamos la compatibilidad del orden <»,
(que es obvio que extiende al orden usual de R) con
las operaciones producto por reales (1) y suma (2)
definidas para nimeros graduales:

PROPOSICION 4.4 Para cualquier valor de
los pardmetros A € [0,1] y x € {r,s} y cualesquiera
nimeros graduales ¥, ¢, & (en los que esté definido el
orden <z ), se verifica:

1. VP € (0, +00), [¢5M¢>$P¢SM P4).
2. ¢S)\m¢=>¢+€$)\z¢+£'

DEMOSTRACION:  Se obtiene sin més que considerar los
siguientes hechos: en primer lugar, la linealidad de la inte-
gracién, que da lugar a las igualdades A(Pvy) = PA(Y) y
AW + ¢) = A(Y) + A(¢), asi como las igualdades andlo-
gas correspondientes & los valores B y M,. En segundo
lugar, que el producto por cualquier niimero real positivo
P mantiene el orden entre los extremos y las amplitudes
de los intervalos compactos.

Notas: Observemos que, como el producto por un
nimero real negativo P invierte el orden entre los extremos
de cualesquiera dos intervalos compactos, pero mantiene el
orden entre sus amplitudes, entonces resulta la inversién
del orden entre dos nimeros graduales 9 y ¢, al ser mul-
tiplicados por el mimero negativo P en todos los casos ex-
cepto cuando tales niimeros deben compararse atendiendo
a la amplitud de los intervalos [A(%), B(¥)] y [A(¢), B(¢))
o la amplitud de los intervalos ¥(o) ¥ ¢(oz).

Asimismo, notemos la no compatibilidad del orden <, con
las operaciones minimo (3) y méaximo (4). Por ejemplo,
T(0.6,8) Sxz T(s511), VA € [0,1], Vo € {r,s}, mientras
que ni min{7(o¢,6) 7(s,5,11)} ni max{7oe,6), T(s,5,11)} son
nimeros triangulares, no coincidiendo por tanto con (g g 6
ni con 7(s 5,11)-
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Resumen

Este trabajo presenta un estudio de los principales
factores que influyen en la inconsistencia de las
matrices de preferencia reciproca del método AHP
(Analytic Hierarchy Process). Definimos una nueva
relacién de preferencia multiplicativa para evitar la
inconsistencia debida a dichos factores, y presentamos
un algoritmo para reconstruir matrices de preferencia
reciproca inconsistentes.

Palabras Clave: Muiltiple Criterio Decisién; Analytic
Hierarchy Process (AHP).

1 INTRODUCCION

Un problema de decisién multicriterio trata de
seleccionar la mejor alternativa de entre un conjunto de
alternativas A, A,,..., A,, las cuales son caracterizadas en
términos de sus criterios C,,C,, ..., C,, . Una de las formas
posibles de caracterizacién es por comparacién entre pares,
los cuales pueden representarse mediante matrices nxn,
cuyo elemento general a; indica la preferencia de la
alternativa A, sobre la alternativa A,

AHP (Analytic Hierarchy Process) [6], es un método
de decisién multicriterio. Este utiliza una relacién de
preferencia multiplicativa, p.e. El elemento a; de la matriz
de comparacién expresa la preferencia de la alternativa A,
sobre la alternativa A,. Si instanciamos el valor a;=31la
alternativa A, es tres veces mas preferida que la alternativa
A;. Como nuestra matriz de preferencias nxn es reciproca
Y positiva, entonces: a, > 0 , a; = 1/a; paratodo i,j = 1,..,n,
porloque g; = 1.

Dado que las matrices de preferencias son positivas, es
bien conocido que el teorema de Perron-Frobenius garantiza
que cada matriz de preferencias tiene un valor propio (real)
dominante (4, > 0), monétono creciente con respecto a los
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valores de la matriz de preferencias, siendo A, > n para las
matrices de preferencia reciproca de AHP. Ademas el vector
propio (v) asociado al A, en el método AHP, establece las
prioridades de las alternativas.

Una de las caracteristicas de AHP es la posibilidad de
medir la consistencia de los juicios emitidos por el decisor.
Esto se realiza mediante el A,,, , de manera que si los juicios
son perfectos A, = n p.e. Si a; = 2 (la alternativa A, es dos
veces mas preferida que la alternativa A), a; =3 (la
alternativa A, es tres veces mas preferida que la alternativa
A)). y a,=6, (la alternativa A, es seis veces mas preferida
que la alternativa A,), entonces el valor de A, es igual a 3.

Saaty [6] define un indice de consistencia (IC) para
matrices reciprocas en funcién del A_,:

y un indice aleatorio (IA). El IA es calculado como sigue:
Para cada orden de matriz construimos un ejemplo de
tamafio 500; rellenamos sus entradas con valores aleatorios
para diferentes escalas: 1-5, 1-7, 1-9; calculamos los IC
para cada uno de ellos; y finalmente calculamos la media de
los IC para cada escala. Entonces IA es calculado como la
desviaci6n tipica de los IC de cada escala con respecto de su
media. Comprobandose que dicha desviacién es inferior al
10% para todas las escalas. En la Tabla 1, mostramos los
valores de IA para diferentes ordenes de matrices.

Tabla 1. Valores del Indice Aleatorio

Orden 1-2 3 4 5 6

LA 0.00 | 058 | 0.90 | 1.12 | 1.24




Con IC e IA, Saaty define el ratio de consistencia (RC)
como:

de manera que si RC < 0.10, la matriz de preferencias es
considerada consistente y por lo tanto aceptada, siendo
rechazada en caso contrario.

Otra de las caracteristicas de AHP es la utilizacién de
una escala para que el decisor exprese sus preferencias,
siendo la mds utilizada la escala 1-9. En la tabla 2,
mostramos la escala 1-9 utilizada en AHP.

Tabla 2. Escala de Juicios 1-9. AHP

Intensidad Definicién Explicacién
1 Igual Las dos
importancia actividades
contribuyen igual
al objetivo.
3 Débilmente Expresa un juicio
mas a un poco a favor
preferido de una actividad.
5 Mas Expresa un juicio
importante fuerte a favor de
una actividad
7 demostrado Una actividad es
que es mas preferida
importante fuertemente a la
otra.
9 Absolutamen Afirma que una
te mas actividad es
preferida preferida a la otra.
2,4,6,8 Valores Valores de
intermedios compromiso.

La intencién de este trabajo es la de estudiar los
principales factores que influyen en la inconsistencia de
las matrices de preferencia reciproca. Para ello el trabajo
esta estructurado como sigue: en la seccién 2 se presentan
los principales factores que influyen en la inconsistencia;
en la seccién 3 proponemos un algoritmo de recuperacién
de matrices de preferencias inconsistentes, una relajacién
de la consistencia para matrices de preferencia
multiplicativa para AHP y finalmente un ejemplo del
algoritmo.

2 FACTORES QUE INFLUYEN EN LA
INCONSISTENCIA

Cuando el decisor expresa sus preferencias, este puede
estar cometiendo errores debido a que sus expectativas son
erréneas o irracionales. Pero este error, muchas otras veces
puede ser debido a la escala que el decisor utiliza para
expresar sus preferencias. p.e. Sean tres alternativas A,, A, A,,
las cuales son comparadas por el decisor utilizando la escala
1-9. (Tabla 2), siendo las preferencias del decisor las
siguientes: a; = 5 (la alternativa A; es cinco veces mas
preferida que la alternativa A)), a; =7 (la alternativa A, es
siete veces mas preferida que la alternativa A\), ya, = 9, (la
alternativa A, es nueve veces mas preferida que la alternativa
A). El valor correcto de a,, seria 35, pero el decisor ha
expresado a, = 9, por lo que la preferencia es inconsistente.
Esto podria ser considerado un error del decisor al expresar
sus preferencias, pero también podria ser un error atribuible
a la escala de juicios utilizada. El decisor expresa una
preferencia errénea (a,=9), pero dicha preferencia es la mayor
que le permite la escala 1-9. La utilizacién por parte del
decisor de! mayor valor de preferencia, hace suponer que su
intenci6n es la de expresar el valor correcto (g, = 35), pero no
puede realizarlo al no estar permitido en la escala. utilizada.
Por lo que el error en este caso podrfa ser atribuido a la escala
y no al decisor.

Otro factor que afecta a la inconsistencia en las matrices
de preferencias reciprocas es RC. AHP define el RC para
aceptar/rechazar las matrices reciprocas de preferencias. Este
valor esta definido en funcién del A, y establece que si RC
< 0.1, la matriz es aceptada, siendo rechazada en caso
contrario.

Lamata-Peldez [4] definen una medida de inconsistencia
alternativa al IC de Saaty. Esta medida es denominada indice

de inconsistencia y es denotado por IC*. A continuacién
mostramos la deficicién de IC*.

Definicién 1. Definimos el indice de inconsistencia de una
matriz reciproca de preferencias M,,;, y lo denotamos por
IC*(M), como el determinante de M.

IC*(Ms;,,) = det (M)

Definicién 2. Sea M, una matriz reciproca de preferencias,
y sea I el conjunto de matrices 3x3 distintas que hay en M/
card) =C>.

I' = (T, ;conjunto de matrices 3x3 # de M / card(I") = C,’}

Definimos el coeficiente de inconsistencia para una
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matriz M, y lo denotamos por IC’, como la media de las
inconsistencias de T

NT(M)

Ic = eI
NT(M) ; R

En la tabla 3, mostramos la relacién entre IC, 1, e
IC*, y los valores alternativos para RC < 0.1.

Tabla 3. Relacién entre IC", A, € IC, para el calculo de la
inconsistencia en matrices de importancia reciproca. Escala
1-9.

Orden \ valores IC” A maximo IC
3x3 1,127 3,116 0,058
4x4 1,243 4,270 0,090
5x5 1,317 5,448 0,112
6x6 1,364 6,655 0,131
Tx7 1,422 7,846 0,141
8x8 1,426 9,015 0,145
9x9 1,442 10,192 0,149

En la tabla 4. mostramos los valores de preferencia
minimos (matrices 3x3) para RC<0.10. Podemos ver que
cuando el producto de a,xa;>25, cualquier valor a,
expresado por el decisor con la escala 1-9  seria
inconsistente, ya que el valor minimo permitido de a, para
RC<0.10, seria mayor que 9.

Tabla 4. Valores de preferencia minimos de a, para que
RC < 0.10.Valores obtenidos mediante IC*.

a\a, 1 2 3 4 5

k

1 0.36 *

2 072 | 1.44 *

3 1.08 | 2.17 3.26 *

4 1.44 | 289 | 434 5.79 *
5 1.81 | 3.62 | 543 7.24 | 9.05*
6 217 | 434 | 6.52 8.69 | 10.86

7 [253 507 | 760 | 10.14
*

8 [289] 579 [ 869 | =

9 [326] 652 [978% | =

(Continuacién tabla 4)

RC es un factor que produce un error de intuicién en
los juicios emitidos por el decisor. p.e. Supongamos que
utilizamos la escala 1-9. (Tabla 2). Si a; =1 (laalternativa
A; es indiferente frente a la alternatwa A), a, =9 (la
alternatlva A, es nueve veces mas prefenda que la
alternativa Ak), y a, = 9, (la alternativa A, es nueve veces
mas preferida que la alternativa A,). El valor correcto de a,,
seria 9. Utilizando los valores de la tabla 4. serian
aceptados valores para a, que oscilarfan desde 4 ([3.267])
hasta 9, que seria el limite de la escala 1-9. Si calculamos
el valor de prioridad de las alternativas A, y A, para los
valores a, = 4, 5, 6,7, 8, y 9, la alternativa A, es siempre
igual o mds preferida que la alternativa A,. Este es un
resultado incorrecto ya que el decisor expresé que las
alternativas A, y A, tenfan igual importancia.

Como hemos mostrado tanto la escala como RC son
factores de inconsistencia en las matrices de preferencias
reciprocas.

3 ALGORITMO PARA RECONSTRUIR
MATRICES

Como hemos mostrado en la seccién anterior tanto la
escala de juicios como el RC son factores que influyen en la
inconsistencia de las matrices. Para intentar eliminar dichos
errores proponemos una relajacién de la consistencia para
AHP, junto con un algoritmo basado [3, 4] para reconstruir
matrices de preferencias reciprocas.

Definicién 3. Definimos el limite inferior para a, como:

méx. { méx.(ay, a,), (a; X a, x 0.36)}

iAlgoritmo Recuperacién i
Paso 0. Obtener del decisor el orden de las alternativas. [
| Junto con n-1 preferencias. !

Paso 1. Obtener del decisor la preferencia de alkj
cumpliendo la definici6n 3. |

|

!

Paso 2. Calcular el vector propio asociado a la matriz 3><3
del paso 1.
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la alternativa mds importante de la matriz 3x3
del paso 1. Aplicando la definicién 3 en el
calculo de cada preferencia.

EPaso 3. Calcular el valor de las alternativas en funcién de
i
|

Paso 4. Fin

A continuacién mostramos un ejemplo donde
aplicamos el algoritmo de reconstruccién de matrices.

Ejemplo 1 Sean las alternativa A, A,, A,y A,, y sea la
matriz de la tabla 5, la cual refleja el orden de las
alternativas para el decisor, y las preferencias de dicho
orden.

Paso 0.

Tabla 5. Matriz de preferencias que muestra el orden de
las alternativas.

A | A | A | A,

2

Al 1] s

A | 15| 1 4

A, 74 | 1 | 4

A, e | 4 | 1

Paso 1.
ay, = max {max (a, a;,), Max (a,; - a5, - 0.36)}
a, = 6.
Tabla 6. Matriz de preferencias que muestra el orden de

las alternativas. Contiene la preferencia a,; con la que se
reconstruira el resto de la matriz.

A | oA | A | A,

Al 1t | s

1/5 1 4 6

A, va | 1 | 4

A, 6 | s | 1

Paso 2.

Calculamos el autovector asociado a la matriz 3x3
(Ay, Ay A V= [W,=0.682, W,=0.236, W,= 0.0811].

Paso 3.

Calculamos el valor de la primera alternativa en funcién
de la alternativa més importante A= 0,682. El peso de la
alternativa A, lo calculamos basandonos en el valor de
preferencia de la alternativa A, respecto de A, y la prioridad
de la alternativa A,, la cual dice que A, es cinco veces mas
preferida que A,. Esto hace que W= 5 - 0.682= 0.773
(normalizada con el resto de prioridades). El valor de A, con

respecto a las alternativas A, y A, se calcula mediante este
valor W, .

La matriz reconstruida se muestra en la tabla 7.

Tabla 7. Matriz de preferencia reconstruida. IC*= 0.341

A, A, | A A,
A, 1 5 | 145 | 429
A, 1/5 1 4 6
A, | 1145 | 14 1 4
Ay | 11429 | 16 | 14 1

4 CONCLUSIONES

Hemos mostrado como la escala utilizada en AHP como
el RC son factores que influyen en la inconsistencia de las
matrices. La construccién de matrices donde el decisor.
expresa todas sus preferencias , muestra importantes
deficiencias debido principalmente al problema de escala.
Para solucionar este problema hemos propuesto un algoritmo
para reconstruir matrices de preferencias. Con este método, el
decisor solamente tiene que expresar n preferencias para
poder reconstruir la matriz, en lugar de las 2n-1. Ademas
hemos propuesto una relajacién de la relacién de preferencia
multiplicativa dada en AHP para evitar la inconsistencia de las
matrices.
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Resumen

Al disefiar, con la ayuda de la seméntica de-
notacional, un lenguaje de programacién que
maneje datos borrosos, encontramos que tan-
to la semadntica denotacional como el para-
digma borroso manejan el concepto de infor-
macién parcial y aproximacién de la infor-
macién. Pero desde dos puntos de vista bien
diferentes. Necesitamos integrar ambos pun-
tos de vista y para ello hemos de revisar tanto
las limitaciones de la teoria de dominios como
las exigencias del cilculo con datos borrosos.

Introduccién

Al disefiar, con la ayuda de la seméntica denotacional,
un lenguaje de programacién que maneje datos borro-
sos, encontramos que tanto la semantica denotacional
como el paradigma borroso manejan el concepto de
informaciodn parcial y aproximacién de la informacién.
Pero desde dos puntos de vista bien diferentes.

En semaéntica denotacional: supongamos que te-

nemos el cpo de las funciones parciales [N~ N].
En este cpo, la nocién de aproximacién viene dada
por la inclusién entre los grafos de funciones. La
funcidn totalmente indefinida es el conjunto vacio,
y una funcién totalmente definida tiene un grafo
tal que, para cada m € N, existe algiin n € N tal
que (m,n) € grafo(f) De forma que dadas dos
dunciones f; y fo decimos que f; es una aproxi-
macién de fa si grafo(fy) C grafo(fa).

En el cdlculo borroso: Un conjunto borroso F que-

da definido a partir de un referencial Q y una
aplicacién, escrita pup, de © en [0,1]. De forma
que Vw € Q pp(w) se interpreta como el grado

* Trabajo parcialmente soportado por el proyecto

CICYT-TIC97-1343-C002-02
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de pertenencia de w al conjunto borroso F. Esto
permite modelizar categorias vagas del lenguaje
natural definidas sobre un soporte objetivo con el
que clasificarlo con la ayuda de dichas categorias.
pF(w) expresard entonces hasta que punto el valor
w es compatible con el concepto F.[1]

Necesitamos integrar ambos puntos de vista y para
ello hemos de revisar tanto las limitaciones de la teoria
de dominios como las exigencias del cédlculo con datos
borrosos.

La teorfa de dominios se establecié para tener
espacios apropiados en los que definir funciones
seménticas para el enfoque denotacional de la
semantica de los lenguajes de programacién. Con
este fin se deben cubrir dos necesidades: en pri-
mer lugar deben existir espacios de varios tipos
distintos que permitan las diversas clases de cons-
trucciones semdnticas y en segundo lugar la teorfa
ha de dar cuenta de de las propiedades computa-
cionales de las funciones. Por ello como se sefiala
en {2] ”... los dominios son generalmente planos
(y numerables). Notar en particular que las apro-
ximaciones finitas numericas a los niimeros reales
hechas por el ordenador no son representadas por
valores relacionados con el orden de aproximacién
computacional de los dominios...”. Todo ello nos
lleva, lo que para nosotros es especialmente impor-
tante, a que, como se muestra en [3], el intervalo
[0,1] no es un dominio. Proponemos sustituirlo
por un conjunto numerable pero no plano.

Por otro lado en [4] podemos leer: ” ... la senten-
cia condicional if P then S; else S; debe ejecutar-
se en paralelo. Esto significa que las sentencias
S1 y Sa deben ejecutarse independientemente y a
los resultados de S; denotados como r(S)) se les
asigna el grado de pertenencia (de verdad) igual a
v(P)...De forma similar, a los resultados de S se
les asigna el grado igual a -v(P). En esta forma,
el resultado obtenido por medio de la ejecucién



de las sentencias dadas puede interpretarse como
un subconjunto borroso del conjunto de toqdos los
resultados posibles”. Algo similar podria decirse
de la sentencia iterativa. Esta caracteritica de la
programacidn borrosa es la que vamos a estudiar
en este trabajo.

2 El lenguaje

El lenguaje que vamos a presentar es una variante de
los ”comandos guardados” de Dijkstra [5]. El resulta-
do final, debe llenar algunos de los requisitos exijidos
en [6] y [7]. Para ello proponemos las siguientes modi-
ficaciones:

Introducir un nuevo elemento al que llamaremos
indice perteneciente a ID. Este serd un conjunto
totalmente ordenado a partir del cual construire-
mos los dominios no planos, ND y BD, los produc-
to cartesianos de los naturales N y los booleanos
B por D.

Donde Dijkstra habla de ”predicados” y ”condi-
ciones”, nosotros hemos de hablar en términos de
conjuntos, de tal forma que hemos de sustituir no-
ciones proposicionales (and, or, =, etc) por sus
correspondientes nociones conjuntistas (N,U, C,
etc).

Postulamos un conjunto numerable, X, de almace-
nes dado por el espacio de funciones ¥ = Var -
ND. Es decir un almacén, o, es una funcién que
para variable en Var produce un elemento de ND.

Para dar significado semdntico a las construcciones
sintdcticas utilizaremos los dominios potencia y como
las especificaciones denotacionales son muy parecidas a
los programas escritos en en lenguaje de programacién
funcional [8],[9], utilizaremos *el A-cdlculo.B”, ambos
los presentamos en los apendices A y B.

2.1 Sintaxis abstracta

Dado el lenguaje por medio de la siguiente la sintaxis
abstracta:

P:=S§

S == v := E | skip | abort | (S;S) | case G esac |
do G od

Gu=B->S|(GOG)

E:=(nd) |x|EopE

B = (trued) | (false.d) | B Bop B | E rel E

con las siguientes categorias sintdcticas
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P € Programas

S € Sentencias

G € Comandos guardados
E € Expresiones

B € Expresiones booleanas

v € Variables

2.2 Seméntica Operacional

La semadntica operacional del lenguaje viene dada en
términos de cuatro relaciones: =4,=>p, =5 ¥y =cq,
para las expresiones, las expresiones booleanas, las
sentencias y los comandos guardados:

La funcionalidad de = 4 es

=4: (Expr x ) - ND

y su definicién es la siguiente:

B (OF I =R ()
L e e o)

3 {e1,0) =4 ((n1,d1)),(e2,0) =4 ((n2,d3))
" (e1 0p e2,0) =4 ((n1 op n2,s(d1, d2)))
donde s es la funcién definida en [11]

Similarmente, el tipo para =>p viene dado por:
=p: (BExpr x %) — BD

y su definicién es la siguiente:

1. a) ((true,d), o) = {(true, d))
b) ((false,d), o) =p ((false,d))

(bel,a) =B ((vbl,dl)), (beg,a) =B ((’Ubg,dg))
" (bey Bop be3,0) =p ((vb1 Bop vbs, 5(d1, d2)))

3. {e1,0) =4 {{n1,d1)},{e2,0) =4 {(ng,d3))
{e; rel ez, 0) =5 {(n1 rel ny, s(d1, d2)))

La relacién para la evaluacién de los sentencias =g,
toma una tripla formada por una sentencia, un indice
y un almacén y devuelve un indice y un almacén; in-
tuitivamente un comando solo modifica el almacén, el
indice se utilizara dentro del comando. Su tipo es

25 (SXxIXT) 5 X

1. a) _ (e,cr) =4 <("’d)) _
(v:=¢,i,0) =25 ([v > (n,s(:,d))]o)

2-9) Tekip ,0) =5 (0)



(S1,4,0) =5 (6'),(S2,i,0') =>¢ (o)

3. a) 51 50,4,0) =5 (@)

(G,i,6) =cq (0”)

4. a) (case G esac, ,0) =5 (o)

(G, 7, 0) =>cc (a'"), ((_12 G @, Z, a'") =Jolc] (O’I)
(@ G @a i: U) =S (al>
b) (Gv iy U) — (5)
o G od, o) =5 (8)

donde § se utliza para sefialar la no terminacién.

5. a)

La relacién para la evaluacién de los comandos guar-
dados =>¢¢, toma una tripla formada por un comando
guardado, un indice y un almacén y devuelve un indice
y un almacén; el indice junto con grado de la guarda
produciran un nuevo indice en cuyo seno se evaluara
el comando guardado. Su tipo es

=cc: (CG x I x L) = P(X)

1 ) (be,0) =p (true,d), (S, s(i,d), o) =5 (c')
: (be = S)i,0) =cg (o)

2. a) (be, o) =B ((false,d))
' (be - S, i,a) =>ca (0‘;

3. q) (Gr,1,0) =cc (01),(Ga,i,0) ce (02)
’ ((GlDGQ), 7, 0’) =>cG ({0’1, 0’2})
5) {G1,1, 0‘) =ca <5>., (Go, i,0) ce (8)
((GlﬂGz), i U) =>cG (5)

2.3 SemaAntica Axiomaética

Siguiendo la linea de la citada obra de Dijkstra discuti-
remos los mecanismos §, y su semdntica considerando
lo que llamaremos la ”precondicién débil.b”. Estas
precondiciones, el adjetivo de débil se aclarard més
adelante, son un subconjuntos de almacenes represen-
tados por wp(S,, R), lo son de una postcondicién R
con respecto a un mecanismo S y a un indice i, di-
ciendo que ”la condicién que caracteriza al conjunto
de todos los almacenes iniciales tales que la activacién
cuanto termina adecuadamente tiene como resultado
dejar al sistema en un almacén final que satisface a
una postcondicién dada es llamada ”la precondicién
débil.b correpondiente a tal postcondicién”.”. Nues-
tra tarea ahora es especificar las condiciones y los me-
canismos.

2.3.1 Las condiciones

Dado el espacio de funciones ¥ = Var — ND po-
demos definir las condiciones bien desde un punto de
vista intensional o extensional. Siguiendo a Dijkstra,
tomaremos el conjunto Pred, de predicados o condi-
ciones como: Pred = P(X).

Por tanto Pred es un conjunto parcialmente ordenado
con las siguientes propiedades:
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L. J--Pred = ﬂ

2. Si ¢; es una cadena entonces Llei existe y viene
definido por [ J¢;

2.3.2 Los mecanismos

Partiendo de la anterior descripcién de wp(S, i, R) to-
do lo que necesitamos saber acerca de S es que para
cualquier almacén inicial ¢ dado y cualquier i, si va
a terminar adecuadamente o no, y en el caso afirma-
tivo, si todos los posibles almacenes finales satisfacen
a R. Tomando este punto de vista consideramos a S
como algiin tipo de funcién transformadora de alma-
cenes. Afinaremos esta idea considerando a los me-
canismos como realizadores de transiciones de un al-
macén a otro almacén. Para ello definimos el conjunto
de configuraciones como Conf = (S x D x £) U E.
Seguidamente postulamos una relacidén de transicidn,
—~C Conf x Conf y suponemos que no existen tran-
siones vélidas de la forma o — C donde C € Conjf.
La idea es que las configuraciones, C, representan es-
tadios de un célculo: las que son de la forma (S, i, o)
son posibles estadios iniciales o intermedios y las que
son de la forma (o) son estadios finales. Las transicio-
nes C' — (", representaran un paso del cilculo, las de
la forma (S,4,0) = (S',4,0’) son pasos intermedios y
los de la forma (S, é,0) — (0’) seran los pasos finales.

Definicién.- Un sistema S, estd bloguedado en un al-
macén ¢ con indice ¢, si y solo si no existe una confi-
guracién C tal que (S,i,0) = C.

Un sistema S, puede no terminar desde un almacén
o con indice i bien porque exista $,i,0' tal que
(S,4,0) =* (§',i,0') y S’ ests bloqueado en el al-
macén ¢’ con indice ¢ o bien porque exista una se-
cuencia infinita de la forma (S,4,0) = Cy — ... >
Co>...

La precondicién débilb, wp(S,i, R), de S,iy R puede
definirse formalmente como:

wp(8,i,R) = {¢ | S con indice i debe terminar desde
oy si (S,i,0) =" (¢') entonces ¢’ € R}

La correspondiente nocién de precondicién se define

para P,S,iy R por

P [S,i] Rsiy solosi Vo € P(S con indice i debe

terminar partiendo de o y si (S,4,0) =" (¢')
entonces ¢’ € R)
Evidentemente P [S,3] R es valida si y solo si se veri-

fica que P C wp(S, 1, R), lo cual justifica el nombre de
”precondicién débil”



En particular las propiedades impuestas en [5] de ser
estricta. mondtoma, multiplicativa y continua para
cualquier S, P y @ se reescribirian como:

1. wp(S,i,8) =@ (ezclusidn de milagros)

2. Si P C Q entonces wp(S, i, P) C wp(S,i,Q) (mo-

notonia)

3. (wp(S,i,P) N wp(S5,i,Q)) = wp(S,i,(P N Q))
(multiplicatividad)

4. Si P, C P, C ... es una secuencia creciente en-
tonces

wp(S, i, Pn) = Jwp(S, i, Pn) (continuidad)

Esta propiedad es el correlato de la dada por Dijs-
tra en el capitulo titulado ”On Nondeteterminacy
Being Bounded”. Para establecer la propiedad en
el presente contexto notar que:

e Como | |P, D P,, y teniendo en cuenta
la monotonia se tiene que wp(S,i,||Pr) D
L wp(S,1, P).

e Supongamos que ¢ € wp(S,i,| | P,) enton-
ces S con el indice i debe terminar desde
o. Es decir que el conjunto finito (5,1, o)
estard contenido en || P,, esto permite afir-
mar que existe algiin ¢ tal que (S,1,0) C Py,
mostrando que g € wp(S,i, Py). Por tanto
wp(S, 4, Pa) C Jwp(S,1, Pn).

2.3.3 Transformadores de predicados

Si en la precondicidén débil wp(S, i, R) fijamos S se ob-
tiene una funcién n% : Pred — Pred de forma que

rg(R) = wp(S,i, R)

Teniendo en cuenta las propiedades de las precondi-
ciones débiles en lugar de considerar la coleccién de
funciones continuas 7% de Pred en Pred consideramos
solo aquellas que ademads de ser continuas sean estric-
tas y multiplicativas. Llamaremos a dicha coleccién
PT. A continuacidn introducimos un orden parcial en
PT de la siguiente forma:

”gx C 11'_';2 si y solo si YR € Pred, W:;;,(R) c 7’2, (R)

Con lo cual PT es un conjunto parcialmente ordenado
con las siguinetes propiedades:

2.3.4 Propiedades
1) Su menor elemento es Lpreq pred

2) Si {n%,,7%,,...} es una cadena entonces existe la
menor de sus cotas superiores 7 y viene dada por
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(Ur,)(R) = Un (R)
Demostracién.- Teniendo en cuenta la multiplica-
tividad para cualesquiera @ y R se tiene:

rsi(@NR) = (=5,)@ n R)

| (=%, @ n R))
L|(m5.(@) n =5 (R)
Urs, @) n U, (R)

= 75(Q) Nns(R)

3) Si wfg‘,ngz € PT entonces wgl ° ”g; € PTylo
]
representaremos por g, ..

4) Si 7r"51,7r:;;2 € PT y P,Q@ dos predicados disjuntos
entonces h definido por h(R) = (P N =% (R)) U
(@ N, (R)) es un transformador de predicados
Demostracién.- Es evidente que h es estricta y
continua. Probemos que es multiplicativa

RRNS) = (Pnny (RNS)Nnk (RNS)U
(@n7,(RNS)Nxs (RNS))
= (Pnrs (R)nPNré,(S)U
(PN, (R)NQ N7, (S)) U
@nN=s,(R)NPNTE (S) U
(@N 5, (R)NQ N7k, (S))
= ((PN75,(R)U(@QNTE,(R))N

(Pt (S) u(QN %, (S))
= h(R)Nh(S)

2.3.5 Transformadores del lenguaje

Suponemos que tenemos definidos dos conjuntos:

1. El conjunto de funciones que con un indice 7 trans-
forma un almacén en otro, lo llamaremos Det

2. El conjunto de funciones de los almacenés en BD,
lo llamaremos Test. Necesitamos generalizar el
método por el que representar un predicado par-
cial por medio de dos predicados totales, para ello
proponemos las siguientes definiciones:

Definicién.- Sea r un predicado parcial sobre BD
entonces Vn € D definimos:

true si y solo si 7(z) = (true,n)
re(z) =
false en otro caso



true si y solo si r(z) = (false,n)
r7(z) =
false en otro caso

Por tanto, ¥n € D, podemos considerar los
conjuntos rtr = (r¥e)"l(true) y r~» =
(r=")"!(true). De esta forma: rt» Nr—~ = 0
Vn € D.

Definicién.- Sea r un predicado parcial sobre BD
entonces r es representado por el par de predi-
cados totales (r*,r~), donde r* = |J prt= ¥y
7™ = Upepr™" de formaque r* Nr- =

Con su ayuda construiremos los transformadores de
predicados necesarios para el lenguaje:

Conversién .- Definimos Conv : Deter — TP de la
siguiente forma:

Conv(rs)(R) = (n5)™}(R)
con lo cual Conv(m) € TP
Composicién .- Definimos Comp : TP? — TP por:
Comp(s,,5,) = 75,5,
por lo que Comp(n , %) € TP

Condicional .- Definimos Cond : Test x TP — TP
por:

.

Cond(p, 75)(R) = [ J (p* nn3*(R))
neh

o lo que es lo mismo

Cond(p, 75)(R) = (p* n (| (p*» n =3 (R)))U
neh

(p™ N Lrp(R))
por lo que la propiedad 4) nos asegura que € TP

Iteracién .- Definimos Do : Test x TP —s TP por:
Do(p, 75)(R) = fiz(AQ.(p~ N R)U

e+ n (| e nri™@))))

neD

donde Q € Pred. Su significado es el siguiente:
para p,mg y cualquier R se define la funcién ®p
sobre los predicados por

®r(Q) = (" NR)U(E* N (| (p* N ™ (Q))))
nehD .

275

con lo cual ®f es continua y por tanto tiene un
menor punto fijo Y (®r) = UP%() el cual quere-
mos que sea el valor de Do(p, 7) en R. A partir de
ella construimos Is funcién Dok (p, 7%) : Pred —
Pred por;

Do (p, 75)(R) = h(s)

entonces Do(p, m&)(R) = UDox(p, 7%)(R). Aho-
ra por induccién sobre k es ficil ver que cada
Doy (p, %) € TP. Esto es claro para para k = 0
y para k + 1 se observa que;

Doy 11(p, 75)(R) = ®r(Dok (p, 75)(R)) =

(e~ RPN (7™ (Dox (p, 75) (R)))))
neh

y como tal, por la hipétesis de induccién y la
propiedad 4) Dogy1(p,75) € TP. Por tanto
Do(p,n%) es tambien un transformador de pre-
dicados.

Guarda .- Para dar significado semantico al simbolo
de Dijkstra O, se define una funcién Guarda :
(Test x TP)? —s (Test x TP)

Guarda(< p, wgl >, < q, 7r~';,~2 >)) =
<pVg 2Rt nai M (R)) U
neh
(U e nx™(R)) >
ned

y teniendo encuenta que (p* Ug*)N(p~Ng~) =0
su cuerpo tambien puede escribirse como:

((ptugh)n[ (p*0m (R))U(g*~ il (R))U
nebD
(P~ Ng™) N Lrp(R))

lo que demuestra que Guarda es un transformador
de predicados. Por tanto Guarda es claramen-
te conmutativa; tambien se puede mostrar que es
asociativa, y ademds, usando una notacién obvia:

Guarda(< pl,ﬂgl >,...,< pk,wfgk >) =

<V AR (pfe 0nlN(R) >

1<m<k 1<m<k
- = ned

Por otro lado, Guarda no es absorbente: ya que
Guarda(< p, 75 >, < p, 7§ >) =

<p AR (™ nxsM(R) >
neh

la absorcién es vilida para el par < p, 7% > si

s(i,n)

y solo si U,epms " (R) C pt para cualquier



R. Igualmente, el que podriamos considerar como
elemento anulador

< Ap.false, LTp >
no opera como tal, pues

Guarda(< Ap.(false,n), Lrp >, < p, 75 >) =

<p AR (p+ N M(R) >
neD

2.4 Seméntica denotacional
2.4.1 Algebras semdnticas

Ya hemos sefialado los distintos dominios semanticos
sobre los que vamos ha realizar los cilculos, NID, BD,
varibles, X, etc y como los posibles resultados pertene-
ceran a P(X), utilizaremos los operadores {|-} y & (Ver
apéndice A). Como hacemos uso del ” A-cilculo_b” (Ver
apéndice B) hemos de considerar que cada vez que ha-
blemos de funciones estas deberan llevar siempre un
grado, y en el caso que dicho grado sea el neutro N de
s lo omitiremos, por ejemplo en los elementos p € T,
que debemos considerarlo como (p,N). El indice que
hemos introducido para que refleje el grado con el que
estamos trabajando, ya que no es un elemento del ” A-
célculob”, lo sustituimos por una familia de funciones
I = (\z.z,q), donde g € D.

De las operaciones que se relizan en los dominios
semanticos solo necesitamos definir mod.alm y ®:

mod.alm : Var s ND X 5 ¥

mod_alm = (AjAnAp.[j — n]p, N)

donde N es el neutro de s, y ademds admitimos que:
(Ij = nlp, ) se escriba como ([j  (n, 9)]p, N))

®: ((I xX) = P(E) x ((IxZ)—=PE) -
(I x £) - P(E)

f1 ® fa = (Ao cases o of
g EX > fao)
le=46- {5}
end)*(f1)

2.4.2 Funciones de valuacién
S:S I xI)—>PE)
S[[S1:S2]] = S[[S1]] ® S[[S:]]
S[[skip]) = A(e, p)-{Ipl
S[[abort]] = A(¢, p)- {6}
S[[v:=E]] = A(s, p).
{{(mod_alm [[v]} (£[[E]]p) (¢ p))}
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Slcase G esac]] = A(s, ).
TIGllp — Gl[GII(e,p) [ {16
S[ldo G od]} = fiz(Af.A(s, p).
TGllp = (GG ® f)(e,p) O D)
T:G—>XL—>BD

TI[G1 0 Go]] = Ap. (T{[Ga]lp A T([G2]lp)
TI[B — S]] = B[[B]]

G:G=>(IxXZ)—=P(T)

G([G1 O Ga]] = A4, p).
Gl[G1ll(, p) ¥ G[[Gall(v, p)
G{[B — S1] = A(4, ).
let (Az.z,g) =¢in
let (b,h) = B[[B]]p in
cases b of
true — S[[S])((Ae.z, s(g, h)), p)
[l false = @

end

&€ : Fepr - ¥ - ND

g[[El op Eg]] = /\p.
let (nl, dl) = g[[Ell]p in
let (n2,d2) = E[[E2]]p in
(n1 op na, S(dl, dz))
E[[T]] = Ap. acces [[I]] p
E[[(n,d)}] = Ap. (n,d)

B:BEzpr —+ ¥ — BD

B[[(true,d)]] = Ap. (true,d)
B[[(false,d)]] = Ap. (false,d)
B[[E; rel Eo]] = Ap.
let (ny,d;) = E[{E1]]p in
let (ng, ds) = E[[Es]]p in
(n1 rel na, S(dl, dz))
B[[B;, Bop B:]] = Ap.
let (bl, dl) = B[[Bl]]p in
let (bz, d2) = B[[Bg]]p in
(b1 Bop b3, 5(d1, d2))

3 Conclusiones

Partienedo del conjunto totalmente ordenado ID, he-
mos construido los dominios no planos, ND y BD, y
para manejarlos hemos disefiado un lenguaje del cual
se dan las semanticas operanional, axiomadtica y de-
notacional. Nos quedan por realizar, entre otras, las
siguientes tareas:

Ampliar los tipos de datos incluyendo variables
linguisticas

Introducir funciones y procedimientos

Permitir la definicién de tipos



Permitir la definicién de la légica que se ha de
utilizar

Apéndices
A Los Dominios Potencia

Necesitamos una nueva herramienta para dar cuenta
del paralelismo del lenguaje, ya que la respuesta de un
programa no serd un iunico elemento de un dominio
determinado, sino un conjunto de elementos del domi-
nio, por ello hemos de considerar los dominio potencia
y las operaciones definidas sobre él plot.

Para el dominio A el constructor P(.) crea el domi-
nio P(A), una coleccién cuyos miembros son conjuntos
X € A. Las operaciones asociadas, en las que estamos
interesados en su continuidad son:

1. ¢ : P(A), una constante que denota el menor ele-
mento de P(A)

2. {lz} : A — P(A) que aplica su argumento a € A
en el conjunto {a}

3. - " . P(A) x P(4) — P(A) la operacién
unién binaria que combina sus dos argumentos
M = {ag,a1,...} y N = {bo, b1,...} en el conjun-
to MUN = {ag,al,...,bo,bl,...}

4. Para g : A = P(B) existe una \nica operacién
gt : P(A) - P(B) tal que para cualquier M €
P(A), g% (M) = U{f(m)|m € M}

Para cualquier conjunto S, sea P;(S) el conjunto de
los subconjuntos finitos no vacios de S.

Definicién.- Dado un conjunto parcialmente ordena-
do (A, C), definimos un preorden sobre P;(A) como
sigue:

1. uC, vsiysolosi (Ve € u)(3y € v) talquez C y
2. u By vsiysolosi (Vye€v)(3z €u)talquez Cy

3. uCgvsiysolosiuCyvyulyw

Si D es un dominio, entonces sea C(D) es el dqminio
de ideales sobre (P}(K(D)),C3). Llamaremos a C(D)
el dominio potencia convexo de D. Similarmente se
define el dominio potencia superior U(D) y el dominio
potencia inferior L(D) los dominios de ideales sobre
(P}(K(D)),Ey) y (P}(K(D)), Ca) respectivamente
Las operaciones anteriormente enumeradas se definen,
tomando como referencia al dominio potencia convexo,
de la siguiente forma:
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1. Si z € D, definimos
{z} = {u € P}(K(D)) | u Ca {a}}

para algin compacto a C z. Esto forma un ideal,
y {- [} : D = C(D) es una funcién continua.

2. Si s,t € C(D) se define una operacién binaria
sUt={w|w C2 uUv paraalginu€syv €t}

Este conjunto es un ideal, y la funcién &: C(D) x
C(D) = C(D) es continua.

3.8 g : D —» E es continua se puede definir
una funcién continua gt definiendo una funcién
mondtona de los elementos compactos de C(D)
en C(E). Sea s =| u el ideal principal generado
por un subconjunto finito no vacio u € K(D). Sea
g(u) = {g(a) | a € u}. Entonces

gt (s) ={v € P}(K(E)) | v Cag(u)}

para algin v € s

Definiciones similares pueden hacerse para los domi-
nios potencia superior e inferior.

Dados los operadores {| - [} y U, se puede decir que
un punto z € D es un ’elemento’ de un conjunto s
en el dominio potencia de D si {lz} ¥s = 5. Si s
y t pertenecen al dominio potencia de D, entonces s
es un ’subconjunto’ de ¢ si s & = t. Como es natu-
ral estas relaciones ’elemento’ y ’subconjunto’ tienen
diferentes propiedades en los tres dominios potencia.
Incluso puede ocurrir que s sea un subconjunto de ¢
sin darse el caso que s C t.

B El )-cdlculo_B

A fin de introducir el concepto de conjunto borroso en
el lambda célculo en [11] se intrroduce el concepto de
A-término_b, formado por un par, cuya primera com-
ponente es un A-término cldsico y cuya segunda com-
ponente es un elemento de un conjunto D. Como con-
secuencia se reformula la sustitucién y la B-reduccién,
para dar cuenta de como se manipulan adecuadamente
las etiquetas. Si por ejemplo (Ax.(Ac), a) y (B,b) son
dos de tales A-términos_b entonces (Ax.(A,c), a)(B,b)
= ([B/x]A, s(a,s(b,c))) donde s es una operacién bi-
naria con las siguientes propiedades:

- Debe tener un neutro
- Debe ser asociativa

- Debe ser conmutativa

en particular si D = [0,1] s puede ser cualquier t-
norma o t-conorma.
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Resumen

En este trabajo se extienden los conceptos de fun-
cion de distribucidén y de mediana a los casos de
conjuntos aleatorios y de variables aleatorias difu-
sas. Se mostrardn importantes propiedades, asi co-
mo la relacién existente entre ambos conceptos.

1 Introduccién

Frecuentemente se obtienen mediciones imprecisas
en la percepcién de caracteristicas de los individuos
resultantes de un experimento aleatorio.

En general, un experimento aleatorio serd descri-
to por un espacio probabilistico, (2, 4, P) , donde
2 es el conjunto de todos los posibles resultados
o individuos de la poblacién, A es una o-dlgebra
definida en 2 y P es una distribucién de probabi-
lidad. Representaremos por medio de una variable
aleatoria, Uy : @ — Q' , cierta caracteristica de
los elementos del espacio muestral, donde Q' es el
conjunto de posibles valores o modalidades de la
caracteristica. En el caso en que la medicién obte-
nida no sea precisa, no conocemos el valor exacto,
Uo(w), de la caracteristica para el individuo w. Lo
tinico que sabemos es que dicho valor pertenece a
un subconjunto de 2’ que denotaremos por I'(w).
Asi, podemos definir una aplicacién multivaluada,
I':Q — P(Q') , que representard la percepcién
imprecisa de la variable aleatoria Up : @ ~—
, @ la que, siguiendo la notacién establecida por
los autores Kruse y Meyer[9], lamaremos variable
aleatoria original. Diremos que I es un conjunto
aleatorio [10],[1] si, ademads, cumple la condicién de
medibilidad fuerte[11):

IMA)={we|TW)NA#£0}c 4, VAc A

Tal como sefialan los autores Kruse y Meyer[9], en
algunas ocasiones es conveniente modelar la per-
cepcién imprecisa de una variable aleatoria me-
diante una variable aleatoria difusa, en lugar de
utilizar un conjunto aleatorio. Asi, representa-
remos nuestro conocimiento acerca de la varia-
ble “original” Up mediante una aplicacién X

2 — P(Q) . El grado de pertenencia de
un valor w’ € Q' al conjunto difuso X(w) indi-
card el grado de aceptabilidad de la proposicién:

“Uo(w) - wl”

Una variable aleatoria difusa(12],(14] es una apli-
cacién que toma como valores subconjuntos difusos
del espacio final y cumple determinada condicién
de medibilidad. Las definiciones dadas por los dis-
tintos autores difieren en la naturaleza del espacio
de llegada y en la condicicién de medibilidad exi-
gida. En este trabajo, consideraremos la condicién
de medibilidad fuerte para las aplicaciones a-corte.

Se han realizado multitud de estudios acerca
de conjuntos aleatorios y variables aleatorias di-
fusas. Nosotros, en trabajos anteriores [4],{3] he-
mos generalizado el concepto de probabilidad in-
ducida por una variable aleatoria a los casos de
conjuntos aleatorios y de variables aleatorias di-
fusas. Una primera solucién del problema para
el caso de conjuntos aleatorios podria haber sido
dotar al conjunto P(Q'), o bien, a una subclase
C C P(Q'), de estructura de espacio medible y de-
finir la probabilidad inducida por la aplicacién me-
dible I' : @ — P(£') en el espacio medible (C, Ac)
de la forma PoI'~!: A¢ — [0, 1]. Lo mismo se po-
dria decir para el caso de variables aleatorias difu-
sas. La resolucién del problema de esta forma seria
bastante sencilla. Pero, como se comprueba en (3],
esta generalizacién del concepto de probabilidad in-
ducida no es adecuado para nuestros propdsitos.
En aquellos trabajos [4],[3], definfamos la “envol-
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vente probabilistica” inducida por una aplicacién
multivaluada, ' : @ — P(Q') , de un conjun-
to medible, 4 € A', como el menor conjunto al
cual pertenece con seguridad el valor Py,(A). Es-
te concepto estd estrechamente relacionado con las
probabilidades imprecisas {15], las capacidades de
Choquet [2], las medidas difusas, los conjuntos con-
vexos y no convexos de probabilidades, las proba-
bilidades superiores e inferiores [5], y la teoria de
la evidencia [13], tal y como se muestra en [4],[3].
Después extendiamos el concepto al caso de las va-
riables aleatorias difusas. Para una variable aleato-
ria difusa, X : @ — P(Q') , la envolvente proba-
bilistica de un conjunto medible, A € A', estd aso-
ciada a un subconjunto difuso del intervalo [0, 1],
que representa nuestro conocimiento acerca del va-
lor Py, (A). El grado de pertenencia de un determi-
nado valor p € [0, 1] a dicho conjunto difuso repre-
senta el grado de aceptabilidad de la proposicién:
“ p coincide con el valor Py, (4)"
Con el esquema que acabamos de presentar, nos re-
sultard sencillo definir la “envolvente de la funcién
de distribucién” tanto para el caso de conjuntos
aleatorios como para el caso de variables aleatorias
difusas. Existen algunos estudios acerca de la de-
finicién de algunos pardmetros de variables aleato-
rias difusas, como la esperanza [1],[12] y la varianza
de conjuntos aleatorios y variables aleatorias difu-
sas. En la idltima seccién del trabajo extendere-
mos el concepto de mediana al caso de conjuntos
aleatorios y, después, al caso de variables aleatorias
difusas. Definiremos la mediana de una aplicacién
multivaluada como el menor conjunto que incluye
con seguridad al intervalo mediano de la variable
aleatoria original, Up, teniendo en cuenta la infor-
macién disponible. Ademds comprobaremos que,
en ciertos casos, también se puede definir a par-
tir de la envolvente de la funcién de distribucién.
Por iltimo extenderemos el concepto de mediana al
caso de variables aleatorias difusas y mostraremos
algunas propiedades.

2 Conceptos preliminares

2.1 Envolvente probabilistica de
conjuntos aleatorios

Sea (2,4, P) un espacio probabilistico asociado
a un determinado experimento aleatorio. Sea
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(', A") un espacio medible y sea T' : @ — P(Q)
una aplicacién multivaluada que representa la ob-
servacién imprecisa de una aplicacién medible, Uy :
Q — Q. Llamamos (3],[4] envolvente probabilistica
inducida por T a la aplicacién Pp : A — P[0, 1]
dada por:

Pr(A) = {Py(A) |U € C(I)}, VA€ A,

donde C(T') = {U :  — Q' medible U(w) €
T'(w) c.s.(P)}-

Dicho de otra forma, la envolvente probabilistica
de un conjunto medible, A € A’ es el menor sub-
conjunto del intervalo [0, 1] al cual sabemos con
seguridad que pertenece el valor Py (A), teniendo
en cuenta la informacién disponible. A cada va-
riable aleatoria, U € C(T') la lamaremos variable
aleatoria contenida en I' o bien seleccidn medible
de T, siguiendo la notacién establecida por otros
autores[1],[9].

La probabilidad inducida por Up de un conjun-
to medible A € A’, Py, (A) estd comprendida en-
tre dos cantidades denominadas por Dempster [5]
probabilidad inferior y probabilidad superior, cuya
definicién solamente tiene sentido si la aplicacién T
es fuertemente medible.

En el caso en que se cumpla la condicién I'(w) #
§ Vw € 0, las probabilidades superior e infe-
rior vendrdn dadas por las cantidades P*(A4) =
P(T*(A)) y P.(A) = P(T.(A4)), donde I'*(A4) =
{weQ|Tw)NAd #£ 0}y Tu(4) = {w € Q|
I'(w) € A}, VA € A’ respectivamente. En ese ca-
so, es evidente que el conjunto Pp(A) estd incluido
en el intervalo [P,(A), P*(A)]. La otra inclusién
no es, en general, cierta. Algunos autores repre-
sentan el conocimiento acerca de la verdadera pro-
babilidad Py,(A) por medio del intervalo citado.
Esto resulta claramente mas operativo que el tra-
bajo con el conjunto Pp(A). Pero puede ocurrir
que dicho intervalo no sea suficientemente preciso.
Por una parte, sabemos que los valores P*(4) y
P,(A) acotan el conjunto Pr(4), pero, en princi-
pio, no sabemos si coinciden con el supremo y el
infimo. En (3] se comprueba que, bajo condiciones
bastante generales, las cotas dadas por Dempster
son precisamente el supremo y el infimo del conjun-
to Pp(A). Por lo tanto, el primero de los problemas
queda solucionado en un caso bastante general. Por
otra parte, el conjunto Pr(A) no es necesariamen-
te convexo. Dado que lo dnico que nos interesa



conocer en realidad es una cota superior y otra in-
ferior para el valor Py,(A), podriamos pensar que
la sustitucién del conjunto Pr(A) por su envolvente
convexa, co[Pr(A)] no produce ningiin cambio im-
portante. Nosotros{3] hemos comprobado que, en
ciertos casos, la sustitucién del conjunto Pr(A) por
co{Pr(A)] lleva a resultados no deseados. No obs-
tante, en [3] se comprueba que, cuando el espacio
inicial, (2, A, P), es no atémico, la envolvente pro-
babilistica de cualquier conjunto medible, Pr(A) es
un subconjunto convexo del intervalo [0, 1].

2.2 Envolvente probabilistica de va-
riables aleatorias difusas

Sea (2, A, P) un espacio probabilistico asociado
a un determinade experimento aleatorio. Sea
(2, A’) un espacio medible y sea Up : @ —
una variable aleatoria que representa cierta carac-
teristica de los elementos del espacio muestral. Su-
pongamos ahora que la medicién imprecisa de dicha
caracteristica viene representada por medio de una
aplicacién definida en Q y que toma valores difu-
sos, X : 1 —» P(Q') . Dicha aplicacién define,
para cada elemento w € Q, una funcién B () que
asocia a cada elemento w' € ' un valor entre 0
y 1. Este valor puede interpretarse como el gra-
do de confianza o aceptabilidad de que la variable
aleatoria desconocida tome el valor w’.

Definicién 2.1 Sea (2,4, P) un espacio proba-
bilistico. Sea (9, A’) un espacio medible. Consi-
deremos una aplicacion X : 9 —» 73(9’) que toma
valores difusos. Llamamos envolvente probabilistica
de X a la aplicacidn Pz : A" — G0, 1] dada por:

Pz(A)(e) = PJ?,(A) YAe A, Vae0,1)].

-La justificacién de esta definicién se puede en-
contrar en [3]. En situaciones bastante genera-
les, el conjunto difuso asociado al conjunto gradual

P)-{-(A) viene dado por la funcién de pertenencia:

”F;(A)(P) =sup{uzU) [U:Q — Q'
3V =U cs.(P) v.a. Py(A) = p}.

donde pz(U) := inf,eq ,u;(-(w)U(w) y se puede in-
terpretar como el grado de aceptabilidad de que U
sea la verdadera variable aleatoria que rige el expe-
rimento.
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De esta forma, se puede entender el grado de per-
tenencia B5.q A)(p) como el grado de aceptabilidad

de que p sea el verdadero valor de probabilildad del
suceso A, Py, (4).

Algunos autores sefialan que, para que un con-
Jjunto difuso definido en IR sea la representacién
imprecisa de un nimero real debe cumplir algunas
propiedades adicionales. De un resultado mencio-
nado en la seccién anterior deducimos ficilmente
que, cuando el espacio inicial es no atémico, los
conjuntos difusos Pz(A) son nimeros difusos [8].

En (3] se recogen algunas otras propiedades im-
portantes de la envolvente probabilistica de varia-
bles aleatorias difusas.

3 La funcién de distribucién

Como sefialibamos en la introduccién, en este con-
texto resulta sencillo definir la envolvente de la fun-
cién de distribucién de aplicaciones multivaluadas
y de aplicaciones que toman valores difusos.

La funcién de distribucién de
conjuntos aleatorios

3.1

Definicién 3.1 Sea (92,4, P) un espacio proba-
bilistico. SeaT : @ — P(R ) una aplicacidn mul-
tivaluada que representa la observacion imprecisa
de una aplicacidn medible, Uy : @ — IR. Llamare-
mos envolvente de la funcidn de distribucidn de T
a la aplicacion Fp : R* — P([0,1]) definida de la
forma:

Fr(z) := Pp((o0,z)) = {Fy(z) |[U € C(T)},Vz € R

Con otras palabras, F1(z) es el menor conjunto
que contiene al valor Fy,(z), teniendo en cuenta
solamente la informacién de la que se dispone.

Ejemplo: Sea I' : @ — P(IR) una aplicacién
multivaluada fuertemente medible, de manera que
I'(w) es un intervalo cerrado, para todo elemen-
to del conjunto 2. Se puede comprobar que las
aplicaciones f*, f, : @ — P(IR) definidas como
fiw) = inf T'(w), f*(w) = supT(w), Yw € Q son
variables aleatorias y que la envolvente de la fun-
cién de distribucién de T' en un punto z € R es el
conjunto compacto:

Fr(z) ={P(C) | C € A,(f") }(—o0,2]C C
C (fo) ' (=00, 2]}, Yz € R



Si, ademds el espacio inicial, (2, 4,P) , es no
atémico, la envolvente de la funcién de distribucion
en un punto queda determinada por sus valores ex-
tremos:

Fr(z) = [Fy-(2), F1.(2)], Yz € R,

lo cual es mucho mds operativo.

En esta seccién mostraremos algunos resultados
relacionados con el concepto que acabamos de de-
finir. La mayor parte de ellos se pueden extender a
IR™, si bien las demostraciones son mds largas.

A continuacidén expondremos algunas propieda-
des de la envolvente de la funcién de distribucién
que generalizan las propiedades de la funcién de
distribucién de una medida de probabilidad en IR.

Proposicién 3.1 Sea (2, A4, P) un espacio proba-
bilistico. SeaT : Q@ — P(IR) un conjunto aleatorio
(aplicacién multivaluada fuertemente medible). Se
cumplen las sigutentes propiedades:

1. Dados dos nimeros z1,22 € IR tales que z; <
z3 se cumple:

e Sia € Fr(zy), entonces eziste b > a tal
que b € Fp(z3).

e Si b € Fp(zz), entonces eziste b > a tal
que a € Fp(z,).

2. 5i T estd acotado superiormente c.s.(P) en-
tonces limg, o dgr(Fr(z), {0}) =0

3. 5iT estd acotado inferiormente c.s.(P) enton-
ces img o0 dy(Fr(z), {1}) =0

4. S5iT(w) es un conjunto compacto para todo w €
0, entonces: limg o dy(Fr(z), Fr(a)) = 0

Un resultado bien conocido en el cilculo de pro-
babilidades es que la funcién de distribucién de una
variable aleatoria es, a su vez, una aplicacién me-
dible. En el siguiente resultado veremos que, bajo
condiciones bastante generales, la envolvente de la
funcién de distribucién de un conjunto aleatorio es,
también, una aplicacién multivaluada fuertemente

medible.

Proposicién 3.2 Sea (2, A, P) un espacio de pro-
babilidad. Sea T : @ — P(IR) un conjunto aleato-
rio de forma que T'(w) tiene mdzimo y minimo para
todo w € Q. Entonces Fr : R — P([0,1]) es una

aplicacion multivaluada fuertemente medible en el
espacio completado, (IR,Br, ARr) y odemds Fr(z)
es un conjunto compacto, para todo valor real .

3.2 Lafuncién de distribucién de va-
riables aleatorias difusas

La envolvente de la funcién de distribucién se puede
generalizar de forma sencilla al caso de variables
aleatorias difusas.

Definicién 3.2 Sea (2, A, P) un espacio proba-
bilistico. Sea X : @ —» 'F-"(R) una aplicacién que
toma valores difusos y que representa la observa-
cion imprecisa de una aplicacién medible, Uy : @ —
IR. Llamaremos envolvente de la funcidn de distri-
bucién de X a la aplicacién Fz : R — G([0,1})
definida de la forma:
Fz(z)(a) = F)?ﬂ(:c), Vze R, Vae[0,1]

donde G([0, 1] representa la clase de los subconjunto
graduales del intervalo (0, 1].

Un conjunto gradual [6] es, simplemente, una fami-
lia decreciente de conjuntos con indices en el inter-
valo [0, 1]. ({A(@)}acjo,1) tal que & > 8 = A(a) C
A(B)). Todo conjunto gradual estd asociado a un
iinico conjunto difuso [6]. La interpretacién de es-
ta definicién es la siguiente: si, para cada variable
aleatoria, U : @ — IR, definimos el “grado de acep-
tabilidad de que U sea la variable aleatoria original
Uy” de la forma:

“f(U) = 32% P’j{'(u)U(w)9

tenemos que U € C(X,) si el grado de aceptabili-
dad de que U coincide con la variable aleatoria ori-
ginal es mayor o igual que a. Asi, podremos decir
que el grado de aceptabilidad de que Fy(z) coinci-
da con Fy,(z) es mayor o igual que a y, por tanto,
pertenece al conjunto Fz(z)(a).

Segiin un resultado andlogo mostrado en la sec-
cién 2, la funcién de pertenencia del conjunto difuso
asociado al conjunto gradual F(z) tiene la expre-
sién:

pF;(:)(p) = sup{p.)—(-(U) [3V:Q— Rv.a.
V =U cs.(P) Fy(z) =p}
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Segin esta construccién, si denotamos por fi(z)
el conjunto difuso asociado al conjunto gradual
Fz(z), el grado de pertenencia de un nimero p €
[0,1] a dicho conjunto difuso, p;~(z)(p) represen-

tard el grado de aceptabilidad de la proposicién:
“p = FUO(Z)”

Los autores Kruse y Meyer[9] definen la fun-
cién de distribucién de una variable aleatoria difu-
sa de forma parecida, aunque existen algunas di-
ferencias notables. En primer lugar, ellos supo-
nen que, para cualquier caracteristica de los in-
dividuos de una poblacién, existen dos espacios
probabilisticos, (2,4, P) y (', A, P’) de forma
que, para todo valor A € [0, 1], existe algin con-
junto A’ € A’ de manera que P'(4') = Ay la
variable aleatoria que representa la caracteristica
citada, Up, estd definida en el espacio producto,
(1xQ, A® A, P x P'). También exigen que la va-
riable aleatoria difusa que representa la medicién
imprecisa de la caracteristica tenga a-cortes con-
vexos, es decir, Xq(w) = [X(w)]}[*] ha de ser un
conjunto convexo, para todo elemento w € Q y pa-
ra todo o € [0,1]. Los autores exigen todas estas
condiciones para que la funcién de distribucién apli-
cada a un punto sea un subconjunto difuso convexo
de R (mimero difuso [8]). Nosotros creemos que,
en muchas ocasiones, no tiene sentido considerar un
espacio inicial de la forma citada. En esos casos, la
sustitucién de Fj?(.'c) por el conjunto difuso convexo
asociado puede llevar a resultados muy diferentes.
Por otra parte, los autores definen la funcién de
disribucién directamente, sin extender previamen-
te el concepto de probabilidad inducida al caso de
variables aleatorias difusas. Ademds, teniendo en
cuenta un resultado citado en la seccidén 2, se pue-
de comprobar que, cuando el espacio inicial es no
atémico, los valores que toma la aplicacién F3 son
nimeros difusos, es decir, que sus a- cortes son con-
Juntos convexos. Con este resultado vemos que no
es necesario que los conjuntos X, (w) sean convexos
para que los conjuntos difusos ﬁp(z) sean convexos,
tal como exigen los autores Kruse y Meyer [9].

En el resultado siguiente, veremos que la envol-
vente de la funcién de distribucién de una variable
aleatoria difusa con a-cortes compactos es también
una variable aleatoria difusa con a-cortes compac-
tos.

Proposicién 3.3 Sea (R, A, P) un espacio proba-
bilistico no atdmico. Sea X : @ — P(R) una va-

riable aleatoria difusa de forma que )?a(w) es un
conjunto compacto, para todo w € R, para todo

€ (0,1]. Sea Fz : R — G([0,1]) la envolven-
te de las funcion de distribucidn de X. Para cada
valor z € IR, denotemos por Fx(z) el conjunto di-
fuso asociado al conjunto gradual Fz(z). Entonces

la aplicacion Fy es una variable aleatoria difusa.

Ademds [f)?(:z:)][“] es un conjunto compacto para
todo z € IR, para todo a € (0, 1].

4 La mediana

4.1 La mediana de conjuntos aleato-
rios

Dado un espacio probabilistico , (2,4, P) , y una
variable aleatoria real definida en él, Uy : 2 — IR,
se define el intervalo mediano de Uy de la forma:

Me(Uo) = {z € R| Fy,(z7) <1/2 < Fy,(z)}

Definiremos la mediana de una aplicacién multiva-
luada como la unién de los intervalos medianos de
todas las selecciones medibles de I':

Definicién 4.1 Sea (R, A, P) un espacio de pro-
babilidad. Sea T : @ — P(IR) una aplicacién mul-
tivaluada definida en Q. Se llama envolvente de la
mediana de ' al conjunto:

Me(I‘) = UUEC(F)MC(U) =
{t e R|3U €C(T), = € Me(U)}

Segin esta definicién, la envolvente de la media-
na de T’ es el menor conjunto que incluye con segu-
ridad al intervalo mediano, teniendo en cuenta la
informacién disponible.

Tal como senaldbamos en la introduccién, vere-
mos que, bajo ciertas condiciones, la envolvente de
la mediana se puede expresar a partir de la envol-
vente de la funcién de distribucién. Tal como he-
mos definido la envolvente de la mediana, resulta
sencillo comprobar que estd incluida en el conjunto:

{ € R|3Ja,b& Pr(~0c0,z], a < 1/2 < b}

A continuacién se muestra que, bajo ciertas con-
diciones, ambos conjuntos coinciden. Ademas se
puede comprobar que el conjunto anterior es con-
vexo. Por tanto, en esas condiciones, la envolvente
de la mediana quedard determinada por sus valores
extremos.

283



Proposicién 4.1 Sea (2, A, P) un espacio de pro-
babilided. Sea ' :  — P(IR) una aplicacidn
maultivaluada definida en Q, de manera que I'(w)
es un conjunto convezo para todo w € (2, o bien,
(R, A, P) es un espacio no atémico. Entonces:

Me(T) = {z € R |3a,be Po(~o0,z], a< % <5

En ese caso, Me(T') es un intervalo real.

4.2 La mediana de variables aleato-
rias difusas

Podemos generalizar el concepto de mediana al caso
de variables aleatorias difusas.

Definicién 4.2 Sea (Q, A, P) un espacio de proba-
bilidad. Sea X : Q@ —» 'ﬁ(m) una aplicacién mul-
tivaluada definida en Q. Se llama envolvente de la
mediana de X al conjunto gradual Me(X) definido
de la forma:

Me(X)() := Me(Xa), Va €[0,1]

La interpretacién de esta definicién es similar a la
de la funcién de distribucién. Si, para cada varia-
ble aleatoria, U : 2 — IR, tenemos que el “grado
de aceptabilidad de que U sea la variable aleatoria
original Uy” de la forma:

pz(U) = inf pg  UW),

tenemos que U € C()?,,) si el grado de aceptabi-
lidad de que U coincide con la variable aleatoria
original es mayor o igual que a. Asi, podremos de-
cir que el grado de aceptabilidad de que un valor
perteneciente al conjunto Me(U) pertenezca al con-
Jjunto Me(Up) es mayor o igual que a y, por tanto,
pertenece al conjunto Me(X)(a).

La expresién de la funcién de pertenencia
del conjunto difuso asociado al conjunto gradual

Me(X) es la siguiente:
pm(}?)(z) = sup{pz(U) t.q.
AV =Ucs. (P),z€ Me(V)}

Asf, ym(f)(z) se puede entender como el grado de
aceptabilidad de la proposicién

Me(Up) ==z

El conjunto difuso m()? ) serd un ndimero difuso

bajo condiciones andlogas a las de la proposicién
4.1.
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Resumen

La base de reglas que representa el
conocimiento en un controlador difuso puede
contener deficiencias estructurales que se
traduzcan en un comportamiento inadecuado
o ineficiente. En el presente trabajo se pro-
pone un método para detectar contradic-
ciones en dicha base de reglas, integrando en
el concepto de contradiccién una componente
gradual. El método permite aprovechar la
simetria presente en la base de conocimiento
de un gran ndmero de controladores difusos
(como los PD y PI), al hacer uso de ella para
conducir al experto en la bisqueda de posi-
bles errores tanto en la definicién de las reglas
como en la definicién de los dominios difusos
asociados a las variables de estado y control.
Se ilustra el método con un ejemplo.

1 Introduccidén

La verificacidn y validacion de sistemas es una etapa
clave para asegurar la utilidad y fiabilidad de los mis-
mos. Esto hace que la existencia de herramientas que
ayuden a esa tarea sea indispensable para el desa-
rrollo de cualquier sistema, para poder asi contrastar
la solucidn obtenida con una serie de requerimientos
que establezcan su validez. Las herramientas de veri-
ficacién y validacidn de software tradicionales han dis-
minuido su eficacia a medida que los sistemas sobre los
que actian han ido aumentando su complejidad.

Este es el caso de los sistemas basados en el
conocimiento [3]. Los sistemas expertos, sistemas
de apoyo para la toma de decisiones, sistemas de
control automadtico y cualquier otro que explote un
conocimiento que le ha sido transferido mediante algiin
mecanismo, posee unas caracteristicas que hace que las

*Correspondencia a Dr. J.M. Zurita
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herramientas clasicas sean insuficientes para asegurar
su correcién. Una de las principales es la existencia
de una importante dosis de subjetividad e imprecision
inlierente al propio conocimiento experto.

Los sistemas basados en el conocimiento pueden ence-
rrar distintos tipos de anomalfas estructurales que
los hagan inconsistentes o incompletos, tales como
redundancia, circularidad, deficiencia o ambivalencia
[8][6][7][10). La tarea de verificacién debe ser capaz
de detectar tales anomalias y proporcionar los medios
apropiados para que el ingeniero del conocimiento o
el experto puedan subsanarlas. Adn mds, una he-
rramienta de verificacidén del conocimiento puede pro-
porcionar al experto que lo aportd informacidn sobre
su estructura o el modo en que hace uso de él.

La siguiente seccidn introduce someramente el con-
cepto de controlador difuso y sus ventajas respecto a
los controladores tradicionales. En la seccidn tercera se
describe una medida que permite verificar la existencia
de un importante tipo de anomalias en cualquier base
de conocimiento: las contradicciones. En la seccién
cuarta se expone un mecanismo para el andlisis de
las contradiciones sobre la totalidad de la base de
conocimiento empleando la medida anterior y para la
transferencia al experto de los resultados del analisis.

2 Controladores difusos

La teoria del control automadtico es una disciplina en-
caminada a disenar herramientas capaces de gobernar
el comportamiento de un proceso mediante el andlisis
de su estado y la aplicacién como resultado de una
accién sobre el mismo para que alcance el compor-
tamiento deseado. Con ese fin, los controladores ob-
tienen la informacién a través de una o mas variables
de estado o de entrada y, en base a éstas, establecen el
valor de la variable de control o de salida, como puede
verse en la figura 1.

Tradicionalmente, la teoria de control se ha venido
abordando desde el punto de vista de la ingenieria
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Figura 1: Esquema general de control

de sistemas. Sin embargo, este enfoque es incapaz de
tratar de forma directa sistemas que integren algunas
caracteristicas a menudo presentes en el mundo real,
tales como sistemas dinamicos, sistemas sometidos a
perturbaciones, sistemas flexibles y, en general, sis-
temas no lineales [4]. Ademds, requieren la obtencién
de un modelo matematico que describa el sistema a
controlar, lo cual, en muchos casos, es inviable.

Los sistemas basados en el conocimiento han surgido
como una alternativa al enfoque tradicional que a
menudo permite superar las deficiencias de las que
adolece éste. Surgen asi los controladores basados en
el conocimiento, dentro de los cuales los controladores
difusos estan cobrando cada dia mayor importancia
tanto desde el punto de vista cientifico como desde el
tecndlogico e industrial.

Un controlador difuso emplea la légica difusa [12] para
el tratamiento del conocimento. Para ello, hace uso
de una base de conocimiento que representa a través
de un conjunto de reglas difusas. Cada regla posee
un antecedente que indica la situacién en la que dicha
regla debe aplicarse mediante la asignacién de una res-
triccién difusa a cada una de las variables de estado y
un consecuente donde se expresa la accién a realizar
mediante la aplicacién de una restricciéon difusa a la
variable de control. Es decir, cada regla serd de la
forma:

R :if X1 is A} ; and ... and X, is A}, then Y is Bj
donde X; son las variables de estado, Y es la variable
de control y toman sus valores difusos de los conjun-
tos {4j1,..., Ajp;} ¥ {B1,..., By} definidos sobre los

dominios U; y V, respectivamente.

El tratamiento del conocimiento expresado en una
base de reglas requiere la utilizacién de un mecanismo
de inferencia. En control, habitualmente se emplea
la composicién sup-min en combinacién con la impli-
cacién de Mamdani [5]. Una mayor profundizacién
en el campo de los controladores difusos puede encon-
trarse en [2] y [11].

3 Grado de contradiccién entre reglas

La posibilidad de generar contradicciones ha consti-
tuido desde siempre un tipo de anomalia inaceptable
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en cualquier base de reglas clasica. En la lgica de
predicados, dos reglas son contradictorias si sus an-
tecedentes son idénticos y sus consecuentes contrarios.
En el caso de la légica difusa, la contradiccién no puede
medirse en términos absolutos, sino que, en consonan-
cia con la naturaleza difusa inherente a esta ldgica,
estd sujeta a una graduacién.

En un reciente trabajo [1] se presenta una medida
que permite establecer el grado de contradiccién entre
pares de reglas difusas. Para ello, modifica el concepto
clasico de contradiccidn integrando en él las nociones
de similitud y disimilitud entre valores difusos.

La idea principal consiste en considerar en qué medida
los antecedentes de las reglas en estudio son idénticos v
los consecuentes contrarios. Dos reglas con los mismos
antecedentes serdn tanto mds contradictorias cuanto
mas distintos sean sus consecuentes. Por otro lado,
dados dous pares de reglas con el mismo grado de disi-
militud entre sus consecuentes, sera mas contradictorio
aquél formado por reglas con antecedentes mds simi-
lares.

Para la obtencién del grado de disimilitud entre los
consecuentes difusos B* y BY se hace uso de la distan-
cia media [9] que, tras ser normalizada, proporciona
un valor dy entre 0 y 1. Es decir,

. . i Bi
dn (B, g1y = 4B B)
dmax
donde
d(B* Bj) = ZZ"D%EV v ~ UZIinr[“Bi(vl)'uBJ(U"))]

D yey PlHgi(01) g5 (v2)]

y como distancia maxima (dmax) se considera la longi-
tud del dominio sobre el que se definen los conjuntos
difusos, que equivale a la distancia maxima posible en-
tre dos conjuntos difusos definidos en dicho dominio.

El grado de similitud entre los antecedentes A* y A/
se define como la inversa de las distancias medias par-

ciales entre cada par de premisas difusas (A}, A]) aso-
ciado a la k-ésima variable de estado:

n .
> dn(A}, A}
SN(Ai,Aj):],—kzl

n

Finalmente, la medida de contradiccidn entre las reglas
R y R/ vendrd expresada en funcién de ambos grados
como

C(R',Rf) = dn(B*, BY) x sy (A*, AT)
4 Anaélisis de la base de reglas
En esta seccidén se mostrard como puede emplearse

la medida de contradiccidén descrita en la seccidon an-
terior para proporcionar al experto (o al ingeniero
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Figura 2: El problema del péndulo invertido.

del conocimiento) informacién que permita poner de
manifiesto posibles defectos en la base de reglas difusa
que representa el conocimiento.

Centraremos el analisis en controladores difusos del
tipo PD o PI, cuya base de conocimiento esta formada
por n reglas de la forma

R if Xy is A’i’j and X is A"ka then Y is B}

donde ¢ € {l,...,n}. Es decir, reglas que contem-
plan dos variables de estado y una de control. Las
variables de estado X, y X, tomaran, respectiva-
mente, valores difusos de los conjuntos {4y 1, ..., A1 p, }
v {421, ..., Az p,} definidos sobre los dominios Uy y Us,
mientras que la variable de control Y tomard valores
difusos del conjunto {Bi, ..., By} definido sobre el do-
minio V. La eleccién de controladores difusos PD o PI
se debe a que, en general, poseen una base de reglas
con una topologia en su representacién tabular que
mantiene una simetria entre los elementos de coorde-
nadas (¢, j) y (F—i+1, C—j+1), donde F y C son
el nimero de filas y nimero de columnas de la tabla,
respectivamente. Por lo tanto, cualquier controlador
de esas caracteristicas podria ser enteramente aplicado
al método que a continuacién se propone.

A modo de ilustracién, consideraremos el problema del
péndulo invertido. En él, una barra o péndulo situado
sobre un vehiculo debe ser mantenido en posicién ver-
tical mediante el movimiento del vehiculo en uno de
dos posibles sentidos y a una determinada velocidad
(fig. 2). Para ello, se aplica la accién de control sobre
el vehiculo en el instante t en base al angulo 6(f) que
forma el péndulo con la vertical y a la velocidad an-
gular #(t). Este problema se ha resuelto satisfactoria-
mente mediante la aplicacién de la teoria del control
difuso.

En nuestro ejemplo, el sistema estard gobernado por
un controlador difuso del tipo PD cuya base de
conocimiento estd formada por el siguiente conjunto
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NM | NS | Z PS | PM
NM PM
NS PS | Z
6( Z |[PM|PS| Z | NS|NM
PS Z | NS
PM NM

Tabla 1: Base de reglas expresada en forma tabular

NM NS z PS PM

Figura 3: Dominios difusos de las variables de control
y estado.

de reglas difusas

R!:if0is PM and § is Z then vis NM
R%:iffis Z and  is NM then v is PM
R3:iffis Z and § is PM thenvis NM
RY:iffis NM and § is Z then v is PM
R®:if0is PS and f is Z then vis NS

RS :if0is Z and § is NS then v is PS

R7:iffis NS and 8 is PS then v is Z

R®:iffis Z and 6 is PS thenvis NS

R®:iffis NS and  is Z then v is PS

R!9:if0is PS and § is NS then v is Z
R :if6is Z and §is Z then vis Z

representado en forma tabular en la tabla 1. La eti-
queta Z hace referencia al cero y en las etiquetas
NM, NS, PSy PM, la primera letra significa nega-
tivo/positivo y la segunda medio/pequero.

Cada una de las reglas contempla en el antecedente
las variables de estado 6 y 0, y en el consecuente la
variable de control v, que toman sus valores difusos de
los dominios de la figura 3.

Una primera aproximacidn al analisis podria consistir



en obtener el grado de contradiccidn de cada regla con
respecto conjunto de la base de reglas. De este modo,
el experto puede tener una idea de qué porcién del
conocimiento expresado puede estar en conflicto con
la globalidad y centrar su atencién en dicha parte.

El grado de contradiccién de la regla R’ vendrd expre-
sado como la media aritmética de los grados de con-
tradiccidn parciales de R* con cada una de las reglas,

es decir: C(R R
. r_ R RI
C(R,) — Z]_l TE )

Para proporcionar esta informacién al experto puede
aprovecharse la forma tabular empleada en la repre-
sentacidn de la base de reglas y, de este modo, permitir,
no sélo el andlisis individual del grado de contradiccién
obtenido para cada regla, sino el estudio de las posibles
relaciones entre ellos a tenor de la topologia de la base
de reglas. De este modo, la informacidn puede propor-
cionarse como una matriz de p X ¢ nodos, de forma que
cada nodo (j, k) contendrd el grado de contradiccidn
de la regla

R :if X, is A’i,j and X is A’é,k then ...

En la figura 4 se muestran los grados de contradiccién
globales para las reglas del ejemplo. Puede observarse
cémo las reglas R!, R?, R® y R* son las que presen-
tan un grado de contradiccién mas alto, posiblemente
debido a que deben controlar situaciones donde una
de las variables de estado toma valores extremos y en
consecuencia la accién de control requerida también lo
es en cierto grado. Obsérvese también que en el ejem-
plo la base de reglas posee una topologia facilmente
identificable, ya que tanto la accién del controlador
(tabla 1) como los dominios difusos de las variables
(figura 3) guardan una determinada simetria. Esa in-
formacién puede utilizarse para el anélisis de los grados
de contradiccidn que, como puede verse en la figura 4,
mantienen la misma simetria que la tabla de reglas.
Asi, en este ejemplo, la obtencién de un grado de con-
tradiccién para una regla distinto al de su simétrica
alertaria al experto sobre la existencia de algin error,
bien en los antecedentes de las reglas, bien en los con-
secuentes o bien en la definicidon de los dominins difusos
asociados.

Los grados de contradiccién globales de las reglas a
veces no son suficientes para conocer exactamente qué
porcién de la base de reglas contiene la contradiccién.
Por ello, en la mayoria de los casos serd necesario
también apoyarse en el grado de contradiccién entre
cada par de reglas. Esto puede hacerse conectando
cada par de nodos de la matriz mediante un arco eti-
quetado con el grado de contradiccién entre dichos no-
dos. Ahora bien, dado que, en general, los grados de
contradiccién mas altos son los de mayor interés, puede
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Figura 4: Matriz de grados de contradiccién globales
entre reglas.

establecerse un umbral § que determine los arcos que
van a mostrarse finalmente en el grafo de contradic-
ciones y centrar asi la atencién del experto en la infor-
macién relevante. Es decir, dadas dos reglas

Riv :if Xy is A};, and X, is A%, then ...
Ri2 if Xy is A, and X; is A}, then ...

existird un arco que una los nodos (41, k1) v (Jo, ka)
etiquetado con el valor C(R", R*#) si C(R", Riz) > 6.

Por otro lado, al igual que ocurria con los grados
de contradiccion globales, a veces puede ser conve-
niente utilizar informacién sobre la topologia de la
tabla de reglas para contrastarla con los grados de con-
tradiccidon obtenidos entre pares de reglas y orientar al
experto en la busqueda de fallos.

En la figura 5 se muestra el grafo de contradic-
ciones del ejemplo considerando un umbral igual a
0.35 y donde puede observarse que los grados de
contradiccién mas altos siguen perteneciendo a los
pares de reglas que controlan situaciones extremas
(C(R', R?) = C(R3, R*) = 0.470). Ahora, supdngase

que la regla RS es sustituida erréneamente por
R8:iffis Z and @ is PS then v is PS

El grado de contradiccién global de cada regla nos
indica que existe algiin tipo de conflicto en la regla
R3, pero un analisis mas profundo revela que la con-
tradiccién viene provocada, en su mayor parte, por
la inconsistencia con la regla R®. Esto puede verse
graficamente en la figura 6, donde se considera un um-
bral de 0.45 y se muestran también los arcos que con-
tienen grados de contradiccidén en desacuerdo con la
simetria reflejada en la base de reglas. Obsérvese cémo



Figura 5: Grafo de contradicciones de la base de reglas
original (6 = 0.35).

el hecho de que todos los arcos que parten de la regla
R® rompen con dicha simetria refuerza la hipétesis de
que es ésa la regla incorrecta.

Por lo tanto, es posible ver cémo el grafo de contradic-
ciones puede ser una herramienta 1util para detectar
posibles conflictos en el conocimiento expresado me-
diante una base de reglas difusa. Ahora bien, debe
advertirse que el método mostrado en ningin modo
asegura la existencia real de errores, sino que trata de
orientar al experto hacia la bisqueda de posibles mejo-
ras en la base de reglas y, a la vez, proporcionarle in-
formacién sobre su propio conocimiento, el cual puede
contener inconsistencias no advertidas en principio por
el experto.

5 Conclusién

La verificacién de cualquier sisterna basado en el
conocimiento es una etapa indispensable para asegu-
rar su fiabilidad y, por tanto, su utilidad. En el campo
del control automadtico, los controladores difusos repre-
sentan el conocimiento mediante un conjunto de reglas
difusas. Se presenta en este trabajo un método para
proporcionar al experto informacién a distintos niveles
sobre el grado de contradiccion de la base de reglas.
Ademds, el método utiliza caracteristicas topolégicas
de la misma para facilitar la localizacion de la porcion
de conocimiento que presenta cierto grado de con-
tradiccidn.

El método, por tanto, es aplicable en su totalidad a
aquellos controladores donde la base de reglas y los
dominios difusos asociados a las variables de entrada y
de control mantengan una determinada simetria. Esta
caracteristica se encuentra presente en gran nuimero
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Figura 6: Grafo de contradicciones de la base de reglas

modificada (§ = 0.45).

de controladores, como los del tipo PD, Pl y otros.
Por otro lado, aquellos controladores que no presen-
ten la topologia descrita pueden igualmente hacer uso
de la informacién proporcionada por el grafo de con-
tradicciones, si bien la deteccién de las contradicciones
requerira un mayor esfuerzo.

Conviene resehar que la informacién proporcionada
debe interpretarse como una orientacién hacia posi-
bles modificaciones en la base de reglas que eliminen
o mitiguen efectos indeseados que pudiera provocar la
inclusién de conocimiento contradictorio de forma in-
voluntaria y no como una sefial inequivoca de la exis-
tencia de errores. El experto deberd plantearse si la
modificacion de la base de reglas es compatible con el
comportamiento deseado del controlador.

El método de deteccién de contradicciones mostrado
en este trabajo requiere un grado de participacién im-
portante por parte del experto. La deteccién de forma
auténoma de divergencias entre €l grafo y la topologia
de la tabla de reglas supondria una mejora del método
expuesto. Por otro lado, la capacidad de sugerir al
experto las modificaciones apropiadas en la base de
reglas que subsanen los conflictos detectados (y la de-
terminacién de su existencia real) requeriria la con-
sideracién de aspectos tales como el efecto de esas
variaciones sobre el comportamiento del controlador
o el modelo subyacente del sistema a controlar. Estas
mejoras quedan abiertas a futuros estudios.
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AN INTERCONNECTED FUZZY LOGIC CONTROLLER FOR
SYNCHRONOUS GENERATOR AND TURBINE

Zbigniew Lubosny, Hocine Tiliouine

Annotation: The paper presents irterconnected fuzzy logic based controller of synchronous generator and turbine. There
is presented general structure of the controller consisting of: voltage regulator, speed (and real power) regulator and
stabilising element influencing synchronous generator and turbine controllers. The controller utilises one stabilising
element which directly influences on governor and indirectly (throughout filter) influences on synchronous generator
controller. The filter allows changing the mugnitude and phase of the stabilising signal Its parameters are chosen
appropriate to achieve high damping of electromechanical oscillations and are modified during generating unit operation
according to kind of disturbance.

The paper presents way of implementation of such a controller to synchronous generator and turbine control. The resulls
of tests, carried out throughout simulations on mathematical model of generating unit working parallel with power
system, are presented

1. Introduction

The problems related to synthesis and constructing synchronous generator and turbine controllers appear due to:

o Large variety of possible operating condition and disturbances which can occur in power system.

e Variation of plant parameters as a result of power network configuration change.

o Complexity and non-linearity of electric power system.

 Difficulty with working out mathematical models capable of adequately describing generating unit in its
various operating conditions.

e The state-of-the-art classical methods for designing above control which usually turn out impractical and

inefficient.

e Opposite influence of voltage regulator on the process of voltage control and damping of electromechanical
oscillations. The fast voltage regulator ensures fast control and high damping of generator voltage but causes
simultaneously high swings of active power, rotor angle, speed etc. And on the contrary, the voltage
regulator, which allows achieving high daimping of electromechanical oscillations (swings of active power,
speed, rotor angle) can not ensure fast control of generator voltage. The voltage crror is then minimised
slowly and with high oscillations.

The conventional controllers are unable to perform optimally over the full range of operating conditions
and disturbances. Then today to overcome the above difficulties and fulfil requirements related to generating unit
controller performance the following three broad categories of control methods arc being employed:

o New non-adaptive linear control - Linear Quadratic Gaussian (LQG) and H-infinity polynominal theories (1, 2]

« Non-adaptive non-linear control - artificial neural networks and fuzzy logic theories that allow to use heuristics
to synthesise of efficient controllers [3, 4, 5, 6, 7).

o Adaptive non-linear control - because of drawbacks of classical adaptive schemes (especially related to
problems with parameters estimator which is susceptible to numerical difficulties [8, 9]) the artificial neural
networks and fuzzy logic theories are used to synthesise of efficient adaptive controllers (3, 10, 11].

The carried out investigations [5, 6, 7] show high effectiveness of fuzzy control schemes applied to
generating unit control and specially effectiveness of integrated control of synchronous generator and turbine
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schemes [12,13,14]. Therefore an integrated fuzzy logic controller of synchronous generator and turbine (as
interesting and prospective proposition for synchronous generator and turbine control) is considered and
presented in the paper.

2, Fuzzy logic control

In systems using the fuzzy logic, the portion of the controller that accomplishes the control rules (control
algorithm) is preceded by the fuzzification, and followed by the defuzzification (Fig. 1). The three stages of a
fuzzy controller are shortly described below.

FUZZIFICATION CONTROL RULES DEFUZZIFICATION
Linguistic : Linguistic
Input crisp values Inp&t . logical Outiut tm. Controller
Variables X Variables implications Variables Z Outputs §
] IF._>THEN >
IM:# IF —»THEN crisp values

Fig. 1. Fuzzy logic control system

Fuzzification is a process F which transfers input value x.eXi to a set of fuzzy membership values p;e<0, 1>
according to the membership function defined in the universe of discourse of X, (Fig. 2):

Fix, = {(m, 1k (% ). (mf, 1 (X))} &
where: mf‘ - membership of kth input X, in the ith fuzzy set (centre value of the ith fuzzy set),
p}" - membership value of X, in the ith fuzzy set ,

i=1,...,N - index, where N is the number of fuzzy sets applicable to X, .
When the membership function is trapezoidal shape, the membership consists of two values: mik_L , m!‘_R left and
right membership.
A :
AN
o X VIV
d [

m, Mg My MoR Mo X Me Input varisble

Fig. 2. Fuzzification process example
Control rules define function R that determines fuzzy control actions by matching them with fuzzy information:

R {(m¥, 15 (X ). (mb, 1E (xi DI {(mly, 1k (%)), 1l (6 D} = {(m, 03 O, 5 (1)) D)

where: mj - membership of the pth fuzz;' action set,
Hp - strength of the pth action (i.e. membership value of output s in the pth fuzzy set),
j=1,...M, p=1,...,P - indexes, where M and P - numbers of fuzzy sets applicable to X, and s,
® - operator which means logic operation on Cartesian product.

As a practical matter, the logic rules that make up the controller algorithm can usually be expressed in the form
A¥ A(v)B' = C*. Thus, in addition to the inference function, the rules chiefly rely on the logic product and

logic sum functions. The truth values of these functions can be determined using the T-operators. The latter can
be constructed in a variety of ways. Here the formulations given by Zadech have been adopted, where the truth
value of logic sum and logic product are defined as (x, and x, denotes different input signals):

T (%), mh (%)) = max(u (%), b (%)), GO (%, ), e (%)) = min(k (%), k5 (X)) ®)

The defuzzification involves generation of the ultimate output (control) signal by appropriately converting
the results of logic manipulations on fuzzy sets. This can be symbolically represented as:

D :{(m}, t (5),....(m}, u5 ()} = § “)

The basic defuzzification method, the centre of area (COA) method, from point of view of implementation in
real system (i.e. digital) is impractical. The faster and practical method for computing the control signal is
realised on using the so-called centroid defuzzification function:

P P
s=3 mm, /DK, )
p=l p=1
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In the paper a following simplified defuzzification procedure has been used. For this procedure, if P is the
number of action fuzzy sets, the value of control signal s is computed from:

P
s=f(Q myp,(s)) (6)
p=l
where: " m; - weight coefficient equal to its corresponding fuzzy membership,
o - membership value of s in the pth action (output) fuzzy set,
f(») - slope function with limitations 0 and 1.

The functions (5) and (6) will yield the same results when Zz=1. As regards the considered synchronous
generator and turbine controller, the above condition is satisfied in the steady state and during low-swing
transients. When the swing is high, the above total may periodically be violated, what leads to an increase in the
control signal s. However, this does not adversely affect either the controller effectiveness or the system stability.

3. Structure of the controller

Structure of the proposed controller in block diagram form is given in Fig. 3. The fuzzy controller is
composed of four following parts:

e Voltage controller, with inputs: voltage error (V, - Vir) and derivative of the generator voltage dV /dt, and
output sg which is introduced to static exciter.

o Speed (and active power) controller, with inputs: speed error (@ - ©g), speed derivative doy/dt and output
signal sg. The feedback loop from output of speed controller into its input is added. The feedback loop
allows to introduce the permanent speed drop 7 and then allow to operate of generating unit parallel with
power system. The speed reference value oy directly depends on active power reference value Py

o Power system stabiliser with inputs: derivative of the generator voltage dV,/dt, derivative of active power
dP,/dt and the speed derivative dwg/dt and output spss added directly to speed controller output sg and
indirectly (throughout) to voltage controller output sg.

e Low pass, first order filter, which modifies magnitude and phase of the output signal of power system

stabiliser spsg and influences excitation system (signal sg).
AV, ———> +
’ Fuzzy voltage | SE >® _
4 V#dt L control loop T_ﬁ e
H SF
N v} ey Filter
Aw’ L. F d Ig |
uzzy spee s
control loop - +>@—> o
dwg/dt . T +
3 Fuzzy
——>» damping Spss
4 B4 control loop

Fig. 3. Block diagram of the integrated fuzzy controller of synchronous generator and turbine

The linguistic input variables as well as the linguistic output variables of the voltage controller and the
speed controller are defined as five fuzzy sets. However for the power system stabiliser, to every linguistic input
variable and to every linguistic output variable correspond three fuzzy sets. To describe the fuzzy sets of the
linguistic variables for error inputs and outputs have been considered the membership functions of triangular
shape and for the derivative inputs, have been considered the membership functions of triangular and trapezoidal
shape as shown in Fig. 2.

The output signal o = sg -s¢ (Fig. 3) of the voltage controller and power system stabiliser (after filter) is
applied to the excitation system. The output signal o.g = sg + Spss of speed (and real power) controller and power
system stabiliser is introduced to the electro-hydraulic converter of hydraulic governor (labelled HG in Fig. 4)
controlling position of turbine valves.

The action of the voltage controller and the action of the speed controller are defined in each case by 25
rules. Eighteen other rules are created to define the action of the power system stabiliser.

As a filter there has been considered low pass, first order one described by transfer function Kg/(1+sT).
Parameters of the filter the gain Kr and the time constant Ty were established during optimisation process. Their
values depend on type of disturbance, which can occur in the power system. When the disturbance takes place
the proper (for given disturbance type) values of filter coefficients are settled. The values of the coefficients
change itself during transient process and converge to their values appropriate to steady state of generating unit.
The change of filter coefficients is realised by exponential function with high time constant (approximately 20 s).
The type of disturbance is identified on the basis of terminal voltage V, and armature current I,.
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4. Implementation of the controller
The fuzzy logic based controller of synchronous generator and turbine controller was tested in single

machine power system (Fig. 4) as digital one with sampling constant T,=10ms.

HG

F 3

%

Generator

Integrated
fuzzy logic
controller

vref

e

]

0 ref(Pref)

Power
system

Fig. 4. Block diagram of invest'gated large-power generating unit. (SE - static exciter, TU - step-up transformer,
L - transmission line, HG — hydraulic part of governor, V;, Vi - synchronous generator voltage and reference
voltage, o, 0 - shaft speed and reference speed, P,, Prs - active power and reference power, og, &g - control
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Fig. 5. Generator voltage, real power and speed swings after 5% step increase in infinite bus voltage,
a - P=P,, Q= Qg b - P=Py,, Q= 0, K¢=0.72, T=0.2s,. (thin line — conventional controller with PSS, bold
line - interconnected fuzzy controller with PSS, dotted line - interconnected fuzzy controller without PSS)

The performance of the proposed fuzzy logic controller has been investigated in a number of simulation
tests for a variety of operating conditions and disturbances. Performance comparison has been made with three
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variants of controllers: conventional controller equipped with a PSS, proposed in the paper interconnected fuzzy
logic controller. and presented in the paper fuzzy logic controller but without fuzzy PSS.

Selected results of carried out tests are presented in the following Figure. In Fig. 5.a there is presented
comparison of the mentioned systems as a response on a 5% step change in infinite bus voltage in case when
initial load of synchronous generator is nominal and equal to Pg=0.85, Qg=-0.53 (inductive).

Presented curves show that implemented fuzzy controller allows to achieve high level of damping of
electromechanical oscillations. Such comparison lets to appreciate not only the high damping effect of the fuzzy
PSS but to show also the superiority of the proposed controller over the conventional controller.

In Fig. 5.b there is presented comparison of the mentioned systems as a response on a 5% step change in
infinite bus voltage in case when initial load of synchronous generator is equal to Pg=0.85, Qg=0. In this case the
operating point of synchronous generator is close to stability border. The increase of infinite bus voltage
additionally reduces the stability margin and then synchronous generator operates closer to the stability border.
The simulation results show that even in considered case proposed controller is more effective than classical one
(even equipped with PSS).

In both cascs we can notice that the presence of the PSS causes a light deterioration in the properties of the
terminal voltage control process. But we can observe also that the terminal voltage is less affected with the
proposed controller than with the conventional controller. The active power responses and the speed responses in
both cases show clearly the high damping effect of the PSS utilisation. This effect is higher, especially for the
first swing, for the proposed interconnected fuzzy controller.

6. Conclusions

An integrated fuzzy logic centroller for a generator excitation and governing systems was developed in this
paper. To evaluate its performarce simulation tests, under different operating conditions, were carried out. The
test results demonstrate high damping effect of the PSS and the superiority of the proposed controller in
comparison with a conventional controller. The presented interconnected fuzzy logic controller of synchronous
generator and turbine is characterised by following primary advantages:

« High dynamic efficiency with high damping of electromechanical oscillations.

o Low sensitivity to the initial operating state of generating unit. In particular, the controller enjoys low
sensitivity to the initial generator load, while also being capable of accommodating largely different
parameters of the power network.

e Easiness of the robust contreller developing by heuristics utilisation.

« Simplicity of the algorithm, what allow to easy implementation of the controller in real systems.
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Arquitectura de Computadores y Automatica

PROTOTIPADO RAPIDO DE CONTROLAI)ORES BORROSOS
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Resumen

En este articulo se propone la exploracién de
distintas alternativas de materializacién de
controladores  borrosos  dedicados (CBD)
orientados a computo empleando técnicas de
Sintesis de alto nivel (SAN).

Las principales ventajas de esta aproximacin
son el uso controlado de los recursos fisicos
para adecuarnos a las restricciones, la
capacidad de seleccién de la materializacién
mas adecuada para cada aplicacién especifica
sin limitarnos a arquitecturas predefinidas, y la
reduccién del tiempo de disefio que transcurre
desde la especificacién del CBD hasta la
verificacién de la funcionalidad del disefio
final.

Palabras clave: Prototipado rapido, hardware
dedicado, sintesis de alto nivel, reuso de
hardware, planificacién.

1 INTRODUCCION

Cada vez existe un mayor nimero de aplicaciones
(comerciales, cientificas, etc.) que ante la dificultad o
imposibilidad de crear modelos que simulen
razonablemente bien su funcionamiento utilizan las
técnicas que proporcionan los sistemas basados en légica
borrosa [1].

En caso de que los requisitos de procesamiento no sean
excesivamente exigentes, muchas de estas soluciones se
realizan en software que se ejecuta sobre procesadores de
propdsito general o sobre controladores convencionales.
En caso contrario, se recurre a soluciones hardware con
dedicacion exclusiva [2,3].

Dentro de este tipo de aproximacién, la mayoria de los
autores de la literatura se restringen a materializar las
soluciones sobre una serie de médulos hardware
previamente definidos sin mas que adecuar sus paradmetros
al problema concreto, pero sin comprobar si el nimero de

Este trabajo ha sido subvencionado por los programas
TIC96-1071 y HCM CHRX-CT94-0459.
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médulos empleado es O6ptimo o si estd siendo
aprovechada razonablemente su funcionalidad.

Por ejemplo, se pueden estar realizando sumas en el
algoritmo sobre variables distintas o con distinta vida
activa sobre médulos sumadores distintos, cuando puede
haber médulos sumadores inactivos pertenecientes a una
etapa anterior que podriamos volver a usar salvando
tiempo y posiblemente 4rea.

Con frecuencia, las restricciones en la velocidad de
operacién de una aplicacién vienen dadas como un rango
de valores. Por tanto, es muy util poder explorar cudles
son las mejores arquitecturas posibles para ese intervalo.
Esta exploracién de arquitecturas vélidas no sélo pretende
tener en cuenta restricciones de drea y tiempo sino
también restricciones de interfaz, que se concretan en el
tipo de almacenamiento de datos, anchura de las lineas de
comunicaciones, etc.

La sencillez de los algoritmos de légica borrosa hace que
esa exploracion de alternativas pueda ir ficilmente desde
la colocacién de tantos médulos como se necesiten
(explotacién del paralelismo, incremento de 4rea frente a
reduccion de tiempo de ejecucién) hasta la resolucion
secuencial del problema (explotacién de los recursos,
incremento el tiempo de ejecucién frente a la reduccion
del numero de modulos), pasando por cualquier
alternativa intermedia.

El principal objetivo de nuestro trabajo es utilizar al
méximo el margen que exista para cada aplicacién para
poder seleccionar la mejor alternativa de materializacién
hardware sin tener que estar mediatizados por
organizaciones hardware previamente definidas.

2 DESCRIPCION DEL CBD

Los fundamentos de esta metodologia global para el
desarrollo de hardware borroso dedicado fueron
presentados en una publicacién anterior [4]. En este
articulo nos centraremos en su aplicacién sobre un
ejemplo concreto [5].

Si queremos obtener el maximo rendimiento de un sistema
fotovoltaico (panel solar y convertidor conmutado dc-dc)
con acumulacién por baterfa - normalmente empleados en
aplicaciones terrestres - es imprescindible su polarizacién
en el punto de méxima potencia en todo momento y bajo
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cualquier condicion, es decir realizar el seguimiento del
punto de maxima potencia (SPMP).
Sin entrar en los detalles técnicos, el control se realiza a
través de un controlador borroso dedicado, que recibe
como entrada dos variables E y CE (error y cambio en el
error del sistema) y que genera una Unica variable de
salida dD (variacidn del ciclo de trabajo del convertidor),
cuya interfaz y base de reglas se muestran en la Figura 1.
En este caso tanto las variables de entrada como la de
salida estan especificadas mediante cinco funciones de
pertenencia denominadas NB, NS, ZO, PS y PB.
a CE
NB - NS |20 PS ; PB

| i 1
! | :

"NB ZO Z0 NB  NB NB
NS NS ZO NS NS NS
Z0 NB 20 Z0 Z0 PS
"PS ZO PS PS ZO PS
PB PB PB PB ZO 70

Figura 1: Base de reglas

A la hora de definir completamente la especificacién del
controlador borroso hay que fijar un gran nimero de
parametros. Algunos de éstos se fijan durante la etapa de
verificacién de la funcionalidad del controlador borroso
(por ejemplo, el método de inferencia), mientras que otros
tienen que ver con la materializacién deseada o con el
entorno donde se va a integrar dicho controlador (por
ejemplo, el estilo de difuminado: orientado a memoria o a
cémputo).

La eleccion de los parametros guiara los siguientes pasos
en el fluyjo de disefio. Por ejemplo, con un estilo de
difuminado orientado a memoria es imprescindible
conocer cudl es nimero de memorias, la organizacién de
sus datos, etc. Mientras que para un estilo de difuminado
orientado a cémputo es crucial cudl es el formato de los
datos empleados en la reconstruccion de las funciones de
pertenencia y el algoritmo empleado para llevarlo a cabo.
En la Figura 2 se muestra la descripcion de alto nivel del
CBD que define su interfaz, la base de reglas y el resto de
pardmetros del ejemplo.

3 ALGORITMO DEL CBD VALIDO
PARA SAN

Desde esta especificacion se puede generar un algoritmo
que represente al CBD con un nivel de abstraccién lo
suficientemente alto como para que sea factible aplicar
sobre él técnicas de SAN.
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SPECIFICATION SPMP

INPUTS

E NB NS ZO PS PB UOFD -1 +1 PREC 8 MBFV 01 PREC 4
PATH Epath

CE NBNS ZOPS PB UOFD -1 +1 PREC 8 MBFV 01 PREC 4
PATH CEpath

OUTPUTS
dD NB NS ZO PS PB UOFD -1 +1 PREC 8 MBFV 0 [ PREC 4
PATH CEpath

RULES

[F EisNB and CE is NB THEN dD is ZO
[F EisNB and CE is NS THEN dD is ZO
IF EisNB and CE is ZO THEN dD is NB

IF EisPB and CE is PB THEN dD is ZO

FUZZIFICATION Singleton
INFERENCE Min-Max
DEFUZZIFICATION WACoG

Figura 2: Especificacion del problema

Este proceso lo lleva a cabo un moédulo software que
analiza la correccion léxica y sintactica de Ia
especificacion, detectando inconsistencias de varios tipos
como duplicacion de entradas, salidas, antecedentes o
consecuentes, incoherencias en las reglas, etc.

En un primer momento la herramienta de SAN escogida
fue la construida y disefiada por nuestro grupo de trabajo,
denominadas Fidias [6], por su funcionalidad y por la
carencia en el ambito comercial de herramientas validas.
Sin embargo, ante la aparicion de herramientas
comerciales [7] el algoritmo para SAN se puede crear sin
mas que utilizar un nuevo médulo generador de cédigo.
En la Figura 3 se muestra un c6digo genérico para SAN
de un CBD orientado a cémputo.

PROGRAM SPMP

VAR [DECLARACION DE VARIABLES];
PORT [DECLARACION DE PUERTOS];
BGN

[ASIGNACION DE PUERTOS A VARIABLES];

[ACCESO A LOS PTOS CRITICOS DE LAS MBFS];
[ALGORITMO DE RECONSTRUCCION DE LAS MBFS DE ENT];
[ALGORITMO RETICULAR];

[ALGORITMO DE RECONSTRUCCION DE LAS MBFS DE SAL;
[ALGORITMO DE COMPUTO DE VALORES DE SALIDA];
[ASIGNACION DE VARIBLES A PUERTOS];

END

Figura 3: Algoritmo para SAN




4 NUMERO DE OPERADORES
RETICULARES

Se puede comprobar que una traduccién directa del
meétodo de inferencia puede implicar un nimero excesivo
de operadores reticulares que no puede ser reducido
mediante técnicas de SAN. Para solventar este problema
se ha propuesto la solucién siguiente.

Toda funciéon reticular (1) se representa directamente
como un conjunto de operadores min y max con dos
operandos (2).

W=X"X2 Xs VX" Xy X4 VX3 X5vXy Xg (1)

NnN=xi'xy \L

=11 X5 Te = X3 X4

r3=X; X2 =13 V14 2)
r3=r3 - X4 Ig =15 VIg

Is =X3°Xs5 W =r7vrg

Parece claro que (2) no es una solucidn éptima ya que (1)
puede reducirse alin mas, si se omiten las expresiones
reticulares duplicadas, por ejemplo x;- xo.

Existen proposiciones del calculo reticular que permiten
reducir la longitud original de (3), y por tanto el algoritmo
de computo reticular (4) ahora carece de expresiones
intermedias redundantes.

W= (X1 X2 V X3) * (X4 V Xs5) 3)
rn=x;-xp
I;=rp VX3 4)
13=X4 VX5
W =1 '13

Esta reduccién del nimero de operadores va a influir en el
numero de médulos hardware, interconexiones, retraso y
consumo.

Los fundamentos de este algoritmo de minimizacién — un
algoritmo heuristico basado en la existencia de dos
expresiones candnicas para cada funcién reticular —
fueron presentados en una publicacién anterior [8].

5 TAREAS DE SAN: PLANIFICACION Y
ASIGNACION

Cualquier sistema de SAN debe admitir como entrada una
descripcion del comportamiento de la aplicacion y debe
generar como salida un hardware (procesador y
controlador formados por unidades aritmético-légicas,
registros, multiplexores e interconexiones) que
materialicen dicho comportamiento.

Aunque las técnicas de SAN son aplicables a una gran
variedad de algoritmos, son especialmente adecuadas
cuando en éstos es mds facilmente explotable el
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paralelismo implicito, como ocurre en los algoritmos que
materializan CBD.

El primer paso en estas tareas consiste en planificar todas
las operaciones del algoritmo, no sélo en funcion de los
requisitos del usuario, sino también segiin el nimero y el
tipo de unidades aritmético-logicas disponibles (librerias
con distintas operaciones, areas, consumos, rendimientos,
etc.). Ante esto, podemos seleccionar materializaciones
que varien desde las que posean un alto grado de
paralelismo (alto rendimiento a expensas de un alto
consumo de drea) hasta las que realizan todo el calculo
secuencialmente con una sola unidad aritmético-1dgica
(minimo consumo de 4rea a expensas de un bajo
rendimiento).

Toput 3 DallAput y AEdnputs Stoivide +

Figura 4: Planificacion intermedia (mddulo/operador)



En la Figura 4 aparece una planificacidn intermedia donde
se emplea un s6lo operador por cada tipo de operacién
para realizar todas aquellas que lo requieran (un
comparador para el calculo reticular, y un sumador y un
divisor para el difuminado y aclarado).

En este paso, el planificador calcula para cada operacién
cudl es el instante temporal (ciclo de reloj) donde va a ser
ejecutada y con qué tipo de unidad aritmético-légica.

A partir de la planificacién escogida como apropiada, el
asignador de hardware se encarga de: hacer corresponder
a cada operador un moédulo hardware concreto y
perfectamente definido, de colocar registros para el
almacenamiento de las variables intermedias, y de abrir
caminos de datos entre modulos con la colocacién de
multiplexores.

6 MATERIALIZACION DEL CBD

Todo esto concluye con el ensamblado de las distintas
partes formando el procesador o ruta de datos que realiza
los computos (Figura 5). Los datos pueden fluir en el
procesador desde los puertos de entrada hacia los
registros, desde los registros hacia las unidades
aritmético-ldgicas a través de los multiplexores, etc.
Finalmente, para poder regir el comportamiento de todos
los elementos de la ruta de datos es preciso contar con un
dispositivo (controlador) que reciba sefiales informando
del estado del procesador y que genere sefiales que
informen al procesador de cudl es el siguiente paso que
debe realizar. En la Figura 5 también se muestra el
esquema general de conexién de la ruta de datos y del
controlador, junto a las sefiales de estado y de control
(procesador  hacia  controlador y  viceversa,
respectivamente).

Como se ha dicho, estos disefios estdn orientados hacia
una materializacién especifica para una aplicacién
concreta, de modo que la tecnologia objetivo puede ser un
ASIC o un dispositivo 16gico programable.

Para poder acelerar al méximo el ciclo de disefio,
incluyendo la verificacién on-line de la funcionalidad del
circuito, la tecnologia objetivo elegida son las FPGAs (en
nuestro caso de la casa Xilinx).

7 EXPLORANDO CBD ORIENTADOS A
COMPUTO

En el ejemplo que se presenta, el universo de discurso
tanto de las variables de entrada (E y CE) como de la
variable de salida (dD) se representa con 8 bits. Los
valores de pertenencia de cada una de las entradas
respecto a sus etiquetas lingtiisticas se generan con 5 bits.
A diferencia de las materializaciones orientadas a
memoria donde el tipo y niimero de bloques de memoria
con que se cuenta, su ancho de banda, etc. limita el
rendimiento del CBD, en las materializaciones orientadas
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a computo la complejidad de reconstruccién de las
etiquetas lingliisticas de entrada (cémputo de 1la
pertenencia) y de salida (cémputo de la salida) son el
cuello de botella del disefio.

Controlador

+
estado | * control

L1
-
[ reg |

d

g
\ %/

v
ot ] - -+ [por ]

Ruta de datos

Disefio completo

Figura 5: Controlador Borroso Dedicado

En este caso, la sencillez de las etiquetas lingliisticas
(todas ellas definidas como tridngulos) simplifica
notablemente el computo de ambos valores, y por tanto
reduciendo el tiempo de respuesta del CBD frente a un
cambio en sus entradas. En la Figura 6 se muestra como el
computo del centro de gravedad de una etiqueta
lingiiistica de salida simplemente consiste en acceder al
valor de su vértice, al tratarse de tridngulos isdsceles.

El niimero de bytes necesario para almacenar los puntos
criticos que definen a las etiquetas lingliisticas tanto de
entradas como de salida, y por tanto poder reconstruirlas,
es significativamente inferior al elevado (y a veces
prohibitivo) niimero de bytes que necesitan los CBD
orientados a memoria.



CdeG = Vértice
Figura 6: Célculo del CdeG

Los parametros mas ampliamente utilizados en la
literatura se corresponden con el método de difuminado
Singleton (opuesto a borroso), el método de inferencia
Max-min, y el método de aclarado Media ponderada de
centros de gravedad.

En la Figura 7 se muestran propuestas de materializacién
para distintos tiempos de ciclo (desde 20 ns hasta 500 ns)
con restricciones que orientan al planificador hacia
soluciones que ahorran area. Logicamente, para un mismo
disefio cuanto mas rdpida sea la materializaciéon mayor
sera el drea consumida.

Todos los ejemplos han sido materializados sobre las
celdas estdndar de 0.7 micras de ES2.

Este tipo de materializaciones orientadas a computo
tienen ventajas y desventajas. En cuanto a las primeras
podemos citar: el no tener que acceder a una o varias
memorias externas mejora el rendimiento del sistema, o
que el CBD puede trabajar sin apoyo de otros mddulos.

En cuanto a las segundas, la poca adaptabilidad a los
cambios en la forma o el nimero de las etiquetas
lingiiisticas.

CONCLUSIONES

La mayoria de las materializaciones hardware de
controladores borrosos dedicados suelen asignar las
operaciones del algoritmo a esquemas de cémputo
predeterminados que han sido disefiados sacando partido a
alguna restriccién. Sin embargo, ese esquema con
interconexiones de mddulos, podria reutilizarse — cuanto
menos parcialmente — en otras etapas de la ejecucién del
control borroso.

Gracias al uso de la metodologia de SAN, no estamos
restringidos al uso de determinadas arquitecturas, sino que
por el contrario se pueden explorar distintas soluciones
s6lo con los requisitos de SAN sin tener que retocar el
algoritmo.
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Resumen

El mnodelo de Takagi-Sugeno es ampliamente
utilizado en aplicaciones de control borroso,
siendo uno de los temas més dificiles de abor-
dar, en el anélisis de sistemas no lineales, el
de la estabilidad. Por este motivo, Tanaka-
Sugeno presentaron un criterio de estabili-
dad para sistemas borrosos basados en un
caso particular del modelo anterior, pero que
practicamente ningiin sistema fisico cumple.
Este trabajo, analiza este criterio, y lo ex-
tiende al caso general.

Palabras Clave: Control Fuzzy, Andlisis
Dindmico, Estabilidad.

1 INTRODUCCION

El modelo de Takagi-Sugeno sigue siendo uno de los
més utilizados en control borroso [5]. Existen muchos
trabajos en la actualidad que abordan el problema de
la estabilidad de los sistemas borrosos, como [1], [2],

(4], (6], [7], (8] y [9}-

Uno de los més destacados es el presentado por
Tanaka y Sugeno {8], en el cual se analizan las condi-
ciones bajo las cuales un sistzma borroso discreto es
asintéticamente estable. Para el andlisis, se supone
que el consecuente lineal de cada regla ha sido obtenido
linealizando el sistema original no lineal, en torno al
origen. Kosko presenta la versién continua de este cri-
terio de estabilidad [2], mientras que Tanaka continia
todos sus desarrollos posteriores sobre control robusto
sobre el modelo anterior [6).

En este trabajo, se muestra cémo en el modelo anterior
es incorrecto linealizar en torno al origen, y se presenta
una variante del criterio de estabilidad para el caso
general en el cual la linealizacién de cada subsistema
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se hace en torno a un punto diferente. Finalmente se
muestran ejemplos de aplicacidn.

2 EL MODELO DE
TAKAGI-SUGENO

El modelo propuesto por Takagi y Sugeno consiste en
un conjunto de reglas en las que el consecuente es
una funcién lineal de las entradas. Su principal carac-
teristica es que permite modelar con mucha precisién
la dindmica del sistema original alrededor de los pun-
tos de linelizacién. Y entre cada dos de estos puntos, la
salida del sistema es un promedio de los consecuentes
de cada regla, con lo que la dindmica también se apro-
xima mejor que linealizando sélo en un punto como
ocurre con los modelos lineales. Cada regla R(i+ i)
es de la forma:

Sizes M yies M... y g1 es M

entonces x = alitin) 4 Alhin)y 4 Blhdnly (1)

donde Mf‘ (i, = 1,2,...,r) son los conjuntos borro-
sos para z, M§2 (i2 = 1,2,...,712) los conjuntos bo-
rrosos para & y Mi» (i, = 1,2,...,7,) los conjuntos
borrosos para z"~! (figura 1). ’

x es el vector de estado y u es el vector de en-
trada, con lo que el sistema se compone de ryr2...7,
reglas. Suponiendo que la matriz Ali1-in) corres-
ponde a la forma candnica controlable en la cual

z = f(&,...,2{"), ésta vendrd dada por:
0 1 0 0
0 0 1
: : .. .. 0
0 0 ces 0 1
—alirin) _gfiin) —alirin)  _gfinin)



M@ X )

Figura 1: Funciones de Pertenencia Genéricas

mientras que

con

Si la entrada es nula, la salida final del sistema borroso
se obtiene como:

Zrl Zr,. lw("l-""")(agf“"“) +A;(i1"‘i")x)

x = h=l""" Lain= _
E:::l e Z::‘.:l w(h"'lﬂ)(x)
= ag(x) + A(x)x %)
siendo
Ax) Ty 0 wlinin) (x) Al n) (x)
X) = n : i
z:ll=1 “ee Z::=l w(h...tn)(x)
e ®
SV plidn ) (x)ali et (x
ag(x) = Yy Xin=t (x)agy (x) -

E:::l e Z:::l w(‘llln)(x)

Cada ecuacién del consecuente es un subsistema lineal
que viene dado por la expresién a5 ™) 4 Aliin)x,

Teorema 1 Si al’"™) =0, Vi...,in, es
decir, x = Alr-in)x  entonces, el sistema borroso
definido por la ecuacion (5) es asintdticamente estable
si existe una malriz P definida positiva, tal que:

(Al TP 4 PAGL-n) < (8)

Y i1,...,0n, €s decir, para todos los subsistemas.

Véanse [2] y [6] para demostracién. Se observa
ficilmente ademds que el Teorema anterior queda re-
ducido al Teorema de estabilidad por Lyapunov para
sistemas lineales, cuando ry,...,r, = 1.

También estd tratada ampliamente en la literatura
la estabilidad de sistemas borrosos discretos {2], [6],
siendo el trabajo inicial el de Tanaka-Sugeno [8]. El
caso discreto, méds complejo que el continuo, conduce
a resultados sorprendentes, como el hecho de que el
sistema borroso puede no ser estable, aunque todos
los subsistemas lineales lo sean. Esto no ocurre en el
caso continuo, tal y como se desprende del Teorema
anterior.

3 TEOREMA DE ESTABILIDAD
GENERAL

Al suponer en el Teorema anterior que alt) =0, se
estd limitando su marco de aplicacién casi a cero. Un
sistema no lineal, linealizado en dos puntos diferentes
(dos reglas) da lugar a dos sistemas lineales que, en
general no pasan por el origen x = 0, tal y como puede
apreciarse en la figura 2.

i=A'x+a,

a'=0 i=A'x+a)

/ a’#0

Figura 2: General Takagi-Sugeno Model

Si sélo se trabajase con una regla (sistema puramente
lineal, no borroso), se podrian tomar variables incre-
mentales en torno al punto de linealizacién, con lo cual
desapareceria el término independiente ag. Sin em-
brago, esto no puede hacerse en un sistema borroso con
varios subsistemas lineales, pues las variables incre-
mentales resultantes serian también diferentes (al serlo
los puntos de linealizacién), con lo que no se podrian
promediar posteriormente, para obtener la salida final
del sistema.

Se presenta a continuacién un Teorema para el caso

general en el que a(()i""i") # 0. En otras palabras, se
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analiza la estabilidad del modelo general de Takagi-
Sugeno.

Teorema 2 El sistema borroso representado por:

B(x)x + x = bg(x) 9)

donde -1
Blitin) — _ (A(il...in)) (10)
b((]il...i,.) = B(‘il...in)a‘gil---in) (11)

y en el que todos los subsistemas lineales son estables,
es asintdticamente estable si:

[I—db—;’ix——)] B 1(x)>0, Vx#0 (12)

Demostracién. En primer lugar, al corresponder la
matriz A%~ a la forma candnica controlable z =
f(&,...,z(™), y ser ésta estable, resulta sencillo pro-
bar que existe la inversa B+ y, por tanto, B(x).

Tomando como funcién de Lyapunov,
V(x) = [x~box)]" x=Dbo(x)]  (13)
ésta verifica que:

V(0)=0
V(x) >0, Vx#0

y debe satisfacer que:

V(©0)=0
V(x) <0, ¥x#0

Derivando V{(x):

V(x) = 2[x—bex)]” [x - %x] =
= —2[x =bo(x))" [I - %]

B !(x)[x —bo(x)] <0, Vx#0(14)

Y esto es cierto si [I - %"x("l] B-!(x) >0, Vx#0.
0O.

Otro Teorema mas concreto es el siguiente:
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Teorema 3 El sistema borroso represen-
tado por el modelo general de Takagi-Sugeno (9), es
asintdticamente estable si stl_l) < -1 < :z:g;i),
Vip = {1,...,m =1}, VI = (1,...11}, los siguientes
polinomios corresponden a sistemas lineales estables:

i1+172...9n £152++dn
(l_bol J2--0 _b:)xn 3 )l\‘"+

mi1+l - zil
(b_i]...]n _
+ ...+
J1eedn—1in+1 J1.dn-1n
+ (bj""j" _b — b ) A+

+

bjlig—{-lja...jn _ bjligja...j,,
0 1] /\n—l +

Tig41 — Tiy

n-1 {(n-1) (n-1)
Tinr ~ Tiy

+ =0 V= {ini+1} (15)

Demostracién. Se partird para la demostracién del
Teorema 2. [I - -d—l%‘ﬁ] B~}(x) es el producto de las

matrices:

1~ 20 _8b ——8by
oz 96 0 T Ba(-D
0 1 0
(16)
0
0 0 1
y
0 -1 0 0
: .o 0 (17
0 ... O -1

RE G 5
bn(x b, (x bn (x

y, por lo tanto, (I — 222X | B-1(x) = E(x) se puede
dx
expresar como:

[ ep(x) elx) ... en(x)
0 0 -1 0 0
] (18)
0 0 -1
1 hix) Buo1(x)
B iR IR N

con



ei(x) = #Jx

8b
o0 - (Y- g
— Bbox _
= »-2

Para que la matriz E(x) sea definida positiva, la parte
real de las raices de IAI - (-E~Y(x)) | = 0, que son las
mismas que las de |[AE(x) + 1| = 0, deben ser estric-
tamente negativas Vx. El determinante [AE(x) + 1| se
puede calcular como:

n l(x) Bbo X

e"(x) by (x) Oz(n-1

1 + ACI(X) )\GQ(X) . /\en( )
0 1 -2 0 ... 0
: . 0
0 O ¢ —-A
A by (x) b,
b (x) /\b,.(x) 1+ /\—H;(‘)_l
(20)

que es igual a

(1- )3 4 (o)~ )Nk
+ (ba-1(x) - 52%5) A+ bal(x)

(21)

polinomio que debe tener rafces con parte real nega-
tiva.

Ahora bien, dado que las funciones de pertenencia
se han supuesto de forma triangular y verifican que
i M (z(t-1) =1, en [3] se demuestra que:

Z . z": wi“"i"(x) —
i1=l tn=1
3 111

11"1 tn—l =1

z-Dy=1 (22)

por lo que

bo(x) = E v Z" HuM’;,(m(l—l))boil...i" (23)

=1 in=11=1

o incluso:

1 Tn n
bo(x) = Z . H”M,"' (z(l—l))b:]l...tn (24)
i3=1 in=11=1

y, sabiendo que las funciones de pertenencia se super-
ponen por parejas:

bo(x) = Z

Ji=i,i+l

> Il

JnTin,in+1li=1
(25)

Yz (l D < gl- 1)<z(l 1)

Vi ={1,...,m}, Vi={1,...,n}

Finalmente, derivando la expresién anterior, se puede
8bo (x)

calcular lzm’_‘l) como:
T

SRS

Ji=i,i1+1 Fn=in,in+l

a/l'MJ" ( (m— 1))
é':‘c(m 1) H“M’l (-’L(l l)) b =

=Z---Z )

J1=i1,61+1 Jm—1=tm-1im—1+1 Fm+1=0m+1,0m1+1

I

Z n ar(m— 1)

Jn=inin+1
- 1. dm—11m +1J
Ot pgim+1 (21(’" l))bf]l Jm—1tm A Im 1 dn

Hx(m-1)
n
T e~ =
- Y X

j1=i1,‘i1+1 jm—1=im—1,im—l+1

S

Jm+1=tm 41 im+1+1 Jn=in,in+tl

bjl~~~jyn—l fint1jm41.-Jn bj1 cdm—1tmImt1edn
(1] ]

(m=~1) _ (m-1)

"t +1 im
[ rppn @) (26)
=1

Tomando en consideracién (25) y (26), la ecuacién (21)
resulta V:L“ D < al-D < :L(l 1) , Vi = {1,...,m},
vi={1,...,n}

141 intl n

Z Z H”M{' (1)

Ji=i Jn=ty I=1
vz
0 /\n+
-z

i141j2.0
1—% :
Tiy+1
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Tig41 — Tiy

. . bjli2+lj3...j,. _ bj1i2j3~~-jn
+ bil‘..],. _ 2o 0 )\n-—l +...

i i bg1...jn_1in+l _ bgl...jn_li,,

+ b]l;n]u - - — /\
R

b =0 1)

Vi = {'L'l,il + 1}.

De manera que se debe verificar si la parte real de las
raices de

i1+152.0n _ 301020 dn
(1 - % o ) A"+

mi1+1 - mi]
1. dn

ceet (bi:;'f" -

T e = 0

bj1i2+lja-~-jn _ bj1i2j3-‘-jn
0 0 /\n—l +
Tiy+1 — Tip

(n-1) __ (n-1)

Zi,+1 in

1.0 dn—1tn+1 j1~-~jn—lin
le Jn—-1% —b
0 0 A
z

(28)

es estrictamente negativa. Obsérvese finalmente que
si z(-D ¢ [xgl_l),a;g,_l)
(es decir, que z se encuentra fuera del universo de dis-
curso), el sistema es estable, siempre y cuando todos
los subsistemas Bj1~-~jl—11jl+1"-jn y le~~~jl—1"l]‘l+l-‘~]‘n lo
sean.

] para algtin [ = {1,...,n}

0.

4 EJEMPLO

Sea el sistema borroso definido por:

R!' : Si (zes M) entonces & +z = —2
R? . Si (zes M) entoncest+z=2 (29)

Es facil de identificar que B! = B2 =1y que bo' =
-2, b02 = 2. La figura 3 muestra las funciones de
pertenecia para las premisas de las reglas.

Los pardmetros del sistema borroso pueden obtenerse
como sigue:

Yio W' (x)Bh (%)
E?l=l wil (X)

0.5(1 — z)(1) + 0.5(1 + 2)(1)
0.5(1 — z) +0.5(1 + z)

B(x)
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-1 1 X

Figura 3: Funciones de Pertenencia

= 1
_ Z?,:l w1 (x)bo™ (x)
bo (X) - Z?1=1 wit (X)
0.5(1 — z)(—2) + 0.5(1 + )(2)
0.5(1-z) +0.5(1 +z)

= 2

(30)

Nétese que bg(0) = 0.

Los dos subsistemas lineales son estables, dado que
B! y B,? son definidas positivas. De acuerdo con
los resultados obtenidos en [2] y [6] (Teorema 1), el
sistemna borroso deberia ser asintéticamente estable,
puesto que existe una matriz P definida positiva, tal

que Vi;, (A )TP +PA" <0. SiseeligeP=A=1,

1

(A" P+PAY = [(B“)“]TP +P(B")

1 1

= -1<0 (31)

Sin embargo, el sistema borroso resultante es inestable.
De hecho, se puede verificar que no puede garantizarse
la estabilidad asintética del sistema, aplicando el Teo-
rema 2:

ARG S

que no es estrictamente positivo Yz # 0.

Sin embargo, para aplicar este Teorema, es preciso
obtener una expresién explicita para B(x). Visto asi,
el sistema borroso podria reescribirse como:

B(x)kx+x =bg(x) & s+r =2z & &—z=0 (33)

que es claramente un sistema inestable.

Resulta de mayor utilidad el Teorema 3. Debe verifi-
carse que:



Vo, <z < 2449, Vip = {1,...,71 — 1}, los siguientes
polinomios correspondan a sistemas lineales estables:

bi1 +1 _ bil X
- =0 Vi= (i)
1] 11
(34)

Es decir, debe examinarse la estabilidad de los polino-
mios:

b2___b1
(1—JL~l)A+b}:0 (35)

T2 —In

2 __pl
@_ﬁ—ﬁ)»+w=o (36)

Iy — Iy

que resultan ser:

“A+1=0 (37)
“A+1=0 (38)

Ambos son inestables, luego no puede concluirse la
estabilidad asintética del sistema borroso.

5 CONCLUSION

En este trabajo se han presentado pasos adicionales
para complementar el andlisis de estabilidad de sis-
temas borrosos continuos basados en el modelo de
Takagi-Sugeno. La solucién aqui presentada corre-
ponde a un modelo realista, en el que existe término
independiente en el consecuente de las reglas. Ademds,
la aplicacién de los Teoremas presentados resulta de
fécil aplicacién, tal y como ha quedado probado en los
ejemplos.

Agradecimientos

Queremos agradecer la financiacién recibida de la CI-
CYT, proyecto TAP96-0600 EVS (Plataforma Virtual
para Ingenieria de Sistemas Auténomos Distribuidos),
asi como del programa TMR (Training and Mobil-
ity of Researchers), proyecto FMRX CT96-0070 Mobi-
Net (Mobile Robotics Technology for Health Care Ser-
vices).

Referencias

[1] J. Concha y A. Cipriano (1997). A new design
method of fuzzy controllers based on stability anal-
ysis. En Seventh IFSA World Congress, Pag. 312-
317.

12] B. Kosko (1997). Fuzzy Engineering. Prentice Hall.

[3] F. Matia y A. Jiménez (1996). On optimal imple-
mentation of fuzzy controllers. Intenational Jour-
nal of Intelligent Control and Systems, 1(3) Pag.
407-415.

{4] F. Sheikholeslam y V. Tahani (1997). Stability
analysis of fuzzy systems and design of fuzzy con-
trollers for linear plants. En Seventh IFSA World
Congress, Pag. 404-409.

[5] T. Takagi y M. Sugeno (1985). Fuzzy identification
of systems and its applications to modeling and
control. IEEE Transactions on Systems, Man and
Cybernetics, SMC-15(1) Pdg. 116-132.

[6] K. Tanaka, T. Ikeda y H. O. Wang (1996). Robust
stabilization of a class of uncertain nonlinear sys-
tems via fuzzy control: Quadratic stabilizability,
H, control theory, and linear matrix inequalities.
IEEE Transactions on Fuzzy Systems, 4(1) Péig.
1-13.

[7] K. Tanaka y M. Sano (1994). A robust stabilization
problem of fuzzy control systems and its applica-
tion to backing up control of a truck-trailer. IEEE
Transactions on Fuzzy Systems, 2(2) Pdg. 119-134.

(8] K. Tanaka y M. Sugeno (1992). Stability analysis
and design of fuzzy control systemns. Fuzzy Sets
and Systems, 45 Pag. 135-156.

[9] H. O. Wang, K. Tanaka, and M. F. Griffin (1996).
An approach to fuzzy control of nonlinear systems:
Stability and design issues. IEEE Transactions on
Fuzzy Systems, 4(1) P4g. 14-23.

308



Validacién formal de métodos de control borroso.

Perspectivas.

Antonio Sala, Pedro Albertos
Dept. de Ing. de Sistemas y Automatica.
Universidad Politécnica de Valencia
Apdo. 22012, E-46071 Valencia
asala@isa.upv.es, pedro@aii.upv.es

Resumen

En esta ponencia se discuten el estado actual y
las perspectivas de las dos lineas de investigacion
principales en control borroso: por un lado, la
linea interpolativa-funcional, que estudia los sis-
temas borrosos como aproximadores funcionales
universales y aplica resultados de control no-lineal,
redes neuronales, etc. y, por otro lado, la linea for-
mal que explora la validacién légica, el tratamien-
to de la incertidumbre y la supervisién del cono-
cimiento. Se citan referencias en ambos aspectos
y resultados resumidos en el segundo de ellos.

Palabras Clave: Control borroso, l6gica borrosa, va-
lidacién, control experto.

1 Introduccidn.

La mejora de calidad de produccién de un gran nimero
de procesos industriales pasa en gran medida por conse-
guir un control eficiente de los mismos. En un entorno
industrial complejo, la aplicacién préctica de técnicas
de control inteligente basadas en redes neuronales con
capacidades de aprendizaje [11] estd en un estadio ini-
cial. Sin embargo, los usuarios aceptan con facilidad y
gran interés las aplicaciones basadas en légica borrosa,
por el paralelismo con su propio razonamiento.

Una de las principales metas en control inteligente de
procesos industriales es la construccién de sistemas bo-
IT0S0S que controlen con garantia sistemas complejos de
alta dimensionalidad, mediante implementaciones gene-
rales, robustas y ficilmente entendibles por el usuario.
La capacidad de explicacién de las conclusiones por par-
te de un sistema basado en el conocimiento es una ven-
taja de cara a la interaccién con el usuario respecto a
herramientas como las redes neuronales.

No obstante, pese a la gran fama y aceptacién que los
sistemas borrosos estdn ganando, muchas de las apli-
caciones del disefio teérico actual estdn pensadas para
procesos de baja dimensionalidad, o en procesos multi-
variables poco acoplados. El control borroso, originado
a partir de una légica de conceptos “vagos” e “impre-
cisos”, se utiliza en la mayoria de los casos para apro-
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ximacién de funciones precisas, deterministas, contra-
diciendo con ello parte de los pretextos argiiidos para
fundamentar la utilidad de la l6gica borrosa en control.

Asimismo, un problema que las estructuras actualmen-
te utilizadas plantean es la dificultad de aprendizaje y
validacién cuando se aplican a sistemas que requieren
una estrategia compleja. La validacién se lleva a ca-
bo experimentalmente en la mayor parte de los casos
realizando numerosas simulaciones y, en la practica in-
dustrial, la modificacién de las bases de reglas en los
sistemas expertos aplicados a control se suele realizar
de forma manual y tediosa, por ensayo y error. Un
ejemplo de ello es la aplicacién industrial a hornos de
cemento [10].

La integracién de técnicas borrosas y neuronales da lu-
gar a estructuras denominadas neuroborrosas que, en
bastantes casos, combinan la interpretacién lingiifstica
con una estructura regresiva lineal en los pardmetros
que permite ciertos resultados tedricos sobre el apren-
dizaje [20, 8, 2]. El conceptos base del enfoque es la
granularidad o localidad. El aprendizaje realiza dos ti-
pos de modificaciones:

~ Modificaciones paramétricas: modificaciones en ga-
nancias u otros parametros, para mejorar gradual-
mente las acciones de control (adaptacién).

- Modificaciones estructurales: Adicién y elimina-
cién de reglas, reconfiguracién (cambio de estra-
tegia de control o algoritmo de adaptacién) produ-
cidas por deteccién de contradicciones, funciona-
miento poco satisfactorio, deteccién de fallos, etc.

Las primeras modificaciones se pueden llevar a cabo
por algoritmos de gradiente o/y con derivadas de or-
den superior. En sistemas sencillos, de estructura ma-
temética conocida, pueden derivarse modificaciones cu-
ya estabilidad esté garantizada, mediante técnicas ba-
sadas en funciones de Lyapunov o pasividad[13]. En
sistemas complejos, de modelo relativamente descono-
cido excepto determinadas caracteristicas cualitativas,
dichas técnicas no se pueden aplicar con total seguridad.

Todas estas ideas, y otras que se detallardn en las si-
guientes secciones, plantean cuestiones a resolver que
faciliten la creacién eficiente de sistemas complejos de



control basados en el conocimiento. Una posible solu-
ci6n seria el establecer un nivel supervisor de la adqui-
sicién de conocimiento en sistemas borrosos y neurobo-
rrosos. Este nivel deberfa evaluar la cantidad y calidad
del conocimiento disponible para decidir entre adapta-
cién o reestructuracién, para asegurar la ausencia de
contradicciones internas, etc.

2 Cuestiones sobre control borroso.

En las aplicaciones actuales de la 16gica borrosa al con-
trol de procesos existen una serie de cuestiones que mu-
chas veces se dejan de lado o se resuelven de modo in-
tuitivo. A continuacién se exponen algunas de ellas.

Multiplicidad de operadores. La generalizacién de
los operadores clave en légica binaria presenta multi-
tud de variantes (implicacién [9], defuzzificacién [20],
encadenamiento de reglas), basadas en razones forma-
les y/o intuitivas, algunas de las cuales adolecen de gra-
ves problemas, como conclusiones contradictorias si los
consecuentes no son convexos, o la predominancia de
conjuntos borrosos con elevada drea. Refinamientos re-
curriendo a coeficientes adicionales de entropia o me-
diante operaciones de indole heuristico permiten resol-
ver en ciertos casos esos problemas [22]. La eleccién de
operadores 1égicos, implicacién y deborrosificacién en
aplicaciones précticas industriales [1] se suele basar en
1a facilidad de implementacién y comprensién por parte
del usuario final.

Procesamiento numérico vs. conceptual. En bas-
tantes referencias bibliograficas sobre control borroso
se hace hincapié en el aspecto numérico y funcional (es-
tabilidad, funciones de Lyapunov, parametrizaciones li-
neales) de los reguladores borrosos[20]. En ese contexto,
pues, se ha perdido parte del espiritu inicial de la légica
borrosa como “computacién con palabras y conceptos”.

Interfaz sencilla para interpolacién. Entroncando
con la idea anterior, en muchas de las aplicaciones y de-
sarrollos teéricos de control borroso la légica borrosa se
considera Unicamente como una interfaz adecuada e in-
tuitiva hacia unas rutinas de interpolacién multidimen-
sional, en muchos casos con modelos de aproximacién
funcional estéticos, lineales en parametros, de tipo:

_ X $i(x)6*
T Y éix) ()

donde x es el estado del sistema y 8* son los pardmetros
modificables en el aprendizaje!.

u

Ambigiuedad. La légica borrosa, nacida como modelo
de conceptos vagos e imprecisos se utiliza en la mayoria
de las aplicaciones de control en ponderaciones del tipo
antes propuesto, completamente deterministas.

!Si las funciones de validez ¢; incorporan parimetros
modificables, se convierten en herramientas neuroborrosas
anilogas a redes neuronales multicapa.

Por supuesto, las ideas aqui mencionadas de una for-
ma categérica pueden ser objeto de discusién. En esta
discusién entrarian aspectos sobre la interpretacién del
propio significado de “borrosidad” [6], sobre la necesi-
dad de que el control sea o no determinista, etc.

En resumen, el enfoque “interpolativo” actual de la in-
vestigaci6én sobre control borroso ha conseguido una se-
rie de logros que lo justifican:

o En ciertos contextos, existencia de algoritmos
de identificacién sencillos (derivados de minimos
cuadrados)[20).

e Algoritmos de desigualdades matriciales lineales
[19] sobre combinaciones convexas de sistemas li-
neales.

¢ Generalizacién de resultados sobre control no li-
neal: pequefia ganancia, funcién descriptiva, iden-
tificacién y control adaptativo de sistemas afines
en control [13, 3].

e Aplicacién de algoritmos neuronales: backpropa-
gation, Levenberg-Marquardt[5)].

Si a ello le unimos, como razones para abandonar un en-
foque l6gico y formal junto a la ya referida multiplicidad
de operadores, el hecho de que las capacidades de los
reguladores borrosos son a veces exageradas, sin com-
paracién adecuada con otros reguladores (por ej. PID),
o resultado de un ajuste fino por métodos manuales de
ensayo y error, ello explica que el énfasis en el 4rea de
control borroso se concentre principalmente en sistemas
de aproximacién funcional, en muchos casos lineales en
los pardmetros.

3 Papel de los métodos borrosos en con-
trol.

El éxito en control de la aplicacién de la 16gica borrosa
se debe a la capacidad de la misma para utilizar mode-
los de conceptos ambiguos para reducir la complejidad
éntuitiva de un proceso, de manera que permite reali-
zar operaciones de control, planificacién y supervisién,
aunque sea de un modo aproximado o heuristico, sobre
plantas no lineales o/y variantes en el tiempo.

Una vez analizados los logros actuales en control bo-
rroso, cabe preguntarse por las posibilidades y limites
del enfoque funcional. Respecto a las primeras, cabe
argumentar que, dado que los controladores borrosos
son aproximadores funcionales universales de funciones
continuas suaves, la investigacién se puede dirigir hacia
el 4rea de control no lineal geométrico, control adapta-
tivo no lineal, etc. cuyos resultados y expectativas ya
han sido esbozados.

El objetivo de esta seccién es reflexionar sobre si existen
o no posibilidades inexploradas en el 4rea de la aplica-
cién de herramientas de 16gica formal al control borroso,
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Si T es Alta, u es Abrir
Si T es Alta, u es NoAbrir
Si T es Media, u es Notocar
Si T es Baja, y es Cerrar
Si T es Baja, y es CerrarPoco

Si h es Alto, (T es Baja o Q es Alto)
Si h no es MuyBajo o T es Alta, Q es Normal

(2) Base de reglas compleja.

| Expert 1
l Expert 2

(b) Fusién de conocimiento.

?7?7?

Figura 1: Necesidad de métodos légicos.

que no puedan ser abordadas ficilmente en el dmbito
del mencionado enfoque funcional. Las cuestiones ya
comentadas, junto con las siguientes, motivan la nece-
sidad del enfoque formal:

Ambigiiedad del conocimiento. En la ingenieria de
control, existen dos fuentes de ambigiiedad que deben
ser tratadas por parte del control inteligente:

— Ambigiiedad del modelo del proceso: la variabili-
dad o escaso conocimiento sobre el mismo hace que,
en muchos casos, s6lo se disponga de un modelo
intuitivo que describe comportamientos de orden
bajo, a escalas de tiempo grandes.

~ Ambigiiedad en las especificaciones de control: los
fndices de optimizacién relativos a calidad final y
coste de produccién son expresados de forma cua-
litativa ambigua. En la prictica, la experiencia del
operador humano se usa para fijar referencias para
reguladores jerdrquicamente inferiores.

Bases de reglas complejas. Fusidn. Si se dispo-
ne de una base de reglas compleja, introducida por un
experto o por un algoritmo de aprendizaje, como por
ejemplo la representada en la figura 1{a), seria ttil de-
tectar anomalias como contradicciones entre reglas, re-
glas redundantes, reglas que faltan para que la base esté
completa, etc. Asimismo, en el caso de disponer de in-
formacién de varias fuentes (humanas -fig. 1(b)- o/y
algoritmos de aprendizaje) deberian establecerse meca-
nismos formales de verificacién del grado de acuerdo
entre ellas, mecanismos de fusién, etc.

Aprendizaje. En el caso de control con un algoritmo
de aprendizaje (que incluye una evaluacién del cumpli-
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miento de determinadas especificaciones de control), la
decisién entre modificaciones paramétricas o estructu-
rales, la codificacién eficiente del conocimiento disponi-
ble, la verificacién de interpretabilidad de los resulta-
dos, etc. deberfan ser realizadas por un nivel jerdrquico
supervisor de la adquisicién de conocimiento.

Interpretabilidad de resultados. En el enfoque fun-
cional, con modelos tipo (1) con un nimero suficien-
te de funciones 9; puede aproximarse uniformemente
cualquier funcién continua suave [11]. El problema que
se plantea es que la inclusién de un gran nimero de
pardmetros hace que los modelos (neuro-)borrosos pier-
dan el sentido original, intuitivamente orientado a cap-
tar las caracterfsticas principales del proceso y redu-
cir complejidad. Por tanto, parece existir la necesidad
de ponderar interpretabilidad con exactitud de aproxi-
macién. Esta cuestién requeriria ser discutida en maés
detalle: la introduccién de indices de validacién (regu-
larizacién) en los algoritmos de aprendizaje puede posi-
bilitar un aprendizaje dirigido con mejor convergencia
de pardmetros y mejor interpretabilidad final [12].

3.1 Perspectivas del control borroso avanzado.

Las conclusiones de las consideraciones hasta ahora ex-
puestas son, en definitiva, que si existe un papel a jugar
en el control borroso para la la linea de investigacién
basada en métodos formales de légica borrosa para el
manejo del conocimiento:

e Los métodos formales borrosos deben abordar el
manejo de la incertidumbre en el conocimiento de
los sistemas.

o La linea de investigacidn es distinta y complemen-
taria al enfoque funcional interpolativo: una lista
de pardmetros 6% en (1) es un modelo en algunos
casos til, pero relativamente pobre, de la comple-
jidad del conocimiento humano sobre un proceso.

o El tratamiento del conocimiento debe abordar cues-
tiones relativas a la mejora de las capacidades de
aprendizaje y a la validacidn de dicho conocimien-
to, utilizando nociones de:

— Consistencia (calidad del conocimiento).
— Completitud (cantidad de conocimiento).

— Eficiencia (recursos usados, deteccién de re-
dundancia, simplicidad de la representacién,
conservacién de la interpretabilidad por parte
del usuario).

La conjuncién de las dos lineas de investigacién debe
dar lugar en el futuro a sistemas de control con carac-
teristicas como:

e Sistemas jerérquicos, que combinen varios modelos
de distinta precisién sobre €l proceso a controlar.



¢ Combinacién de conocimiento funcional (modelos
derivados de principios y leyes fisicas), heuristico
(proporcionado por humanos) y experimental (da-
tos de planta) del proceso o de sus subsistemas.

¢ Deteccién de fallos, cuando el sistema contradice al
conocimiento que se tiene de él.

¢ Supervisién de la adquisicién del conocimiento.

¢ Descubrimiento auténomo de propiedades que per-
mitan reducir la dimensionalidad del universo de
entrada.

s Aprendizaje avanzado (adaptacién paramétrica +
modificacién estructural).

3.2 Validacién del conocimiento.

El conocimiento que en determinado instante tiene un
regulador sobre el proceso al cual controla deberia ser
una compilacién “inteligente” de la experiencia pasada.
Bajo el término “validacién” deberd abordarse si dicho
conocimiento es adecuado y 1til para conseguir unas
determinadas especificaciones de control. La validacién
admite dos enfoques:

— Interno: verificacién de la estructura légica.

— Erterno: verificacién experimental.

Los métodos usuales de aprendizaje se centran en el
segundo de los aspectos. Desde el punto de vista de
mejora de los algoritmos de aprendizaje, cabe decir
que la invalidez externa tiene diferentes consecuencias
segtn su grado: ligeras discrepancias indicarfan nece-
sidad de adaptacién paramétrica, mientras que discre-
pancias mayores necesitarian de modificacién estructu-
ral (adicién o eliminacién de reglas), o bien serfan indi-
cativo de fallos en el sistema.

La validacién interna podria incrementar la velocidad
y calidad del aprendizaje [12, 14]. En la situacién ac-
tual, dicha validacién interna puede abordarse de dos
formas:

~ Verificacién l4gica de bases de reglas complejas,
aplicado a situaciones de control experto.

— Verificacién de la adecuacién de determinados al-
goritmos de inferencia cldsicos a una base de re-
glas (supuesta coherente): por ejemplo, aplicar
métodos centroidales no estd indicado cuando al-
guno de los conjuntos es de tamafio muy superior
a otros o cuando no es convexo. Esta validacién
deberia hacerse de forma automatizada para ase-
gurar que determinado algoritmo interpolativo es
capaz de recuperar de forma coherente la informa-
cién conceptual contenida en la base de reglas [16).

4 Estado del arte en enfoque formal.

La validacién 16gica se originé en la validacién de sis-
temas binarios [18, 4], investigdndose recientemente su
generalizacién al caso borroso [21, 7, 16] a partir, en
ciertos casos, de primeras definiciones de consistencia
basadas en el méximo de la interseccién {23]. En [14]
se analiza en profundidad el significado de la validacién
orientado hacia la aproximacién de funciones en control.
El enfoque citado se resume a continuacién.

Se plantea una equivalencia entre una regla y una ecua-
cién o inecuacién del siguiente modo:

Definicién 1 Sean u e y dos variables numéricas per-
tenecientes a dos universos de discurso (de entrada U
y salida Y, respectivamente), y sean ACU yBCY
dos conjuntos borrosos definidos por las funciones de
pertenencia pg : U = [0,1] y pp: Y = [0,1].
Entonces, la regla “Siu es A, entoncesy es B” se define
equivalente a la inecuacion:

pa(u) < pp(y) (2)

y la regla “Si y solo si u es A, entonces y es B” se
define equivalente a la ecuacidn:

pa(u) = pus(y) (3)

Definicién 2 Dada una base de reglas, se define como
conclusidn ideal de la misma al conjunto de soluciones
del sistema de ecuaciones equivalente, supuestas cono-
cidas el valor de ciertas variables (premisas).

Ejemplo. La base de reglas:
1- u es Bajo = y es No Bajo Y z es Bajo
2- u es Medio ¢ y es Bajo
3- u es Alto=> y es Alto O z es Alto

se define equivalente al sistema de ecuaciones:
Bajo(u) < min(l — Bajo(y), Bajo(z))
Medio(u) = Bajo(y)
Alto(u) < max(Alto(y), Alto(z))

La inferencia consiste en, para un particular u, calcular
qué valores de y y z verifican las ecuaciones e inecua-
ciones, dadas las funciones de pertenencia. En el caso,
por ejemplo, en el que Bajo(u)=0.5 y Medio(u)=0.6, no
existiria solucién: en ese caso, se dice que existe con-
tradiccién (entre las reglas 1 y 2).

Nétese que la deborrosificacién no eziste en este esque-
ma como ente tedrico basico. La presencia de deborrosi-
ficadores en un esquema practico supone, simplemente,
un algoritmo répido de obtener, en determinadas cir-
cunstancias, una solucién a los sistemas de ecuaciones.

La expresién de un modelo de sistema como un con-
junto de ecuaciones abre la puerta a investigar en solu-
ciones donde se combinen dichas ecuaciones con otras

312



ecuaciones obtenidas por primeros principios o experi-
mentacién sobre el proceso.

Las propiedades légicas de la base de reglas tienen un
paralelo en las propiedades algebraicas de existencia y
unicidad de solucién en las ecuaciones equivalentes:

Definicién 3 Si el sistema de ecuaciones equivalente a
una base de reglas no tiene solucidn se dird que la base
es contradictoria. i la tiene se dird que es coherente.
Si tiene mds de una solucidn, se dird que es incompleta
y si la solucidn es la misma tras eliminar una ecuacidn
se dird que la regla correspondiente es redundante.

Paraposibilitar la inferencia ante bases de reglas contra-
dictorias se definira un {ndice de contradiccién asociado
a cada regla denominado error de inferencia. Este error
de inferencia e : U x Y — [0, 1] tiene la expresi6n:

pa(uw) —peY) pa(u) > ps(y)
errr(u,y) = |pa(u) — n()|

ere(un) = {o paw) Sps®)

()

El error de inferencia es nulo si y es una conclusién
ideal de la regla ante u. El error es 1 si y contradice
totalmente a la regla ante la premisa u.

Con el error de inferencia de cada regla se construye
una funcién de error de inferencia acumulada de una
base de N reglas:

1

N P
e(u, y) = (Z ¢,‘(U, y)e,'(u, y)p)

i=1

(6)

donde p es un pardmetro decidible por el usuario con
valor de referencia unidad. Las funciones ¢; son ponde-
raciones interpretables como coeficientes de confianza,
definidos por el disefiador de la base de reglas.

Asi, la inferencia ideal (def. 2) se generaliza definiendo
la conclusidn ideal como los valores de y que minimizan
e(u,y). De este modo, la inferencia se convierte en la
minimizacién de un indice de coste de contradiccion.

En cuanto a la validacién de algoritmos convencio-
nales de inferencia, si y = f(u) esla salida ante u de un
algoritmo cualquiera (por ejemplo, uno de los muchos
similares a (1)) entonces el error de inferencia de las re-
glas e(u, f(u)) provee de un indice de invalidez de dicho
algoritmo. Este fndice depende del algoritmo utilizado
y de la disposicién y forma de las funciones de perte-
nencia. Para que tenga significado, la base de reglas
sobre la que se aplica debe ser coherente.

Si, por el contrario, f(u) es una funcién genérica que
se pretende modelar con la base de reglas (usada co-
mo aproximador funcional), entonces se dird que la
base de reglas modela coherentemente a la funcién si
e(u, f(u)) = 0 para todou € U.
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En ese caso, puede probarse que los antecedentes (4;) y
consecuentes (B;) de las reglas verifican A; C f~(B;),
donde f~! se define segn el principio de extensién:

[yp-1 (B.)(u) = ,UB.-(.f(U))

En reglas “si y sélo si”, se verifica A; = f~!(B;).

Esta interpretacién funcional basada en el principio de
extensién permite explicar determinados procedimien-
tos intuitivos para la construccién de bases de reglas que
aseguren la coherencia, asi como algoritmos de apren-
dizaje de minima contradiccién [15].

La estructura de coherencia y redundancia interna en
una base de reglas pueden ser evaluadas, por ejemplo,
mediante los coeficientes de coherencia y redundancia
que, particularizados a dos reglas 7,j son:

min ei{u,y)
ylei(uy)=0

(7

max

€i(u, () =
i ) pz]() vle) (ug)=0

cij(u) =

Estas definiciones posibilitan derivar herramientas for-
males para poder modificar, de forma automitica, la
forma de las funciones de pertenencia para mejorar la
consistencia interna. Asimismo, dadas dos reglas con
antecedentes y consecuentes similares, pueden estable-
cerse cotas para la contradiccién si una de ellas es eli-
minada, en funcién del coeficiente de redundancia.

En cuanto al control, los métodos formales esbozados
facilitan el disefio de bases de reglas coherentes y la se-
leccién de algoritmos capaces de extraer la informacidn
de ellas con fidelidad.

Una forma sencilla de abordar el problema de control es
la, inversién de modelos borrosos del proceso basidndose
en las ecuaciones equivalentes (si la dindmica interna no
observable en bucle cerrado es estable): las ecuaciones
del regulador son las mismas que las del proceso, pero
se trata de inferir u suponiendo conocida una referencia
Uref- Si el modelo es ambiguo (base de reglas incomple-
ta) este resultado produce las acciones de control que
posiblemente dan yrer. Para manejar la ambigiiedad en
el modelo, se debers calcular el conjunto de acciones
de control que necesariamente produzcan una salida en
[yret — 9, Yrer + 0] como el complementario de las que
produzcan posiblemente una salida fuera del intervalo
objetivo. En [15, 14, 17] se detallan ejemplos de aplica-
cién a aprendizaje, control por linealizacién por reali-
mentacién y control deslizante, que no se describen aqui
por limitacién de espacio.

5 Conclusiones

En este trabajo se han presentado y discutido un buen
ntmero de reflexiones sobre la situacién actual de la
aplicacién de la 1égica borrosa al control y sobre sus
posibilidades futuras.



Se ha insistido en la necesidad de combinar el enfoque
funcional con el enfoque formal para poder llegar a re-
sultados con mayor “inteligencia” que integren diversos
modelos del proceso y que supervisen la adquisicién del
conocimiento.

Una vez motivada la necesidad y utilidad de conside-
raciones sobre contradiccién y redundancia en bases de
reglas para control, se han expuesto de forma resumi-
da algunos resultados, remitiendo a las referencias bi-
bliogréficas para su consulta en detalle y ejemplos.
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Resumen

Un sistema de clasificacién borroso puede
inducirse automdticamente a partir de una
muestra de ejemplos clasificados, mediante la
combinacién de un algoritmo genético y de un
lenguaje basado en reglas borrosas. En es-
te trabajo definiremos una metodologfa en la
que se realiza una estimacién no paramétrica
de las funciones de pertenencia que definen la
semantica del lenguaje mencionado, median-
te una estrategia de tipo Pittsburg combina-
da con técnicas propias de la programacién
genética. La programacién genética se em-
plea para inducir las expresiones de las fun-
ciones de pertenencia de los conjuntos bo-
rrosos que definen la semdntica del clasifi-
cador. Estas expresiones consisten en una
secuencia de instrucciones interpretables en
una maquina de registros.

Palabras clave: Programacién Genética Basada
en una Maéquina de Registros, Sistemas Basados en
Reglas Borrosas Evolutivos, Algoritmos GA-P

1 Introduccidén

Los sistemas basados en reglas borrosas son una de las
aplicaciones mds importantes de la teoria de conjun-
tos borrosos de Zadeh. Estos sistemas extienden los
sistemas cldsicos basados en reglas y se han aplicado a
una gran cantidad de problemas, entre los cuales estd
la generalizacién borrosa del problema del analisis dis-
criminante. Llamaremos a este problema clasificacidn
borrosa.

La clasificacién borrosa admite que la frontera entre
dos clases vecinas no es una superficie sino una regién
borrosa, de forma que un objeto puede tener pertenen-
cia parcial a varias clases. Este enfoque no sélo refle-
Ja la realidad de que muchas categorias reales tienen
fronteras difusas, sino que también proporciona una
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representacién simple de una particién potencialmen-
te complicada del espacio de caracteristicas. Usando
este esquema podemos aplicar reglas si-entonces para
describir un clasificador {12][13]. Una regla tipica de
clasificacién podria ser

siXiesAiyXoes Ay y...y Xn es A,
entonces Z es C

donde X3, X5, .-, X, son las variables de entrada y
Ay,-++, A, son variables lingiiisticas, caracterizadas
por funciones de pertenencia apropiadas, que descri-
ben los valores de las propiedades del objeto Z. La
fuerza con que dispara una regla, o el grado de validez
de ésta, es el grado con el que el objeto pertenece a la
clase C. Llamaremos descriptivo a un banco de reglas
definido de este modo.

Cuando cada regla define una regién borrosa arbi-
traria (es decir, que no necesariamente sea el resultado
de componer etiquetas lingiiisticas mediante conecti-
vas légicas) la interpretabilidad del sistema es menor,
pero cada regla puede cubrir regiones de forma mds
compleja y en general el banco serd mas sencillo. Los
sistemas aprozimativos constan de reglas

si (X1,X2,...,Xy) es A entonces Z es C

donde A es un conjunto borroso no necesariamente
asociado a un término lingiiistico.

El objetivo de este trabajo es encontrar expresio-
nes adecuadas para las funciones de pertenencia de las
variables A; en los sistemas descriptivos o para los con-
juntos A en los sistemas aproximativos. Estas perte-
nencias han de dar lugar a reglas compatibles con una
muestra de objetos clasificados previamente. Este es-
tudio ya ha sido realizado por otros autores cuando las
funciones de pertenencia se definen paramétricamente.
Entre otros métodos, se pueden buscar los valores de
los parametros desconocidos mediante un algoritmo
genético [9][1). También hay sistemas que ajustan mo-
dificadores més o menos complejos 7], lo que permite
mayor riqueza en la definicién. Nosotros no defini-
remos paramétricamente los conjuntos borrosos, sino



que buscaremos un algoritmo que computard la for-
ma de esa funcién. Las tinicas limitaciones impuestas
al algoritmo son su longitud mixima (definida como
¢l nimero de instrucciones que emplea) y la ausencia
de composiciones iterativas y llamadas recursivas en
su definicién. Llamaremos a esta representacién fun-
cional. En la representacién funcional, cada uno de
los conjuntos borrosos se asociard a una secuencia de
instrucciones en una maquina de registros, cuya ejecu-
cién (tomando como dato el valor de las variables de
entrada) producird como salida el valor de la funcién
de pertenencia. Estas secuencias de instrucciones se
inducirdn mediante Programacién Genética.

2 Derivacién de una base de re-

glas borrosas mediante Fuzzy
GP y Fuzzy GA

La “programacién genética borrosa” (Fuzzy GP) es un
nuevo método de aprendizaje de mdquina que se ba-
sa en la combinacién de un algoritmo genético con un
lenguaje de reglas borrosas. En contraste con los al-
goritmos genéticos borrosos (Fuzzy GA) [1] la progra-
macién genética borrosa no optimiza los pardmetros
de funciones de pertenencia trapezoidales o con for-
ma de campana de una base de reglas con estructura
fija, sino que explora diferentes estructuras de clasifi-
cadores definidos mediante un lenguaje borroso a par-
tir de un diccionario en el que se definen las variables
lingiiisticas y varios modificadores [3]. La programa-
cién genética borrosa no cambia la semdantica del len-
guaje de reglas borrosas, pero en cambio es capaz de
derivar la estructura de la base de reglas, que no ne-
cesita definirse por el programador. De este modo, las
variables que no contribuyen a producir buenas solu-
ciones son eliminadas durante el proceso de evolucién.
Se hace notar que ésta no es la tnica aplicacién de
la programacién genética a los sistemas de clasifica-
cién. Por ejemplo, un clasificador basado en una idea
similar, pero empleando funciones discriminantes y un
lenguaje no borroso, fue aplicada también a proble-
mas de visién artificial, en una metodologia orientada
a reducir al minimo el tiempo de clasificacién en pro-
blemas con gran nimero de entradas [11] y pueden
encontrarse otras aplicaciones en [6].

Por otra parte, es bien sabido que los algoritmos
genéticos se combinan con los sistemas borrosos de
tres formas fundamentales, conocidas como enfoques
Michigan, Pittsburg e Iterativo [1] y que con estos
métodos se pueden inducir tanto la estructura del ban-
co como su semantica. En este estudio emplearemos
programacién genética en combinacion con el segun-
do de estos métodos (y por tanto nuestro método, aun
siendo un algoritmo de programacién genética aplicado
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al aprendizaje de reglas borrosas, no esta relacionado
directamente con la programacién genética borrosa tal
y como ha sido definida en [3]). Plantearemos el em-
pleo de la programacién genética en la determinacién
de la semdntica del lenguaje y no en la determina-
cién de la estructura del banco, lo que es un problema
abierto, segin este mismo autor:

However, a lot of work remains to be done.
The most important problems to solve are to
increase the speed of convergence while main-
taining stability, [...], including the definition
of the membership function in the genetic co-
ding, ...

La solucién que proponemos supone una mejoria res-
pecto a los métodos basados solamente en algoritmos
genéticos ya que la codificacién de las funciones de
pertenencia no es paramétrica. Cada funcién de perte-
nencia se codifica mediante un fragmento de programa
con lo que la gama de funciones representables es muy
amplia. Nuestra propuesta estd basada en la combina-
cién de dos metodologias: la Programacién Genética
Basada en una Mdquina de Registros y los Algoritmos
GA-P.

La primera de las técnicas logra una codifica-
cién muy eficiente de un programa en una cadena
de simbolos similar a las empleadas en algoritmos
genéticos. Esta representacién tiene dos ventajas im-
portantes con respecto a la programacién genética
candnica [6], en la que el cédigo se representa mediante
arboles: la evaluacién de los individuos requiere me-
nos cédlculos, lo que permite simular un nimero mayor
de generaciones, y la evolucién de la poblacién hacia
soluciones adecuadas requiere menor nimero de ge-
neraciones, debido a la forma en que se definen los
operadores de cruce y mutacién. Por otro lado, los
algoritmos GA-P mejoran a la programacién genética
cldsica en la forma en que se manejan las constantes,
ya que el valor de éstas se hace evolucionar, al contra-
rio que en el algoritmo de Koza, y permiten el empleo
de técnicas de optimizacién local [2]. La programacién
genética basada en registros y los algoritmos GA-P se
describen, respectivamente, en [10] y [5)].

3 Metodologia propuesta

El método de disefio de clasificadores que proponemos
es una variante del enfoque Pittsburg [9]. Hemos aso-
ciado las pertenencias de los conjuntos borrosos que
definen las etiquetas lingiiisticas con secuencias de ins-
trucciones de longitud fija. El lenguaje que hemos em-
pleado se interpreta en una maquina elemental basada
en registros, que describiremos en el siguiente aparta-
do.



(2)
(. ®
OO
® &
¥ ®

[ k3 = 1.003 |

Rl := Kl
RL += X
R2 := K1
R2 /= Rl
RO -= X
RO += R&

Figura 1: Codificacién de una funcién: GP candnica y GP registros

Al igual que en el algoritmo GA-P de Howard [5]
cada individuo consta de dos partes: la parte GA y
la parte GP. En la parte GA se almacenan valores de
constantes, con codificacién real, y en nuestra variante
del GA-P en la parte GP se concatenan tantas cadenas
de instrucciones como valores pueden tomar las varia-
bles lingiiisticas de las que hace uso el banco de reglas
borrosas.

En los bancos de reglas descriptivos se completardn
dos fases: en primer lugar se define una sintaxis del
problema (se asignan funciones de pertenencia trape-
zoidales a las variables Ay,...,A,) y se determina la
estructura del banco de reglas que optimice un indice
de funcionamiento. En esta etapa se puede incorporar
el conocimiento lingiiistico del que se disponga acerca
del sistema de clasificacidén (se mostrard un ejemplo
practico de esta incorporacién de conocimiento en una
seccién posterior). En la segunda fase se optimizan
las funciones de pertenencia reemplazando sus defini-
ciones por secuencias de instrucciones que se hacen
evolucionar mediante el esquema de la programacién
genética basada en registros. La definicién de los siste-
mas aproximativos es aun mds sencilla; la representa-
cién funcional que proponemos permite que cada clase
sea discriminada por una inica regla sin que sea pre-
ciso abordar la primera de las fases.

Las partes GA y GP pueden tratarse de forma ho-
mogénea, al contrario que en el GA-P de Howard. Em-
plearemos las operaciones de cruce y mutacién defini-
das en [10] sobre ambas partes.

3.1 La maquina virtual de registros

Como hemos visto, cada funcién de pertenencia se defi-
ne mediante una funcién, implementada en el lenguaje
de una maquina de registros que definimos a continua-
cién.

En nuestra maquina todas las instrucciones realizan
operaciones aritméticas sobre los registros. Cada pro-
grama lleva asociado un vector de entrada, un nimero
determinado de constantes, una serie de registros y
diversos procesos de inicializacién y término de la eje-
cucién. La longitud mdxima de un programa estd li-
mitada a un nimero dado de instrucciones aunque, de
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hecho, su longitud efectiva va a ser siempre menor, ya
que gran parte del cédigo no interviene en el resulta-
do final. Estos fragmentos de cédigo no utilizado o
introns son necesarios para el proceso de bisqueda.

El proceso de inicializacién asigna el valor cero a ca-
da uno de los registros. El proceso terminal calcula la
media aritmética de una serie de registros selecciona-
dos (normalmente el registro R0) y aplica al resultado
una funcién sigmoide con un rango de salida entre 0.0
y 1.0 para normalizar la salida del programa.

3.1.1 Conjunto de instrucciones

El conjunto de instrucciones de la miquina virtual de
registros define la base del comportamiento de las fun-
ciones de pertenencia que vamos a codificar con los
mismos.

Para los casos mds generales se han implementado
las siguientes operaciones (llamamos R; al registro -
ésimo, K; a la constante j-ésima y Xj a la entrada
k-ésima). Todas las operaciones estdn protegidas para
evitar desbordamientos.

Ri+«0 R; + R R; < K;

R; + X R.'(-R,'-i-KJ' R; «— R;+ R;
R; « R; + X3 R,’(—R,‘—KJ’ R; «~ R; - R;
R; « R; — X} R,’(—-R,'*Kj R; «— R;* Ry
R,‘(——Ri*Xk R.'(—Ri/Kj R.'(—R,'/R(
R; + R,'/Xk R,’ «— Sin(R() R,’ «— sin(Xk)
R; < cos(R;) R;+ cos(Xy)

4 Resultados Experimentales

En orden a analizar y comparar las caracteristicas de
nuestro clasificador lo hemos aplicado a dos proble-
mas cldsicos, bien conocidos: Iris y Pima. Hemos em-
pleado bancos de reglas aproximativos, con una inica
regla por clase (o lo que es lo mismo, los conjuntos
borrosos obtenidos son una particién del espacio de
caracteristicas).

En la préxima seccién aplicaremos la metodologia
expuesta anteriormente para solucionar un problema
practico de clasificacién con un banco de reglas des-
criptivo.



4.1 Iris

El problema inicialmente planteado por Fisher [14]
cuenta con 150 ejemplos en los que se han medido cua-
tro atributos con los que tratamos de diferenciar tres
tipos diferentes de flores (setosa, versicolor y virgini-
ca).

Hemos aplicado el método de validacién cruzada con
diez particiones aleatorias para medir la capacidad de
aprendizaje en cada uno de los conjuntos de entrena-
miento y calcular una estimacién del error a través de
los subsiguientes tests. En la funcién de fitness, que
mide la adecuacién del clasificador durante la etapa de
entrenamiento, intervienen dos factores: el porcentaje
de aciertos por un lado, y la longitud del programa ge-
nerado por otro. Este dltimo estd relacionado con la
capacidad de generalizacién del clasificador. A menos
instrucciones se corresponden funciones mas sencillas,
menos tendentes a sobreentrenar el sistema.

Para cada una de las series hemos lanzado 10 veces
el programa de generacién del clasificador, eligiendo
aquel con mejor ajuste para realizar e] test. Los re-
sultados para cada una de las series se muestran a
continuacién:

| Serie | Entrenamiento [ N. Instr. I Test ]
1 100.00% 48 93.34%
2 100.00% 24 100.00%
3 100.00% 29 100.00%
4 100.00% 43 93.34%
5 100.00% 42 100.00%
6 100.00% 23 100.00%
7 100.00% 29 93.34%
8 100.00% 34 100.00%
9 99.26% 54 93.34%
10 99.26% 30 93.34%

[ Global | 99.85% | [ 96.67% |

Los resultados obtenidos con varios algoritmos
cldsicos (C4.5 [15], CN2 [16] y LVQ [17]) pueden apre-
ciarse en la siguiente tabla.

| Algoritmo | Entrenamiento Test |
C4.5 98.38% 92.7%
CN2 98.92% 94.16%
LvQ 98.55% 95.72%

Observando los resultados podemos notar que nues-
tro sistema posee una gran capacidad de generalizacién
y un gran porcentaje de aciertos en Test, al mismo
tiempo. Los programas generados poseen una media
de 36 instrucciones, lo que da una idea de la sencillez
de las soluciones encontradas.

4.2 Pima

Esta base de datos contiene 768 casos de diagndstico de
diabetes donde se toman 8 variables para diferenciar
los dos posibles estados: enfermo o sano.
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A continuacién se muestran los resultados globales
para todas y cada una de las series as{ como los por-
centajes de clasificacién de otros sistemas.

[ Serie ] N. Instr. | Entrenamiento Test I
1 62 80.20% 76.65%
2 82 81.08% 77.08%
3 34 79.65% 75.13%
4 36 79.65% 79.29%
5 68 79.90% 74.35%
[Global [ 57 | 80.10% | 76.50% |
| Algoritmo | Entrenamiento Test |
C4.5 96.06% 71.4%
CN2 85.4% 74.5%
LVQ 83.68% 67.71%

Es interesante resefiar que el clasificador obtenido
para la serie 4 dnicamente posee 36 instrucciones y
depende de cuatro de las 8 variables de entrada. En
otro articulo [11], como ya hemos mencionado, mos-
trabamos la capacidad de un método de similares ca-
racteristicas (basado en GA-P tradicional y no en re-
gistros) para actuar como selector de caracteristicas en
problemas de alta dimensionalidad.

5 Aplicacion practica: Clasifica-
cion de defectos de fabricaciéon
en planchas de vidrio

Este es el problema original que nos impulsé a desarro-
llar el método de clasificacion. En este caso vamos a
abordar el entrenamiento de las funciones de pertenen-
cia correspondientes a un juego de etiquetas lingisticas
que forman parte de la base de conocimiento. Conta-
mos con un conjunto de 360 ejemplos, cada uno de los
cuales posee 5 atributos tomados de medidas realiza-
das sobre las imédgenes de los defectos. Cada tipo de
defecto viene caracterizado por una regla definida a
priori por uno de los operarios que anteriormente tra-
bajaba en la identificacién visual de los mismos. No
entraremos a detallar la base del funcionamiento del
sistema automatico de localizacidén y extraccién de ca-
racteristicas de cada defecto. La descripcién completa
del problema estd en [8].

Para el entrenamiento del clasificador hemos codi-
ficado cada una de las 5 funciones de pertenencia a
cada etiqueta conjuntamente en cada cromosoma de
la poblacién. Cada programa posee una sola variable
de entrada (la correspondiente a su etiqueta) y cua-
tro constantes. Se ha impuesto un nimero méximo de
instrucciones reducido (20) con el fin de forzar al siste-
ma la busqueda de funciones sencillas. Los pardmetros
que definen el algoritmo de entrenamiento son:
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Figura 2: Relaciones entre los descriptores “forma de anillo” y “contraste”

Poblacién 300 individuos
N. Subpoblaciones 3
N. funciones de pertenencia 5

Long. programa
por cada f. de pert.
N. constantes

20 instrucciones

por cada f. de pert. 4
N. registros 16
Prob. cruce 80%
Prob. mutacién 20%
Prob. intercambio subpoblaciones 0.1%
Generaciones 350

En la tabla que sigue, se comparan los resultados
obtenidos mediante este método, un clasificador es-
tadistico y un clasificador borroso disefiado mediante
el método Pittsburg pero con funciones de pertenencia
paramétricas trapezoidales.

[ Algoritmo | Entr. Test |
K-Vecinos (K=3) 87.40%
Parametr. trapezoidal | 94.2%  92.2%
Codificacién funcional | 97.38% 98.83%

También se ha utilizado el método aproximativo pa-
ra resolver el mismo problema. Se aprecia una nueva
mejora en los resultados debido a que el sistema es ca-
paz de relacionar aspectos de los descriptores que el
operador habria pasado por alto por constituir rela-
ciones demasiado complejas entre las variables.

En la grédfica 2 se relacionan los descriptores “For-
ma de anillo” y “Contraste”. El clasificador logré en-
contrar una funcién que haciendo dnicamente uso de
estos dos pardmetros discriminaba en un 99.3% todos
los ejemplos del entrenamiento. Nétese que haciendo
uso de un clasificador descriptivo no es posible llegar
a discriminar del mismo modo.

319

6 Conclusiones

En este trabajo se ha definido un método que permite
inducir bancos de reglas borrosas aproximativos y des-
criptivos en problemas de clasificacién. Los conjuntos
borrosos que definen la semdntica de los bancos de re-
glas se han obtenido mediante programacién genética
y no se basan en una parametrizacién de las funcio-
nes de pertenencia de los mismos, por lo que pueden
definirse pertenencias de forma compleja que reducen
el nimero de reglas necesario para describir el clasi-
ficador. Los resultados experimentales muestran que
el método es capaz de competir con ventaja con otros
clasificadores clasicos y borrosos.

Agradecimientos

Agradecemos a O. Corddén, M. José del Jesus y a F.
Herrera la colaboracién prestada asi como sus valiosos
comentarios acerca de este trabajo.

A Apéndice

A.1 Resultados obtenidos en la aplica-
cién practica

A continuacién se incluye como ejemplo la decodifica-

cién de uno de los términos del individuo ganador en

el problema de la clasificacion de defectos de fabrica-

cion en planchas de vidrio, asi cono la representacién

grafica de la funcién de pertenencia correspondiente
(figura 3).

[Funcién 5 (término: Forma de Anillo)]

K00
K01

63.498774; K02
30.524333; KO3

10.411939;
-88.616320;
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Figura 3: F. de pertenencia término “Anillo”

00 RO5 += K02; 08 RO6 /= X;

01 R10 -= RO5; 09 RO5 /= K02;

02 RO6 *= X; 10 RO5 += KO1;

03 R06 += R10; 11 RO5 += X;

04 RO6 *= X; 12 R0OO := cos RO5;
05 RO6 += K02; 13 ROO += ROS6;

06 RO6 /= X; 14 ROO += RO6;

07 RO5 /= K02;
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Resumen

Se pueden encontrar muchas similaridades
entre los procesos de Mineria de Datos y de
Modelado Difuso, especialmente cuando te-
nemos que tratar con grandes conjuntos de
datos con ruido e imprecisién. Una de e-
llas corresponde al preprocesamiento de los
datos para seleccionar las variables més ade-
cuadas a usar en el proceso de descubrimiento
de conocimiento por medio de técnicas de la
mineria de datos o del modelado difuso. En
este documento se investiga un sistema de
aprendizaje hibrido, que, como un paso de
preprocesamiento, combina técnicas difuso-
evolutivas para encontrar caracteristicas o
variables titiles para representar los datos.

Palabras Clave: algoritmos evolutivos, pre-
procesamiento de datos, sistemas hibridos.

1 INTRODUCCION

La propuesta de Zadeh de modelar el mecanismo del
pensamiento humano con valores lingiiisticos difusos
en vez de con niimeros, condujo a la introduccién de
12 borrosidad dentro de la teoria de sistemas y al de-
sarrollo de una nueva clase de sistemas llamados sis-
temas difusos. En el modelado difuso, el problema m4s
importante es la identificacién de un modelo difuso u-
sando datos del tipo entrada-salida. De un modo simi-
lar, la Mineria de Datos tiene como objetivo la criba
de datos para revelar informacién 1til por medio de
una representacién adecuada al usuario, comprimien-
do enormes registros de datos. En este contexto, un
problema comin a ambas técnicas es como tratar con
mecanismos de seleccién de variables a partir de la
posible coleccién de variables que pueden ser conside-
radas de los datos disponibles.
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Aunque hemos usado el término Minerfa de Datos,
usamos, como en [6], el término Descubrimiento de
Conocimiento en Bases de Datos (DCBD) o sélo Des-
cubrimiento de Conocimiento (DC) para denotar el
proceso completo de extraer conocimiento de alto nivel
a partir de datos de bajo nivel, y el término Minerfa
de Datos como el acto concreto de extraer patrones o
modelos de los datos. Por tanto, muchos pasos prece-
den al de mineria de datos, y uno de ellos es el pre-
procesamiento de los datos para seleccionar las varia-
bles adecuadas para ser usadas en la construccién o
extraccién del modelo. Este paso es similar a la iden-
tificacién de variables dentro del paso de identificacién
de la estructura, en el proceso de modelado difuso.

Dado un conjunto de datos para el que presuminos
alguna dependencia funcional, surge la cuestiéon de
si hay alguna metodologia adecuada para derivar re-
glas (difusas) a partir de los datos que caracterizan la
funcién desconocida, de forma tan precisa como sea
posible. Recientemente se han propuesto numerosas
aproximaciones para generar automdticamente reglas
if-then a partir de datos numéricos sin expertos en el
dominio [9]. Este tipo de problema es similar al que
podemos encontrar en el drea de Descubrimiento de
Conocimiento, y en este sentido presentamos aqui una
técnica Soft Computing que intenta tener en cuenta
uno de los problemas fundamentales como es el pre-
procesamiento de los datos para seleccionar las carac-
teristicas o variables adecuadas para que el proceso
de Mineria de Datos pueda realizarse con méas infor-
macién.

A medida que intentamos resolver problemas del
mundo real, nos damos cuenta de que son normal-
mente sistemas mal definidos, dificiles de modelar y
con espacios de solucién de gran escala. En estos
casos, los modelos precisos son poco précticos, de-
masiado caros o inexistentes. La informacién rele-
vante disponible estd normalmente en la forma de
conocimiento empirico previo y datos del tipo entrada-
salida representando instancias del comportamiento



del sistema. Asi pues, necesitamos sistemas de ra-
zonamiento aproximado capaces de manejar esa in-
formacién imperfecta. Sof Computing es un término
acufiado recientemente que describe el uso simbiético
de muchas disciplinas emergentes de computacién
que intentan manejar la informacién imperfecta. De
acuerdo con Zadeh (1994): ... en contraste con lo
tradicional, hard computing, soft computing es to-
lerante a la imprecisién, a la incertidumbre y a la
verdad parcial”’. Dentro de estas técnicas tenemos
la Légica Difusa, el Razonamiento Probabilistico, las
Redes Neuronales y los Algoritmos Evolutivos. Du-
rante los ultimos afios hemos visto un nimero cre-
ciente de algoritmos hibridos, en los que dos o mds tec-
nologias Soft Computing se han integrado para mejo-
rar el rendimiento global del algoritmo [2].

Como sucede en la mineria de datos, si intentamos
revelar informacién 1til de los datos, un paso funda-
mental es el preprocesamiento de los datos para selec-
cionar las variables mas adecuadas. En el contexto del
modelado y més concretamente del modelado difuso,
el objetivo es encontrar un conjunto de relaciones que
describan el comportamiento presente en los datos por
medio de una coleccién de patrones o reglas if-then
[11]. En este proceso, la identificacién de la estruc-
tura de un sistema tiene que encontrar las variables
que representan los datos de un modo més preciso,
de entre una coleccién de posibles variables. En este
contexto tenemos que seleccionar un nimero finito de
variables entre una coleccién finita de posibles can-
didatos. Esto es un problema combinatorio. Una posi-
ble aproximacién a este problema es intentar asignar
cierto grado a cada variable dependiendo de su impor-
tancia en la consecucién del objetivo final. Esto es
similar a una fusién multisensor, que consiste en una
combinacién de diferentes fuentes de informacién en
un formato de representacién. Cuando cada variable
representa caracteristicas diferentes, tratamos con in-
formacién complementaria. Su fusién nos permite re-
solver ambigiiedad en la informacién [3].

En este proceso de fusién de las diferentes variables
de entrada posibles, tenemos dos objetivos. Primero
queremos determinar la importancia de las entradas a
fusionar; segundo queremos determinar los pardmetros
exactos de las funciones de agregacién usadas en la
fusién. Encontrar los mejores pardmetros de la funcién
de agregacién es un proceso de optimizacién. Los algo-
ritmos evolutivos han demostrado ser muy itiles para
este proceso porque aportan una bisqueda robusta en
espacios de biisqueda complejos y no quedan atrapa-
dos en minimos locales como les sucede a las técnicas
de gradiente descendente.

Una vez que las variables son identificadas, el siguien-
te paso en la identificacién de la estructura tiene que

ver con la identificacién de relaciones o, en otras pala-
bras, con el descubrimiento de los patrones o el modelo
a partir de los datos, y su representacién por medio
de diferentes alternativas como por ejemplo reglas di-
fusas. En este paso se pueden usar diferentes técnicas
soft computing en el contexto del DC, como las pro-
puestas en [3](8].

2 UN ALGORITMO EVOLUTIVO
PARA IDENTIFICACION DE
VARIABLES

Los Algoritmos Evolutivos (AE) [1] son procedimien-
tos adaptativos de optimizacién y bisqueda que en-
cuentran soluciones a problemas, inspirados en los
mecanismos de la evolucién natural. Imitan, a un
nivel abstracto, en una aproximacién basada en pobla-
ciones, principios biolégicos tales como la herencia
de informacién, la variacién de informacién mediante
cruce/mutacién, y la seleccién de individuos en base a
la aptitud. Los AE comienzan con un conjunto inicial
(poblacién) de soluciones alternativas (inividuos) para
el problema dado, que son evaluadas en términos de
la calidad de la solucién (aptitud). Entonces, se apli-
can los operadores de seleccion, replicacién y variacion
para obtener nuevos individuos (descendencia) que
constituyen una nueva poblacién. La interaccién de
seleccién, replicacién y variacién de los mds aptos lleva
a soluciones cuya calidad va en aumento a lo largo de
muchas iteraciones. Cuando finalmente se alcanza un
criterio de terminacién, tal como un nimero maximo
de generaciones, el proceso de biisqueda termina, y la
solucién final se muestra como salida.

Bésicamente, podemos decir que un AE se basa en los
siguientes componentes, para cualquier tipo de apli-
cacién: una representacién de soluciones del problema,
un modo de crear una poblacidn inicial de soluciones;
una funcién de evaluacién para medir la aptitud de
cualquier solucién, que juega ademds el papel de “en-
torno”, en el que las mejores soluciones (es decir, aque-
llas que tienen un mejor valor objetivo) pueden tener
mayor probabilidad de supervivencia; operadores de
variacién (reglas de transicién probabilistica) que re-
alizan la composicién de los hijos durante la repro-
duccién; y valores para los pardmetros que el algo-
ritmo utiliza para guiar su evolucién: tamafio de la
poblacién, nimero de generaciones, probabilidades de
cruce y mutacién, etc.

La clase de AE mejor conocida es la de los Algoritmos
Genéticos (AG) [7], que han recibido mucha atencién
en los 1iltimos afios. Otras variantes de AE, tales como
la Programacion Genética, Estrategias de Evolucion, o
Programacién Evolutiva son menos populares, aunque
muy poderosas también. Los AG cldsicos usan cadenas
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binarias de longitud fija para representar individuos y
dos operadores genéticos basicos (mutacién binaria y
cruce binario). No obstante, el campo de los AG se
caracteriza por un gran dinamismo, y continuamente
se desarrollan modificaciones y extensiones de la tec-
nologia.

En este documento describimos un AE para identifi-
cacién de variables en Mineria de Datos y DC. Ex-
presado en términos de programacion matemadtica, el
problema puede ser formulado como sigue:

1/f
n )4 f
E Yt — Z“’j‘”;‘
t=1 j=1
Min E= — (1)
s.a:

P
Zuq:l, 0<w; <L, j=1,...,p
=1

donde n es el nimero de datos, p es el nmimero de
variables, y; es el valor esperado de salida para el

vector de variables de entrada X; = {zf,...,2L}, ¥
1/1
z !
Z w; T} es el valor del modelo media genera-
j=1

lizada (Dyckhoff and Pedrycz [5]) con grado de borrosi-
dad f. Este tipo de operador de agregacién es similar
al operador OWA (Ordered Weighted Averaging) in-
troducido por Yager [13]. Los pesos wj, j = 1,...,p,
han de ser averiguados.

Aunque pueden usarse numerosas conectivas de con-
juntos difusos con la finalidad de agregacién [14], el
operador media generalizada satisface las propiedades
deseables. Por lo tanto, el operador puede usarse como
unién o como interseccién en los casos extremos, y el
ratio de compensacién puede controlarse variando el
grado de borrosidad f.

Buczak y Uhrig [3] describen un AG para resolver el
mismo problema con aplicacién a la fusién de datos,
siendo la representacién de soluciones al problema y
el mecanismo de satisfacién de restricciones las princi-
pales diferencias con respecto al AE que aqui describi-
mos.

Mi4s adelante se describen las principales carac-
teristicas del AE propuesto. Estas caracteristicas son
una representacién de soluciones al problema, satis-
faccién de restricciones, mecanismos para crear una
poblacién inicial de soluciones, la funcién de evalua-
cién, operadores de variacién y pardmetros usados.
Ademds, se hacen algunos comentarios al disefio.

Para disefiar el AE hemos tenido en cuenta la siguiente
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idea: parece (Michalevicz [10]) que una representacién
natural de una solucién potencial para un problema
dado junto con una familia de operadores de variacién
aplicables podria ser bastante 1til en la aproximacion
de soluciones a muchos problemas. Ademds, las res-
tricciones no triviales pueden implementarse incorpo-
rando conocimiento del problema especifico en el AE.

2.1 REPRESENTACION

Un individuo W de la poblacién se representa como
una coleccién de p componentes, es decir, W =
{w1,...,wp}, donde w; € [0,1], 5 = 1,...,p, es el
peso asociado con la variable de entrada z;.

2.2 SATISFACCION DE RESTRICCIONES

Todos los mecanismos para crear un nuevo individuo
W = {wy,...,wp} en el proceso evolutivo, es decir los
procedimientos de inicializacién y los operadores de
variacién, aseguran que se satisfacen las restricciones

r
ij=1,0§wj§1,j=1,...,p.
j=1

2.3 POBLACION INICIAL

El siguiente procedimiento poblacidn.inicial obtiene
una poblacién completa de tampob individuos que sa-
tisfacen las restricciones impuestas. Consideramos dos
procedimientos de inicializacién. El procedimiento pe-
sosl genera una coleccién de pesos W = {wy, ..., wq}

q

tales que wy € [0,1],1=1,...,q, ¥ Zw, = val, con
0 < wal < 1. El procedimiento pesés% es una modi-
ficacién del procedimiento pesosl para fijar un ratio
aleatorio de pesos iguales a cero. Notese que para
g = py val = 1, ambos procedimientos pesosl y pe-
s0s2 generan una solucién factible para el problema.
Estos procedimientos se usan con igual probabilidad
para obtener la poblacién inicial.

procedimiento poblacién._inicial;

entrada: tamaifio poblacién tampob; nimero de va-
riables p;

salida: poblacién  POB = WA -
{wiv LS w;lz}$ [EER] Wtampob = {wiampob’ ey w;ampob}}

de tampob individuos tales que wi € [0,1], j =

P
1,...,p, i = 1,...,tampob, y Zw; =1 i =

Jj=1
1,...,tampob;

1.1 1;



2. aleat « valor real aleatorio € [0, 1);

3. Si aleat < 0.5 entonces pesosl(entrada : n » /s 2
p,1;salida : W) Z Yo — Z wizt!
Fad
sino pesos2(entrada : p, 1; salida : W) t=1 i=1
eval(W;) = - y (2)
4. W« W; i=1,...,tampob

5. Si ¢ < tampob entonces X
2.5 MECANISMO DE SELECCION Y

i—it+ ] REEMPLAZO GENERACIONAL

Ir al paso 2;
’ Proponemos usar la seleccidn por torneo [7]. En este

método, se prueban un grupo de Norneo individuos
de la poblacién y se elige para la reproduccién al in-
procedimiento pesosi; dividuo con mejor aptitud. Se aplican operadores de
variacién a los individuos seleccionados y la descen-
dencia se copia a la siguiente poblacién. Este proceso
se repite hasta que se genera completamente la nueva

entrada: nimero entero g, con 1 < ¢ < p; valor real
val, con 0 < wval < 1;

salida: coleccién W = {wy,...,wg} tal que w; € poblacién (reemplazo generacional completo). Ademds

q se usa la estrategia elitista, que siempre siempre copia

[0,1),1=1,...,q,¥ Zwl = val; los mejores miembros de una poblacién a la siguiente.
=1

2.6 OPERADORES DE VARIACION

1. wy ¢ valor real aleatorio € [0,1], para | =
1,...,q; Hemos considerado cinco operadores de variacién (tres

mutaciones, cruce e inversién). El operador mutaciénl

g realiza un cambio minimo, intercambiando dos elemen-
2. wy +val - wy/ Ewi’ paral=1,...,q tos aleatorios de los padres, mientras que los opera-
=1 dores mutacidn2 y mutaciénd usan los procedimientos

pesosl y pesos2respectivamente para producir un cam-
bio en una parte arbitraria de los padres. El operador

procedimiento pesos2; cruce_aritmético produce dos descendientes mediante
entrada: nimero entero g, con 1 < ¢ < p; valor real la combinacién lineal convexa de los padres. Con el
wval. con 0 < val < 1: - operador inversidn, un individuo W = {w,...,wp}
’ - =7 es invertido produciendo otro W' = {wp,...,w1}.
salida: coleccién W = {wi,...,w,} tal que w; €
q
0,1, 1=1....q,¥ ; w; = val; procedimiento mutaciénl;
entrada: Padre W = {w,...,wp};
1. Seleccionar aleatoriamente K = {ki,...,kr} C salida: Descendencia W' = {w},...,w)};
{1,...,q} talque 1 <r < gq;
i i = C
2. Me{l,....q) - K; 1. Seleccionar aleatoriamente K {k1,k2} C
{1,...,p}
3. w0,leM; 2. M« {1,...,p} - K;
4. pesosl(entrada : r,val; salida : V'); 3. wj—w,l €M,

! .
5. wi, + v, I=1,...,7; 4. Wi, + w,;

W, ¢ Wi, ;
2.4 FUNCION DE EVALUACION
procedimiento mutacién2;
La funcién de evaluacién de los individuos W; =
{wi,...,wi}, i = 1,...,tampob, es claramente deter-
minada por la funcién objetivo del problema: salida: Descendencia W' = {w},...,w,};

entrada: Padre W = {wy,...,wp};
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1. Seleccionar aleatoriamente K = {ki,...,k-} C
{1,...,p} talque 1 <r < p;

2. M« {1,...,p} - K;

3wy w,leM;

-
4. val « Zwk,;
=1

5.  pesosl(entrada : r,val; salida : V);

6. w, <o, l=1,...,7;

procedimiento mutacién3;
entrada: Padre W = {wy,...,wp};

salida: Descendencia W' = {w},...,w,};

1. Seleccionar aleatoriamente K = {k;,...,kr} C
{1,...,p} tal que 1 <r < p;

2. Set M ={1,...,p} - K;

3w~ w,leM,

T
4. val + Zwk,;
1=1

5. pesos2(entrada : r,val; salida : V);

6. w, «u,l=1,...,7

procedimiento cruce_aritmético;

entrada: Padres Wi = {w},...,w;} vy W2 =
2 21.

{w},...,wp};
. . 1

salida: Descendencia W'y = {w'],... ywiily W =
2 12y,

{w'y,.., W'k

1. ¢; + valor real aleatorio € [0,1];

e+ 1—cy;
1 )
2. v witewlji=1...,p

12 1 2 s .
w'; ¢ co - wj +a-wj,j=1...,p

procedimiento inversion;
entrada: Padre W = {wy,...,wp};

salida: Descendencia W' = {w},...,wp};

Lowy, g «w,l=1..,p
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2.7 PARAMETROS

Los parametros a considerar por parte del AE son el
nimero méximo de generaciones (mazgen), el tamafio
de la poblacién (tampob), el niimero de miembros usa-
dos en la seleccién por torneo (forneo), 12 probabilidad
de cruce (p.), la probabilidad de mutacién (py), y la
probabilidad de inversién (p;). Nétese que la probabili-
dad p,, corresponde a la suma de las probabilidades de
todos los operadores de mutacién descritos. La tabla
1 muestra los valores de los pardmetros para los cuales
se han obtenido buenos resultados en el proceso de
experimentacion.

Tabla 1: Valores de los pardmetros del AE.

PARAMETRO | VALOR
mazgen 1000
tampob 20
Ntorneo 6
Pe 0.6
Pm 0.6
Di 0.1

3 EJEMPLOS NUMERICOS

Para validar el AE hemos considerado un test estindar
propuesto en Dyckhoff y Pedrycz (1984) y utilizado
también en Buczak y Uhrig (1996). El conjunto de
datos consiste en una coleccién de 2 variables de en-
trada z; y zz y una variable de salida. Para com-
probar la bondad del AE, hemos afiadido a los datos
de entrada 6 nuevas variables z3, 4, T5, T6, L7 Y T8
formadas a partir las variables z; y z ahadiéndoles
ruido uniforme en un 10% (a las variables z3 y 4), en
un 40% (a las variables z5 y zg), y en un 100% (a las
variables z7 y zg). La tabla 2 muestra los pesos y fit-
ness obtenidos considerando solamente las 2 variables
de entrada del problema, para 3 valores diferentes de
f (con el objetivo de poder comparar con los ejem-
plos de la literatura). La tabla 3 muestra los pesos y
fitness obtenidos teniendo en cuenta las 2 variables de
entrada originales mas las 6 variables ficticias de ruido.
Los resultados muestran como el AE propuesto detecta
las variables que realmente influyen en la variable de
salida, excluyendo aquellas ficticias introducidas arti-
ficialmente.

4 CONCLUSIONES

Las técnicas Soft Computing para Anélisis de Datos
como seleccién o identificacién de variables y des-
cubrimiento de modelo, son una poderosa alternativa
a las técnicas clsicas como las usadas hasta hoy en



Tabla 2: Resultados considerando tinicamente la mues-
tra.

| [ =039 f=1.25 f=2|
w 0.447 0.405 0.316
wy 0.553 0.595 0.684
fitness 0.053 0.114 0.161

Tabla 3: Resultados considerando la muestra con
ruido.

[f=039]f=1325]f=2

wy 0.420 0.406 0.318
W 0.486 0.518 0.682
w3 0.024 0.0 0.0
wy 0.015 0.076 0.0
ws 0.002 0.0 0.0
we 0.012 0.0 0.0
we 0.019 0.0 0.0
we 0.022 0.0 0.0
fitness 0.052 0.113 0.161

la comunidad de DC. En este documento intentamos
mostrar cémo pueden ser usadas estas técnicas en el
preprocesamiento de datos, aunque son relevantes a
los diversos pasos del proceso de DC, como la mineria
de datos o la seleccién de datos [12].

aplicarse con éxito en el contexto del DC y la Minerfa
de Datos, dado que tienen dos caracteristicas que los
hacen muy adecuados:

e la primera es la imprecisién subyacente de los
modelos o patrones que queremos encontrar, te-
niendo en cuenta que hemos asumido tratar con
datos incompletos y con incertidumbre.

¢ la segunda es el poder computacional que apor-
tan los algoritmos difusos y evolutivos, que es es-
pecialmente importante en el contexto de grandes
bases de datos.

Los resultados obtenidos hasta ahora con la aplicacién
de este algoritmo, aunque no definitivos, muestran un
buen rendimiento y su uso puede ser de gran interés
para los encargados de la toma de decisiones en un
entorno de aprendizaje supervisado.
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Resumen

El operador de Lukasiewicz es uno de los
mds interesante para implementar en un
procesador borroso de propdsito general. Su
disefic hardware ofrece ciertas dificultades
cuando se quiere obtener un circuito de
elevado rendimiento y reducidas
dimensiones. En esta comunicacién se
ofrece una solucién basada en arquitecturas
digito-serie y notacién signo-digito.

Palabras Clave: Hardware, fuzzy, FPGA,
Lukasiewicz, signo-digito, digito-serie.

1 INTRODUCCION

Esta trabajo se enmarca dentro de un proyecto de la
CICYT que tiene por objeto el desarrollo de un
procesador de 16gica borrosa lo mds general posible. Para
que un procesador borroso pueda ser de propdsito general
es necesario contemplar las operaciones Max-Min, sino
también otras que sean de uso comin en la inferencia
sobre reglas borrosas [4] [6] [9].

En este marco de trabajo, se ha desarrollado un circuito
para evaluar la inferencia de Lukasiewickz de forma
eficiente. La implementaci6n de este prototipo tiene como
propésito investigar la adecuacién de este tipo de
inferencia para un sistema de procesamiento de elevado
rendimiento de informacién borrosa. Por lo tanto, la
arquitectura disefiada estd orientada a conseguir un
procesamiento muy répido de la informacién.
Adicionalmente, se persigue construir un circuito de
pequefias dimensiones y flexible en alguno de sus
pardmetros, adecuado para su implementacién en FPGA.
La flexibilidad de este circuito se va a concretar en no
fijar @ priori el nimero de digitos empleados en la
codificacién de los valores de pertenencia.

1 OPERADOR A IMPLEMENTAR

El algoritmo de Lukasiewicz para la realizacién de

inferencias borrosas se basa en la aplicaciéon de los

operadores del mismo nombre:

La funcién T o t-norma: )
w(x, y)=Max(0,x+y-1)
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La funcién s o t-conorma: )
we(x, y) =Min(l, x +y)
El par (T, s) de Lukasiewicz es un conjunto de
operaciones dual:
s(x,y)=1-1(1-x%x,1-y) 3)
(cumpliendo las leyes de Morgan)

1.1 EVALUACION DE LA INFERENCIA
El sistema de reglas se considera formado por reglas del
tipo MISO:

1 SIx;es Bjy AXpes Bp A ... xpes By @

ENTONCES y es D;
Cada regla se evalta para producir un conjunto borroso,
cuya funcién de pertenencia es:

Dy(y) = T (Bji(x1), Bja(x2), - Bijulxa)) (&)
Cada uno de los valores Bj(x;) se representa por un valor
de verdad sobre un conjunto borroso, no por un conjunto
borroso.

El operador de agregacién que combina todas las salidas
es el operador de unién, implementado con la t-conorma:

D’(y) = s (D(y)); para j = (1,m) (6)

1.2 APLICACION DE LA T-NORMA DE
LUKASIEWICZ PARA UN CONJUNTO DE
VALORES DE PERTENENCIA

Para la aplicacién de la t-norma sobre un conjunto de

valores de pertenencia es necesario realizar de forma

iterativa la operacién Max(0, x+y-1) sobre un conjunto de

valores {a, b, c, ... n}:

Max (0, Max( Max( ... Max(0, m+n-1).... )+ (7)
b-1)+a-1)

La ejecucién de la la t-norma de L. implica la realizacién

de tres operaciones:

» Sumarxey

> Restar 1

» Comparar con 0

Para simplificar el proceso, se hace uso del principio de

dualidad (3) de la t-norma y de la t-conorma de L. Para

ello, en vez de computar la t-norma, se evalua la t-

conorma con los valores complementados. Esto significa

utilizar valores complementados en la evaluacién del
operador: Min(1, 1-x+1-y).
1- Min (0, Min( Min( ... Min(0, 1-m+1-n)....) (8)
+1-b)+1-a)

La ejecucién de esta operacién implica sélo dos pasos:

> Sumarxey.

» Comparar con 1.



2 MODELO DE PROCESO

El objetivo del circuito es realizar la evaluacién de la
inferencia de la forma mds rdpida posible y utilizando el
minimo nimero de puertas. Una caracteristica adicional
es que el mismo circuito se pueda emplear para valores de
pertenencia codificados con un nidmero arbitrario de
digitos.

Para ello se va a plantear el desarrollo de un sistema
segmentado o pipeline que realice el proceso empleando
técnicas digito-serie [2], [3], [7], [8], [10]. La unidad
elemental que se emplea como modulo de proceso bit-
slice de evaluacién del operador w* es la siguiente:
(Figura 1).

« An-2;An-1;An

i| Rn+1; Rn+2; ...

.. Bn-2;Bn-1;Bn

Figura I Ejemplo de operador digito a digito

Donde A y B son palabras que codifican ¢l valor de
verdad complementado y R es el resultado de la t-norma
complementada. Los digitos de cada palabra se evaldan
de forma sucesiva. Para la evaluacién sobre un conjunto
de palabras la estructura de proceso es la siguiente:

« ATYZAT;AN

Operador X1 q)erador w2 | * Operador | RnaiAmd;..

~BnZBniBn w W AL
- O ;001 ~ DD DH2

Figura 2 Utilizacién de operadores sobre digito para procesar
distintas palabras

Para ejecutar el operador w*® hay que ejecutar dos
operaciones: suma y comparacion. Pero hay que tener en
cuenta que la comparacién no sélo significa obtener un
resultado de comparacién, sino de seleccién de un valor u
otro en funcién de la comparacién de ambos. Es una
comparacién de dos pasos:

o Evaluacién de la comparacién.

e Seleccién del valor adecuado en funcién de la

comparacién.

Para comparar digito a digito dos palabras e ir
proporcionando el resultando final sin esperar a la
comparaci6én de todos los digitos es necesario realizar la
comparacién comenzando por el mds significativo. En
cambio, la operaci6én de suma se puede realizar
ofreciendo los resultados finales segiin se va operando
digito a digito sélo si se empieza a procesar desde el
digito menos significativo. Para poder compatibilizar
ambas operaciones en un sistema de proceso digito-serie
es necesario emplear una notacién alternativa al sistema
binario: notacién signo-digito [1]. Esta notacién permitird
realizar el proceso de comparacién y suma comenzando
por el digito més significativo.

2.1 REPRESENTACION Y PROCESO DE
VALORES DE PERTENENCIA
En notacién signo-digito [1], si se tiene una base de

codificacién r y dos valores de pertenencia (x,y) de n
digitos normalizados entre [0, 2r"-2], estos pueden
representarse como {x- 7'+1, y- "+1} para permanecer en
los intervalos de codificacién. La complementacién se
convierte en un cambio de signo (inversién del bit més
significativo) de cada digito del cédigo (propiedad de la
notacidn signo-digito).

El proceso de suma de dos valores de pertenencia es el
siguiente:

X+y=>x-r+l+y-r"+l=x+y-2r"-2=x+y (9)
-1"+1

Hay que retocar el resultado final para que el valor
obtenido sea realmente el que se busca, ya que por
defecto el resultado se encuentra modificado por un factor
de (1"+1). Por lo tanto, es necesario realizar la
normalizacién de la salida del sumador. La normalizacién
se realiza empleando otro sumador serie con una de sus
entradas constante y con valor r-1 (para cada digito de la
palabra).
De esta forma el circuito que ejecuta el operador w* se
configura como una sumador en dos pasos o etapas, una
etapa que realiza la suma en si y otra etapa que realiza la
normalizacién del resultado intermedio. Este sumador, tal
y como aqui se plantea tiene los siguientes problemas:
e Después de cada suma, el resultado emplea mds
digitos que los realmente necesarios para codificar
la palabra. Exactamente un digito mds. Debido a
que se emplean dos sumadores, el sistema intenta
ocupar dos digitos mds.
¢ El operador incluye la comparacién con el valor 1.
Esta comparacién se va a traducir en evitar el
overflow del resultado cuando se realiza la
operacién de suma y mantener los valores
saturados.
e Es necesario encadenar varios de estos
operadores.
Los dos primeros problemas estdn relacionados: es
necesario evitar la propagacién por encima del nimero de
digitos necesarios para codificar la palabra y por encima
del valor 16gico 1, que es una sucesién de digitos con el
maximo valor.
Esto implica la necesidad el propagar hacia atrds el
acarreo de los digitos més significativos a los digitos
menos significativos cuando los primeros se encuentran
saturados, en vez de aifiadir un nuevo digito. Esta
estrategia permite mantener el valor mdximo de salida
como el 1 légico.
Evitar dicha propagacién se puede conseguir en la
segunda etapa del sumador (la de normalizacién) ya que
la primera etapa precisa de un digito adicional para
codificar el resultado ya que este se encuentra en el
intervalo [-2r+2, 2r-2]. La nueva configuracién de los
médulos de sumador serie es la siguiente:
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X t B T
s!

y | A1 w{ A2 A3’ W'I Az

Figura 3 Bloque L-operador on-line

En esta figura aparece un nuevo médulo etiquetado como

A;. Tiene las sefiales { ', w’, s” }, que tienen la misma

definicién que las sefiales no marcadas, y la sefal c, que

se emplea para propagar hacia atrés la saturacién de los

digitos mds significativos. Se define como sigue:

e c=2; Si no hay saturacién.

o c=0; Si hay saturacién pero no hay
propagacién hacia atrds.

s c=1,; Si hay saturacién positiva y
propagacién hacia atrés de 1.

e c=-1; Sihay saturacién negativa y propagacién
hacia atrds de -1.

2.2 MODELO DE PROCESO CON BASE 3

La implementacién del L-operador en On-line [5], [11]
depende de la base empleada para codificar los valores de
pertenencia. En este caso se va a emplear una codificacién

c=1
w=2
Ifc=1 --saturacién y propagacién hacia atrds
positiva
t=0
c=1
w=2
Ifc=-1 --saturacién y propagacion hacia atras
negativa
t=0
Ifx<-1
c=-1
w=-2
If-2<x-1<2=-1<x<2=-1<x
c=2
w=x-1

en base 3. Las formulas que marcan dicha
implementacidn se muestran a continuacién.
Modulo A, (10)
t =0 <= -2<x+y<2
t =1 <= xty>=2
t =-l1<= x+y<=-2
W =x+y-3*
Modulo A, §99)
S =w+t
Modulo Ay (12)
Ifc=2 --sinsaturacién de los digitos mds
significativos
If-2<x+2<2=4<x<0=-25x<0
t=0
c=2
w=x+2
If x 20
t=1
c=2
w=x-1
Ifc=0 -- saturacién de los digitos
mads significativos
t=0
If-4<x<0=-2<x<0
c=2
w=X+2
elseIf x=0
c=0
w=2
else
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2.3 EL VALOR INICIAL

Las férmulas anteriores no reflejan el problema del valor
inicial. Debido a que hay propagacién hacia adelante de
los resultados intermedios, es necesario guardar un ciclo
de reloj de distancia entre la entrada de dos palabras
consecutivas. Hay que tener en cuenta que, la suma de los
dos digitos mds significativos de la entrada A, y B,
producen dos resultados. El primero es R, y el segundo es
la posible propagacidn adelantada Rp4;.

Esto significa un digito mds en el resultado, lo que se
pretende evitar. Por lo tanto, este digito adicional ha de
volver a sumarse al peniltimo digito: R, + R,,,. Esta
suma ha de realizarse dnicamente en la operacién del
primer digito. De ahf que en la Figura 3 se represente una
alimentacién de la sefial t hacia la sefial c. De esta forma,
cualquier propagacién que se produzca del digito mds
significativo hacia adelante se anula en la segunda etapa
del L-operador.

3 DISENO DE LOS MODULOS

El circuito que implementa el L-operador tiene la
siguiente forma:

2
X T¢ T

v Al [w | A2 4 A3 [w | A4 e

3 2 73

INITZ ,
1

Figura 4 Médulos del circuito L-operador

Todos los médulos tienen entradas adicionales de resetz
(reset a nivel bajo) y de clk. Las diferencias entre el
circuito que se muestra en la Figura 4 con el circuito
tedrico de la Figura 3 son las siguientes:

» En esta ultima figura los registros se consideran
incluidos en los médulos de donde procede la sefial
en las que estaban incluidos.

» Se ha sustituido en dltimo médulo denominado A2
por un nuevo médulo denominado A4. La diferencia



funcional entre ambos no existe. El médulo A4 se
diferencia del A2 en que se realiza en el disefio una
optimizaci6n diferente para los casos especiales que
no se contemplan en el A2.
Todos los médulos han sido disefiados en VHDL. Los
siguientes apartados muestran los circuitos sintetizados
empleando Aurora de Viewlogic.

3.1.1 Maédulo Al
A continuacién se muestra el esquemdtico sintetizado del
modulo Al.
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Figura 5 Esquemdtico médulo Al

3.1.2 Médulo A2
A continuacién se muestra el esquemdtico sintetizado del

mdédulo A2.
g

Figura 6 Esquemético médulo A2

3.1.3 Mbobdulo A3

El esquemdtico sintetizado del médulo A3 es el médulo
més complejo ya que es el que realiza la normalizacién y
evita la propagaci6n del resultado en un digito adicional

previniendo el overflow.

Figura 7 Esquemético médulo A3

3.14 Modulo A4
El médulo A4 ajusta el acarreo producido por la
normalizacién.

t2.e)

uz-n>—1 N .
B0 g

@x

AESET2

Figura 8 Esquematico médulo A4

3.2 PRUEBAS DE INTEGRACION

Los médulos Al al A4 se integran para formar una unidad
de proceso que permite el proceso de cinco valores de
inferencia codificados con un niimero de digitos variable.
El médulo que integra todos los circuitos necesarios para
dicho proceso de inferencia sobre cinco variables de
entrada se ha denominado GLMG. El plan de pruebas de
integracién del médulo GLMG se realiza introduciendo
distintos juegos de S palabras (valores de inferencia). Las
palabras estdn nombradas de la ‘a’ ala ‘e’. En esta prueba
tienen 6 digitos mds un digito adicional de separacién
entre palabras introducidas. Este digito ha de encontrarse
al final de la palabra. Se introducen 3 juegos de test que
son los siguientes:

Tabla 1 Juegos de Test

Juego 1 a 01-210([-2[]0(f-2] -
b ofojyo0oj]o0of0O0]0O] -
c 202121212 ]-2] -
d oloj]olofloOo]0O] -
e 210[-2101-2|0] -
Juego 2 a 21212121 -2(-2] -
b 212121212 ]1-2{-
c -1]-1[-1f{-1]-1]-1{ -
d |-1|-1f-1]-1]-1]-1] -
e 21221221 -2]-
Juego 3 a 010}V -21-2}V-2]-2] -
b 2121221010} -
c 1] -1 -1 f{-1]-1}-1]-
d 1] -1 (-1 f{-1]-1]-1{-
e 212101011 -2]-21 -

El resultado que se ha de obtener de los tres juegos
introducidos es:

Tabla 2 Resultado previsto del juego de test

Juego 1 2 2 2 2 2 2 |-

Juego 2 0 0 0 0 0

]
'

Juego 3 2 2 2 2 2
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La pruebas de integracién del médulo GLMG se muestran
en los cronogramas que aparecen a continuacion. Esta
simulacion prueba que el funcionamiento del médulo es el
correcto:
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Figura 9 Cronogramas de prueba del médulo GLMG

4 SINTESIS DEL CIRCUITO

La sintesis del circuito se ha realizado sobre FPGA’s de
ACTEL familia ACT3. Concretamente sobre una
A1460A de 6.000 puertas equivalentes.

El dispositivo programado no llega a ocupar un 20% de la
capacidad de la pastilla. (80 registros y 200 mdédulos
16gicos). De los retardos entre registros y la informacién
de setup/hold entre registros se determina que el periodo
minimo de reloj serd de 40 ns, lo que garantiza una
velocidad de reloj de 25 MHz.
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Lot *
Figura 10 Placa de prueba de la FPGA de Lukasiewicz

5 CONCLUSIONES

El circuito etiquetado como LukaO0 permite realizar la
inferencia por el método de Lukasiewicz con cinco
valores de inferencia de entrada. Los valores de inferencia
pueden estar codificados con un nimero arbitrario de
digitos. La velocidad del circuito implementado en una
FPGA de ACTEL 1460A estdndar (velocidad lenta) es de
25 MHz y tiene un tamafio aproximado entre las 1000 y
las 1500 puertas légicas.

La velocidad de inferencia es igual a la velocidad del
circuito dividida entre el nimero de digitos empleados
para codificar los valores de pertenencia mds uno. Como
los digitos en base 3 notacién signo-digito equivalen a 2,3
bits, la velocidad del circuito es aproximadamente igual a:
(Freioj * 2.3)/ (bits_valores_pertenencia+1).

En las simulaciones presentadas, se han empleado valores
con 6 digitos, lo que equivale a valores de 13 bits. En este
caso la velocidad de inferencia es igual a 4 millones de
inferencias por segundo.

La latencia depende del nimero de entradas y no del
niimero de digitos por entrada. Es igual a 4 * (ndmero de
variables-1). En este caso, la latencia es de 16 ciclos de
reloj (640 ns).

El rendimiento se puede mejorar utilizando una
arquitectura sistélica, en vez de utilizar un circuito serie.
Esta es una posibilidad que deja abierta el disefio
presentado. Se ganarfa velocidad pero, por otro lado, el
tamafio del circuito serfa mucho mayor, para el caso que
nos ocupa incluso hasta seis veces mayor.
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Un Modelo de Seleccién para Problemas de Decisién con Miiltiples
Expertos e Informacién Linguistica Multi-Granular
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18071 - Granada
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Resumen

En este trabajo estudiamos los problemas
de decisiébn con miiltiples expertos, asu-
miendo que éstos proporcionan sus preferen-
cias sobre las alternativas mediante valores
lingtifsticos evaluados en conjuntos de etique-
tas con distinta granularidad y/o seméntica,
esto es, mediante informacién lingiiistica
multi-granular. En este contexto de de-
cisién, se presenta un modelo de seleccién
compuesto por dos pasos con objeto de
obtener el conjunto solucién de alternati-
vas. Primero, se realiza la fusién de la infor-
macién lingiifstica multi-granular expresada
por los expertos, obteniéndose las preferen-
cias linglifsticas colectivas sobre las alterna-
tivas. Y segundo, se realiza la seleccién de las
mejores alternativas a partir de los valores de
preferencia colectivos.

Palabras clave: Decisién con multiples-expertos, in-
formacién lingiifstica, multi-granularidad, grado de se-
leccién.

1 Introduccion

En muchas actividades de decisién nos encontramos
aspectos que no son fAcilmente calificables mediante
valores precisos, ya sea por su propia naturaleza (as-
pectos cualitativos : "belleza”, ” comfortabilidad”, etc
...) o simplemente porque en ese momento no esta
disponible o es muy costoso conseguir un valor exacto,
por lo que un valor aproximado es suficiente. En tales
circunstancias, es normal manejar y representar los as-
pectos cualitativos como términos lingiifsticos median-
te variables linglifsticas [12], es decir, variables cuyos
valores no son nimeros sino palabras o frases en un
lenguaje natural o artificial. Este enfoque lingiifstico
ha sido utilizado por diversos autores para resolver
problemas de decisién (4, 2, 5, 9, 11).

En el enfoque lingiifstico es muy importante determi-
nar la ” granularidad de la incertidumbre”, es decir, la
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cardinalidad del conjunto de términos lingiiisticos uti-
lizado para expresar la informacién. Segin el grado
de incertidumbre que un experto tiene al calificar
un fenémeno, el conjunto de etiquetas elegido para
expresar su opinién tendrd mds o menos términos.
Cuando existen distintos expertos con diferentes gra-
dos de incertidumbre sobre un fenémeno, pueden uti-
lizar conjuntos de etiquetas con distinta granularidad
y/o semédntica para expresar sus preferencias.

En este trabajo, consideramos problemas de decisién
con miultiples expertos que dan sus preferencias sobre
un conjunto de alternativas usando valores lingliisticos
evaluados sobre conjuntos de etiquetas con distinta
granularidad y/o seméntica, esto es, mediante infor-
macion linglistica mulli-granular. Presentamos un
modelo de seleccién que obtiene el conjunto solucién
de alternativas siguiendo dos pasos:

1. Fusién de la informacidn lingtiistica multi-
granular. En esta fase, se obtiene una preferen-
cia lingiifstica colectiva sobre cada alternativa me-
diante la fusién de las preferencias lingiifsticas
multi-granulares individuales dadas por los exper-
tos sobre cada una de las alternativas. El esquema
de fusién sigue las dos siguientes fases:

(a) Hacer uniforme la informacidn lingidstica
multi-granular. Consiste en expresar
las preferencias lingiifsticas multi-granulares
individuales en un dnico conjunto bésico
de etiquetas (CBE). Cada valor lingiifstico
multi-granular suministrado por los expertos
se representa como un conjunto difuso en el
CBE.

(b) Cdlculo de las preferencias lingiifsticas colec-
tivas. Para cada alternativa se calcula la pre-
ferencia lingiiistica colectiva de acuerdo a las
preferencias de todos los expertos.

2. Seleccidn de las mejores alternativas. A partir de
los valores colectivos calculamos una relacién de
preferencia difusa usando la Teorfa de la Posibili-
dad aplicada a los conjuntos difusos definidos en
CBE. Finalmente, sobre esta relacién aplicamos
una funcién de seleccién para obtener las mejores



alternativas.

El trabajo se estructura como sigue: en la Seccién
2 presentamos el problema de decisién en contexto
lingiifstico; en la Seccién 3 se muestra el modelo de se-
leccién; en la Seccién 4 se da un ejemplo; y por tdltimo,
apuntamos algunos comentarios finales.

2 El Problema de Decisién con
Miiltiples Expertos e Informacién
Lingiiistica Multi-Granular

Consideramos un problema de decisién en el cudl
tenemos un conjunto finito de alternativas X =
{z1,.., 2} (n > 2) que son calificadas segiin un con-
junto finito de expertos P = {p1,...,pm} (m > 2).
Cada experto p; da un vector de utilidad con un valor
lingiifstico de preferencia p” para cada alternativa z;.
Asumimos que cada experto, p;, puede usar diferentes
conjuntos de etiquetas {S;} para expresar sus prefe-
rencias. Por lo tanto, para cada experto p;, el vector
de utilidad se define como un subconjunto lingiifstico
de seleccién sobre el conjunto X de alternativas valo-
rado lingiifsticamente en Sj:

pj — (plj,...,p"j) P € S;

Si = {shynsl,} i €{1,....m}
donde k; + 1 es la granularidad de S;.

Cada conjunto S; es definido como un conjunto finito
y totalmente ordenado de términos lingiifsticos que re-
presentan un valor posible de una variable lingiiistica
en el sentido usual [1].

La seméntica de cada etiqueta estd dada por nimeros
difusos definidos sobre el intervalo [0,1], descritos
por funciones de pertenencia trapezoidales lineales,
representadas por la tupla (zg, 1, T2, 3), donde los
parametros z;, 2z indican el intervalo en el que la
funcién de pertenencia vale 1.0; y zg, z3 indican los
limites izquierdo y derecho del soporte de la funcién
de pertenencia. La etiqueta del centro representa una
incertidumbre de "aproximadamente 0.5” y el resto de
etiquetas est4 distribuido simétricamente a ambos la-
dos de la misma [1}.

3 Modelo de Seleccién

Aqui desarrollamos cada paso del modelo de seleccién
para problemas de decisién con multiples expertos e
informacién lingifstica multi-granular presentado en
la introduccién.

3.1 Fusién de la Informacién Lingiiistica
Multi-granular

En este fase se obtienen las preferencias lingiifsticas
colectivas sobre las alternativas de acuerdo a las pre-

ferencias lingiiisticas multi-granulares individuales ex-
presadas por los expertos. La técnica de fusién de in-
formacién linglifstica multi-granular que nos permite
hallar los valores colectivos se desarrolla en los dos
siguientes pasos:

1. Hacer uniforme la informacion lingtistica multi-
granular.

2. Cdlculo de las preferencias lingtisticas colectivas.

3.1.1 Hacer Uniforme la Informacién
Lingiiistica Multi-Granular

Para poder manejar la informacién lingiifstica multi-
granular la representamos uniformemente trans-
forméndola a un tnico conjunto de etiquetas, CBE,
que notamos como St.

Antes de definir el proceso de conversién a S, hemos
de seleccionar el CBE. Este debe ser un conjunto
de etiquetas lingiifsticas que nos permita mantener el
grado de incertidumbre asociado a cada experto y la
capacidad de discriminacién para expresar los valores
de preferencia. Con vistas a cumplir este objetivo,
buscamos los conjuntos de méxima granularidad en
{S;,Vj}. Cuando existe un tnico conjunto de etique-
tas con méxima granularidad, se elige como CBE. Si
encontramos dos o més conjuntos de méxima granula-
ridad , entonces el CBE es seleccionado dependiendo
de la seméntica de estos conjuntos de etiquetas:

1. Sitodos los conjuntos de etiquetas de méxima gra-
nularidad tienen la misma seméntica, entonces Sy
es cualquiera de ellos.

2. Si existen algunos conjuntos de etiquetas con
diferente seméntica, entonces St serd un conjunto
de etiquetas especial con un niimero de términos
superior al que una persona es capaz de discri-
minar o distinguir (como mucho 11 6 13 [6]).
Definimos un conjunto de etiquetas especial con
1)5 términos y la siguiente seméntica (ver Figura
1.

so  (0,0,.07) st (0,.07,.15)
sz (.07,.15,.22) s (.15,.22,.29)
sy (.22,.29,.36) ss5 (.29,.36,.43)
s¢ (.36,.43,.5) s7 (.43,.5,.58)
ss (.5,.58,.65) 8o (.58,.65,.72)
s10 (.65,.72,.79) sn (.72,.79,.86)
s12 (.79,.86,.93) sz (.86,.93,1)
s14 {(.93,1,1)

Una vez seleccionado el CBE, Sr, definimos una
funcién de transformacién de informacién lingiifstica
multi-granular, que expresa la informacién de cada
valor lingiifstico p*/ € S; como un conjunto difuso so-
bre St.

Definicién 1. Sean A = {lp,...,lp} ¥ St =
{co,...,cg} dos conjuntos de etiquetas, con g >
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Figura 1: Conjunto de Etiquetas con 15 términos

p. Una funcidn de transformacidn de informacidn
lingiiistica multigranular, Tas,, se define como:

TAST * A— F(ST)

tase (i) = {(ex,a}) /k€{0,...,9}

a;; = mlil].x min{m.- (y)? uCk (y)}

donde F(ST) es el conjunto de conjuntos difusos
definidos en St, pu;(y) ¥ be, (y) las funciones de perte-
nencia de las etiquetas l; y cx respectivamente.

El resultado de 745, para cualquier valor lingiifstico
de A es un conjunto difuso definido en términos del
conjunto de etiquetas St.

Ejemplo 1. Sea A = {10,11,12,13,l4} y ST =
{co,c1,¢2,C3,€4,C5,06} dos conjuntos de etiquetas,
con 5 y 7 términos (Figura 2) y con las siguientes
seménticas asociadas:

A Sr

lo (0, 0, .25) co (0, 0, .16)

I (0,.25,.5) ¢ (0,.16,.34)

Iz (.25,.5,.75) c2 (.16,.34,.5)

I3 (.5,.75,.1) ¢z (.34,.5,.66)

Iy (.75,1,1) cs  (.5,.66,.84)
cs (.66,.84,1)
ce (.84,1,1)

%1, < 1, o 61, < L, e 1e.

Figura 2: Conjuntos de etiquetas A y St

Veamos como expresar las etiquetas lp y [; en términos
del conjunto St. Los conjuntos difusos asociados a iy
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y Iy después de aplicar 745, son:

TAST (lo) = {(601 1)) (Cx, '58): (021 '18)y
(c3,0), (cs,0), (c5,0), (6610)}
TAST (ll) = {(601 -39), (c1,.85), (C21 .85),
(C3) 39)7 (C41 0)1 (05’ 0)) (cﬁ, 0)}
Por tanto, para hacer uniforme la informacién

lingiifstica multi-granular seleccionamos St y apli-
camos el conjunto de funciones de transformacién
de informaci6n lingiifstica multigranular {rs;s,, j €
{1,...,m}} alos vectores de utilidad suministrados por
los distintos expertos. Entonces cada valor lingiifstico
p* se representa mediante un conjunto difusc definido
en St = {cg, ..., ¢g}, caracterizado por la siguiente ex-
presién:

7S; S (pij) = {(co,a(i)j)’ ERER) (cy’a;j)}

De este modo, el vector de utilidad de cada experto p;
se representa como un vector de conjuntos difusos en

St ) .
(TS,'ST (plj)v «o s TS;ST (pnj))'

Para simplicar la notacién, cada conjunto difuso
7s;57 (p¥) lo representamos como ¥, por lo que el
vector de utilidad del experto p; se representa como:

(r,...,;r™) con ¥ = {af,...,al}.

3.1.2 Cailculo de las Preferencia Lingiiisticas
Colectivas

En este paso del proceso de decisién la informacién
aportada por un experto p; sobre una alternativa z;,
p¥, estd definida como un conjunto difuso r* sobre
Sr. Por tanto, para obtener una preferencia lingiifstica
colectiva sobre una alternativa, z;, debemos agre-
gar estos conjuntos difusos {r*’,Vj}. La preferencia
lingiifstica colectiva sobre la alternativa z; la notamos
como r*, y es un nuevo conjunto difuso definido sobre
St de acuerdo a la siguiente expresi6n:

r* = {af,...,a}}
con funcién de pertenencia
ol = flal,...,ai™), k€ {0,....g}
donde f es un "operador de agregacién”.

Por tanto, el resultado de este paso del modelo de
seleccién es un conjunto de preferencias lingiiisticas
colectivas, donde cada valor colectivo para cada alter-
nativa es obtenido segin las valoraciones individuales
expresadas por todos los expertos sobre dicha alterna-
tiva,

(', ..., ™)

En la siguiente subseccién, mostramos como encon-
trar el conjunto solucién de alternativas a partir de las
evaluaciones colectivas.



3.2 Seleccién de las Mejores Alternativas

El objetivo del modelo de seleccién es encontrar un
conjunto de alternativas que contenga las mejores, de
acuerdo a las preferencias de todos los expertos. En
este caso las preferencias son conjuntos difusos sobre
CBE, ri. Entonces, tenemos que definir un método
de seleccién, que aplicado directamente sobre las pre-
ferencias (conjuntos difusos), nos permita obtener la

solucién. Esta no es una tarea facil, pues hemos de
comparar conjuntos difusos. Para resolverla cambia-
mos la representacién de las preferencias lingiifsticas
colectivas basadas en conjuntos difusos por una re-
presentacién basada en relaciones de preferencia di-
fusas. Usamos el método de comparacién de ndmeros
difusos en contexto posibilistico descrito en {3]. Es-
pecificamente, aplicamos una modificacién del grado
de posibilidad de dominancia sobre nimeros difusos
propuesto en [3], para que actiie sobre conjuntos difu-
sos r* definidos en un universo discreto (el conjunto
béasico de etiquetas Sp). Este método de seleccién
queda definido por los dos siguientes pasos:

1. Calcular una relacién de preferencia difusa.

2. Aplicar un grado de seleccién a la relacién de pre-
ferencia difusa para ordenar las alternativas y se-
leccionar la(s) mejor(es).

1. Obtener una Relacién de Preferencia Difusa.

La siguiente definicién se usa para comparar nimeros
difusos.

Definicién 2 [3]. Sean u y v dos nimeros difusos, €l
grado de posibilidad de dominancia de u sobre v es:

P(u > v) = max min{u(z), 4o(v)}

z y<z
Sin embargo, nosotros tenemos que ordenar conjuntos
difusos en un universo discreto, Sr. En la siguiente
definicién adaptamos el grado de posibilidad de do-

minancia para poder trabajar en Syp.

Definicién 3. Sean z;,z; € X(i # j) dos alternati-
vas con sus respectivos conjuntos difusos de preferencia
r*, 1 € F(St), entonces el grado de preferencia de z;
sobre z;, bi;, se obtiene segun la siguiente ezpresion:

bij = m?‘x cmln {pri(er), pri(cn)}

donde pir;(c1) = a;' Y pr;(cn) = o,

Aplicando esta definicién sobre todos los posibles pares
(2 # §) de las alternativas, obtenemos una relacién de
preferencia difusa B = [b;;].

2. Aplicacién de un Grado de Seleccién.

Para finalizar, el modelo de seleccién calcula el con-
junto solucién de alternativas aplicando un grado de

seleccion sobre la relacién de preferencia difusa, B. En
(8] se presenta una muestra de los distintos grados de
seleccién que se pueden usar. Usando uno de ellos
ordenamos las alternativas y seleccionamos aquella(s)
con valor méximo en su grado de seleccién.

En la siguiente seccién presentamos un ejemplo parti-
cular de aplicacién de este modelo general de seleccién.

4 Ejemplo

Supongamos que tenemos una asesoria bursétil que
recibe el encargo de hacer un estudio para invertir una
cantidad de dinero de la forma mas rentable. Existen
cuatro posibles opciones de inversién:

e 7; es una compaifiia de automdviles,
e I, es una compaifia alimenticia,
e r3 es una compaifiia de ordenadores,

e 14 €s una compaiiia armamentos.

La asesorfa bursatil tiene un grupo de departamentos
para consultar sus decisiones.

e p; es el departamento de andlisis de riesgos,
e p es el departamento de andlisis de crecimiento,

e p3 es el departamento de andlisis medio-

ambiental,

e py4 es el departamento de andlisis socio-politico.

Cada uno es dirigido por un experto. Los expertos
usan diferentes conjuntos de etiquetas para expresar
sus preferencias lingiifsticas sobre el conjunto de las
alternativas. En particular:
e p; utiliza el conjunto de etiquetas A de 9 términos.
e po utiliza el conjunto de etiquetas B de 7 términos.

¢ ps utiliza el conjunto de etiquetas C de 5 términos.

e py utiliza el conjunto de etiquetas D de 9
términos.

Conj. Etiquetas A Conj. Etiquetas B

ao (00.12) by (00 .16)
a; (0.12.25) b (0.16 .33)
az (.12.25.37) by (.16 .33 .5)
as (.25.37 .5) bs (.33 .5 .66)
as (.37.5.62) by (.5 .66 .83)
as (.5.62.75) b; (.66 .83.1)
as (.62.75.87) be (.8311)
ar (.75 .87.1)

asg (87 1 1)
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Conj. Etiquetas C Conj. Etiquetas D

co (0,0,.25) do (0,0,0,0)

5] (0,25,5) dl (0,01,02,07)
c2 (25,.5,.75) dy (.04,.1,.18,.23)
cs (.5,.75,1) ds (.17,.22,.36, .42)

ca (.75,1,1) dy (.32,.41, .58, 65)
ds (.58,.63,.80,.86)
ds (.72,.78,.92,.97)
dz (.93,.98,.99,1)
dg (1,1,1,1)

Después del estudio de las alternativas, los expertos
suministran las siguientes preferencias:

alternativas
Ty T2 X3 24
D as as az ap
expertos | ps | by by b3 by
b3 |2 ¢c3 ¢ ¢
Pa|dy ds dy ds

A continuacién presentamos un modelo particular de
seleccién el cudl nos permite resolver este ejemplo.

4.1 Un Modelo de Seleccién Basado en el
Operador OWA y en el Grado de
Seleccién de No Dominancia

Este modelo de seleccién especifico sigue el esquema
general presentado en la Seccién 3, pero presenta los
siguientes rasgos particulares:

1. El operador de agregacién f utilizado para cal-
cular los valores de preferencia colectivos, es
el operador OWA guiado por un cuantificador
lingiiistico [10], representando el concepto de
mayoria difusa.

2. El proceso de seleccién es realizado por el “grado
de seleccion de no dominancia” definido por
Orlovski [7].

1. Fusién de la Informacién Lingiifstica Multi-Granular

Se desarrolla en los dos siguientes pasos:

1.1 Hacer uniforme la informacién lingilistica multi-
granular. Seleccionamos el CBE, siguiendo los pasos
indicados en la Subseccién 3.1.1. En este €aso, como
hay dos conjuntos de etiquetas con maxima granulari-
dad y diferente seméntica, elegimos como St el con-
junto de etiquetas presentado en la Figura 1. Todos
los valores de utilidad son convertidos a St a través
de las funciones {TAST,TBST,TCST, Tps: }, con lo que
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obtenemos los siguientes conjuntos difusos sobre Sr:

r''(0,0,0,0,.05,.45, .8, .82, .48, .23,0,0,0,0,0)
2 (0,0,0,0,.11, .45,.65,.95, .68, 39,.1,0,0,0,0)
'3 (0,0,0, .23, .35, 6, .8, .98, .75,.5,.3,.1,0,0,0)
't (0,0,0,0,.3,.77,1,1, 1, .51, 0,0,0,0,0)

2! (0,0,0,0,0,0,0,0,.25,.99, .7,.31,.01,0, 0)
22 (0,0,0,0,0,0,0,.35, .63, .94, .76, .46,.2,0, 0)
2 (0,0,0,0,0,0,.01, .25, .5, .7, 9,.9,.65, .45, .2)
r24 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,.55,0,0)

2 (0,0,0, .18, .55, .95, .7, .35,0,0,0,0,0,0,0)
%2 (0,0,0,0,.1, .45, .65, .95, .68, -39,.1,0,0,0,0)
% (0,0,0, .23, .35, 6, 8, .98,.75,.5,.3,.1,0,0,0)
r*(0,0,.41,1,1,.99,0,0,0,0,0,0,0, 0,0)
r*'(0,0,0,0,0,0,0,.36,.71, .91, .56, .22,0,0,0)
2 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,.23, .54, .84, .86, .58, .3)
rid(.25,.4,.7,.9, .87, .65, .4, 2, 0,0,0,0,0,0,0)
r** (.25,.4,.7,.9, 87, 65, 4,.2,0,0,0,0,0,0,0)

1.2 Calcular las preferencias lingiiisticas colectivas.

A partir de los 7Y calculamos la preferencias
lingiifstica colectiva sobre cada alternativa, usando el
operador OWA guiado por un cuantificador lingiiistico.

Definicién 4 [10]. Sea A = {a1,...,a,} un con-
Junto de valores a ser agregados, el operador Ordered
Weighted Averaging (OWA), F se define como,

Flay,...,an) = WBT =Y wyb;

i=1
donde W = {wi,...,w,} es un vector de pesos, tal
quew; € [0,1] y 3. w; = 1. B es el vector ordenado

asociado a A, donde b; € B es el i-esimo mayor valor
en A.

Nuestro interés es alcanzar soluciones que expresen la
opinién de la mayorfa de los expertos. En este sen-
tido, los pesos w; para la agregacién se pueden calcu-
lar a partir de la funcién que describe a un cuantifi-
cador lingiifstico proporcional creciente Q mediante la
siguiente expresién [10):

w; :Q(z/m)—Q((z—l)/m),z: 1,'-"m1

con
0 sit<a

Q)= =2 sia<t<b
1 sit>b

con a,b,t € [0,1]. En este caso, notaremos al operador
OWA guiado por el cuantificador lingiifstico Q, como
Fg.
En este ejemplo utilizamos el cuantificador ”tantos
como sea posible” con pardmetros (a = 0.5,b = 1 ,
y por tanto con el vector de pesos W = {0,0, .5,.5£
Entonces, las preferencias lingiiisticas colectivas que
obtenemos son:

r' (0,0,0,0,.08, 45,.72, .88, .58,.31,0, 0,0, 0, 0)

2 (0,0,0,0,0,0,0,0,.12,.82,.73,.38, 1,0, 0)

r® (0,0,0,.05,.23, .52, .32,.17,0,0,0,0,0, 0, 0)

' (0,0,0,0,0,0,0,0,0,.12, .27,.11,0,0,0)



2. Seleccién de las Mejores Alternativas.

Se realiza también en dos pasos:

2.1 Célculo de la relacién de preferencia difusa. Obtene-
mos la siguiente relacién de preferencia difusa a partir
de los valores colectivos:

- .31 b2 .12
82 — .52 27
45 0 - 0
27 .27 2T -

2.2 Aplicacién del grado de seleccién de no dominan-
cia. A cada alternativa z;, le calculamos su grado de
seleccién de no dominacia NDD;.

Definicién 5 [7]. Sea B = [b;;] una relacidn de pre-
ferencia difusa definida sobre el conjunto de alternati-
vas X. Para la alternativa z;, su grado de no domi-
nancia NDD;, es definido como sigue:

NDD; = min[l - b};, j # 1]
z;
donde b}; se calcula mediante la siguiente expresidn,
b;i = ma.x{bj,- - bij, 0},

y representa el grado para el cudl x; es estrictamente
dominado por z;.

Entonces, primero calculamos la relacién de preferen-
cia estricta B°:

- 0 W07 0
Sl — 52 0
O 0 - 0
A5 0 .27 -

y luego, los grados de no dominacia:
{NDD, = 49, NDD, = 1,NDD; = .48,
NDD, =1}.
Por tanto, el conjunto solucién de alternativas

obtenido es XV = {z,,24}, siendo las mejores op-
ciones la compafifa alimenticia y la armamentistica.

5 Comentarios Finales

En este trabajo hemos presentado un modelo de
seleccién para problemas de toma de decisién con
multiples expertos los cuales expresan sus preferencias
usando distintos dominios lingiiisticos.

Este modelo es 1itil en problemas de decisién donde los
expertos provienen de distintas dreas de conocimiento
o tienen distinto grado de conocimiento sobre el pro-
blema. La técnica de fusién de informacién lingiifstica
multi-granular usada puede ser aplicada en muchas
otras areas como diagnosis, recuperacién de infor-
macion, etc.
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Abstract

In this paper we investigate a propositional
fuzzy logical system LII which contains the
well-known Lukasiewicz, Product and Godel
fuzzy logics as sublogics. We define the cor-
responding algebraic structures, called LII-
algebras and prove the following complete-
ness result: a formula ¢ is provable in the
LII logic iff it is a tautology for all linear LII-
algebras. Moreover, linear Lll-algebras are
shown to be embeddable in linearly ordered
abelian rings with an strong unit and cancel-
lation law.

1 INTRODUCTION

The idea of this paper is to define a logical system ex-
tending both Lukasiewicz (L) and Product (II) logics.
Product logic, a fuzzy logic having product as conjunc-
tion, was introduced in [6]. In [5] Héjek defines the
basic fuzzy logic BL having as main axiomatic exten-
sions Lukasiewicz, Product and Gédel (G) logics. All
these logics take the conjunction (&) and the implica-
tion (—) as the only primitive connectives (besides the
truth constant 0), and have the Lukasiewicz, product
and minium t-norms and their corresponding residua
as truth-functions respectively.

There has been a few attempts to extend these log-
ics with more connectives. Baaz introduces in [2] a
projection (boolean) connective A into Godel logic:
the truth value of Ap is 1 if the truth-value of ¢ is
1, 0 otherwise. After, this connective has been also
introduced by Hdjek [5] in the rest of the above log-
ics, resulting in the extended logics, BLa, La, Ha
and Ga. In a recent paper, Esteva et al. [4] extend
SBL (an axiomatic extension of BL), IT and G logics
with an involutive negation, since in all these logics the
definable negation ¢ = ¢ — 0 is not involutive, in
contradistinction to what happens in Luksiewicz logic.

339

The resulting logics have been denoted SBL.., IT. and
G.. respectively.

On the other hand, the strong system of predicate
fuzzy logic of Takeuti-Titani [7} combine the above
mentioned three conjunctions and three implications,
together with truth-constants. In [5] Héjek also
presents a different version of such logic, called TTY,
endowed with an infinitary deduction rule and having
the predicate Lukasiewicz, product and Godel logics
as sublogics.

However, unless the latter logics (L, II, G), the just
mentioned Takeuti-Titani-like logics do not present a
corresponding algebraic structure as the other ones.
Actually, all the completeness results of the first
group of logics are obtained via their associated
algebraic structures (BL-algebras, MV-algebras, II-
algebras, etc.) by means of theorems of decomposition
of such algebras into subdirect products of linear alge-
bras and finally relating these with the t-norm based
structures of the unit interval [0, 1].

With these results on mind, this paper aims at defining
a logical system, and its corresponding algebras, hav-
ing both Lukasiewicz and product logics as sublogics.
As a consequence, we shall also have Godel logic as
sublogic for free. In the second section, after defining
the logic LII and Lil-algebras we prove their decom-
position as subdirect product of linearly ordered (l.0.)
ones and prove completeness of LII w.r.t. them. Fi-
nally, in Section 4 we prove that l.o. LII-algebras are
emmbedable in a ring (they are the interval [0,1] of
the ring). We end up with some discussion about open
problems and future work. Annex 1 contains some nec-
essary background on different systems of fuzzy logic
while Annex 2 contains the proof of a Proposition 4 of
Section 3.

2 THE LIl LOGIC

Now we introduce the LIT Logic, extending both
Lukasiewicz and Product logics. We take three prim-



itive connectives —1,,®,—n and the truth-constant 0.
Other definable connectives are -y, —q, A, &, V, A,
V and —¢, where:

Ly is p—=L0

e s o0

Ap is  —poLy

&y is —p(p =L Ly
oV is —pp—=L Y
Ay is p&(p L ¥)
VY is =p(-Le Ad)
pogY is Alp—=LP) VY

An standard truth-evaluation is any mapping e assign-
ing to each propositional variable p a value of the unit
interval [0, 1], and it extends to all formulas by means
the Lukasiewicz and product truth-functions, that is:

e{le =L ¥) = min(l,1-e(p) +e(¥)),

on = dgemma
1, if e <e

elp ~n9) e(¥)/e(p), othesrpwise

Notice that, with these definitions, we recover the
usual truth functions for the above definable connec-
tives: e(—pe) = 1 —e(p); e(-~ny) = 1 if e(p) = 0,
0 otherwise (Godel negation); e(Ap) = 1 if e(p) =
1, 0 otherwise; e(p&y) = max(0,e(p) + e(¢) —
1); elp ¥ ¥) = min(l,e(¢) + e); elp A $) =
min(e(p), e(¥)); el V ¢¥) = max(e(p), e(¥)); and
elp =g ¥) =1if e(p) < e(¥), e(¥) otherwise (Godel
implication).

Definition 1 Azioms of LII Logic are :

1. the arioms of Lukasiewicz logic with the projec-
tion, La, for the connectives &, =, and A,

2. the arioms of the product logic with involution,
I, for the connectives ®, —n, and —p,

3. and the following additional azioms:

(LP1) (p&¥) = (p O %)
(LP2) {(e—nv¢)— (p =1L ¥)
(LP3) A(p @) = A(p&d)
(LP§) Alp =L ¥) = Alp =n ¥)
(LP5) (¢O¢)N(p®n¥) =¢
(LP6) —LA(Y&kx) —
(p © (¥¥X)) = ((p © Y)V(p O X))
(LP7)  A(pVy) —
(((p&9) © X)¥X) = (¢ O X)V(P © X))
(LP8) A(pvy) —

(((p&9) © x)&ex) = (¢ © X)&(¥ © X))
where = and = stand for any of the implications
or their corresponding equivalences respectively.

Inference rules of LIl are Modus Ponens for both im-
plications and necessitation for A: from ¢ derive Ap.

The notion of proof is as usual. We will write LIT - ¢
and T F ¢ to denote that ¢ is provable in LII and
provable from a theory T over LII, respectively.

It is easy to check that LII is sound w.r.t. the above
semantics, that is, each axiom is a 1-tautology and
the deduction rules preserve 1-tautologies. Next we
introduce the algebraic structure corresponding to our
logic.

Definition 2 A Lll-algebra is an algebra A =
(A, *,=1,0,=1,U,n,0,1) such that:

e (A,0,2n,U,N,0,1,71) is a Il.-algebra where
~u(z) =2 =.0)

L4 <A,*,$L,U,O,A,0,l> s a A{I/A-
A(z) = (-rz) =0 0.

algebra where

e Forall z,y,z € A the following conditions hold:
()zrxy<zoy
(2) Az =1 1) < Al =1 9), Alesy) > A(z0y)
(3) Ifexy=0then z0(z®y) = (2 02)D(20y)
({) Ife®y=1 then:
(zxy)0z)@2) =(z02)8(z0y),
((z*xy)02)xz) =(202)%x(z0y),
where 2 @y = —p(—r(z) * - (y)).

Lemima 1 In a Lll-algebra A the following conditions
hold for all z,y € A:
()r=ny<z=ry,

(i) Az =L y) = Az =1 y), Alexy) =
(iti) (O y) ® (x © —Ly) =z,

(iv) (2 Oy) =~z @ (x ©~LY).

Az 0y)

Proof: Condition (i) is a consequence of the above
property (1) and that (,=>.) and (®,=pn) are ad-
joint pairs. Equalities (ii) are easy consequences of the
property (2) and that from (i) one can derive A(z =q
y) < A(x = y), taking into account usual proper-
ties of the A operator. The proof of (iii) is as follows:
z=2z01l=20(yd-Ly), and since yx—py = 0 we can
apply (3) and thus 2O (y®-Ly) = (zOY)S(2O-LY).
The proof of (iv) uses the following result from the the-
ory of MV-algebras (see for instance [3]):

ifzxy =0, then (B y) x -y = z.

From (iii) we have that (z @ y) * (£ ® ~Ly) = 0 and

therefore,

tOyY=(z0Y) ®(xO-Ly) *L(z Oy =
zxp(z®Ly).

Finally, using the De Morgan laws for negation w.r.t.
x and @, we have ~[(z QO y) =1z ® (O —~ry). O

It is easy to check that the LII logic is sound with re-
spect to LII-algebras. This means that, for every LII-
algebra A, the axioms of LII are A-tautologies and the
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deduction rules preserve the A-tautologies. A formula
@ is an A-tautology if it gets the value 1 (of A) in each
evaluation over the algebra A, an evaluation being a
mapping e assigning to each propositional variable p
an element e(p) € A and extending to all formulas
using the operations of A as truth-functions.

It is obvious that the real unit interval [0, 1] equipped
with the Lukasiewicz and product related truth func-
tions is a LII-algebra. We will prove that the algebra
of classes of provable equivalent formulas is also an
LII algebra. But we have to be cautious since in LII
there are two different implications and equivalences.
However one can show that if a theory proves one im-
plication or equivalence, it has to prove the other one
as well.

Proposition 1 If T is a theory over LI, then the fol-
lowing conditions hold:

(DT Fe ff TH Ap.

(2)Tro—ond iff Thep—p .

(3)Tre=nv iff The=L .

Proof: (1) It comes from the rule of necessitation for
A and axiom (A3).

(2) Axiom (LP2) proves one direction. On the other
direction, if T F ¢ —1 ¢ then, applying the necessi-
tation rule for A, T+ A(p — 1 ¥) and so, by (LP4),
T+ A(p —n ¢) and hence, by (1), T+ ¢ —n ¥.

(3) It is an easy consequence of (2). a

As a result of this proposition we can define in the
usual way the quotient set £/ =7 of equivalence classes
of formulas w.r.t. a theory T, where ¢ =7 ¥ iff
T+ ¢ = o, being = either = or =n. Then in the
quotient set, also as usual, connectives can be inter-
preted as operations and now the corresponding alge-
braic structure can be shown to be a LII algebra.

Lemma 2 For any theory T over LI, L/ =7 is a
Lll-algebra.

Proof: The analogous results for MV-algebras and II-
algebras prove that the equivalence relation =r is
a congruences w.r.t. the connectives (&,—p) and
(®, ~+r) respectively, so it remains to prove that the
extra-conditions of the LII-algebras also hold in the
quotient algebra. But these easily follow from the ax-
ioms (LP1)-(LP8) of the logical system. O

Next we have to prove that each LIl-algebra is a sub-
direct product of linearly ordered LII-algebras. The
proof of this fact is rather standard and the basic def-
initions and proofs are given below.

Definition 3 A subset F of a LIl-algebra A is a filter
if it satisfies:

341

(F1) Foralz,yeF,zxy€F

(F2) IfreFandy>z, theny€eF

(F8) Ifx—ny€F, then-y—-n-Lz€F
Moreover, F is said to be an ultrafilter (or prime fil-
ter) iff it is a filter satisfying:

(F{) Foralzy€eF, eitherz=>ny€F ory=na

Obviously, if F is a filter w.r.t. a LIl-algebra, F is also
a filter of the corresponding MV and Il sub-algebras.
Moreover, the following properties hold.

Lemma 3 Let F be a filter in a LH-algebra A. Then
the following equivalences hold:

(iJzeF iff Az e F.

(i) zxy€eF ifftOyeF
(ii)i?LyEFiﬁx——#nyEF

Proof: (i) Since Az < z, by (F2) if Az € F then
2 € F too. On the other direction, £ = 1 = 2 and
thus, by (F3), Az =~z =0 € F as well.

(i) and (iii) easily come from (i) taking into account
(i) of Lemma 1. m]

This lemma allows us to properly define the congru-
ence relation in the next lemma.

Lemma 4 Let F be a filter in a LIl-algebra A. Define
z~pyiffbothz=>yy=>z€F,

where = is any of the two implications. Then:

(i) ~F is a congruence on A and A/ ~p is a LIl-
algebra.

(ii) A ~F is linearly ordered iff F is an ultrafilter.

For the sake of space we omit the proof.

Lemma 5 If F is a filter and a ¢ F', then there exists
an ultrafilter UF such that FCUF anda ¢ UF.

Proof: Sketch. Suppose that F is a filter not contain-
ing a and that there exist two elements 2,y € A such
that ¢ =g y ¢ F and y = ¢ ¢ F. Then one can
check that the least filters Fy and F» such that contain
F and £ =1 y and y =11 « respectively are:

Fi={ucA|JveFand u> (v Az =ny))}
Fo={ucA|Fve Fandu> (v Aly=nz)}

Next one proves that either a ¢ Fy or a ¢ Fa. Namely,
ifae FFNFythena > vy * Az =n y) and a >
vox Ay =1 2) and so a > (min(vy, va)* Az =1 vy
(min(vy,ve) * Ay = z)) = min(vy,v2) * (A(x =1
Y)U(A(y = z)) = min(vy, v2)* A((z 2o y)U(y =n
z)) = min(vy,vo) * A(1) = min(v1,v2) € F in con-
tradiction with the hypothesis. Finally, one builds
an increasing sequence of filters F; C Fy41 such that
Fy = {1} and a ¢ F;, for every i. The ultrafilter is
then the big union of all the F; ’s. 0



This last lemma is used to show that the intersection
of all ultrafilters of a LII-algebra is just the singleton
{1}, and thus, using (ii) of Lemma 4 together with
standard results about subdirect products, we get the
following decomposition theorem.

Theorem 1 Each Lll-algebra is a subdirect product
of linearly ordered LI1-algebras.

Moreover l.o. LIT-algebras are subdirectly irreducible,
which is not true for Lukasiewicz and product algebras.

Proposition 2 A Lll-algebra is subdirect irreducible
ff it is linearly ordered.

The proof is the same than in [4] for SBL. algebras.
The only filters of a l.o. LIl-algebra are the maximal
element 1 and the total algebra. Finally, our complete-
ness result is the following.

Theorem 2 (Completeness.) The logic LII is com-
plete w.r.t. the linearly ordered LIl-algebras. That is,
a formula ¢ is provable in LII if it is an A-tautology
Sor each linearly ordered LIl-algebra A.

Proof: One direction is soundness. For the other di-
rection, if ¢ is an A-tautology for each linearly-ordered
LIT algebra A then, by the above decomposition the-
orem, it is also a tautology for each LII-algebra, in
particular, for the LIl-algebra of the classes of prov-
able equivalent formulas, that is, the logic LII proves
¢ =1, that is, LIT proves ¢. O

It must be noticed however that this completeness re-
sult is only partial, in the sense that completeness is
with respect to all l.o. LII-algebras, not only w.r.t. the
standard LII-algebra of the unit interval [0, 1]. This
remains as an open question. Nevertheless. in the next
section we present results we have got so far towards
that direction.

3 ON LINEARLY ORDERED
LII-ALGEBRAS

It is known (see for example ([3]) that it is possible to
embed a linearly ordered MV-algebra into a linearly
ordered abelian group (l.o.a.g.). In particular, given
a Lll-algebra A = (4,%,=1,0,=mn,U,N,0,1), con-
sider its MV subalgebra Ay = (A4, %,=1,U,N,0,1)
and the lL.o.a.g Gao = (G4, +,—,0g, <) where G4 =
{(n,z)|n€Z,z€ A x#1}, 0 =(0,0) and

- [ (rimzey), ifzey<l
(n,z) + (m,y) = { (n+m+1lzxy), fzdpy=1
— ) — (—Tl,O), ifz=0

(nal) - { (_(n+ 1)"—\L.’L‘), lf0< x <1

{n,2) <¢ (m,y) if n<m or n=mandz <y.

It can be shown that Ga is a l.o.a.g. with neu-
tral element (0,0) and strong unit (1,0) and that
the MV-algebra Ay is isomorphic to the interval
[(010)7(1’0)] = {(n,x) € Ga I (0!0) <g (Tl,.’L‘) <c
(1,0)}, identifying (0, z) with z and (1,0) with 1.

On the other hand it is possible to define a product
operation X on G4, extension of the product @ of the
algebra A. The product is defined as follows:

(n,z) x (m,y) = (nm,z ©y) + m(0, z) + n(0, y),

where m(0, ) means the sum of (0,z), m times. It
is clear that this product is commutative, (0, 0) is ab-
sorbent and (1, 0) is the unit element. Moreover, it is
possible to prove that x, together with 4+ endows G4
with an structure of linearly ordered abelian ring.

Proposition 3 With the above definitions, Ra =
(Ga,+,—,%,(0,0),(1,0),<g) is a linearly ordered
abelian ring with unit (1,0) and with cancellation law
for x.

The proof is given in Annex 2. Therefore, G4 can
be embedded in a field of pairs of elements a/b of G4
in the same way the ring of integers can be embedded
into the field of rational numbers. Of course the initial
algebra is isomorphic to the subalgebra of elements of
the type p/1, where p = (0, ) for some z € A— {1} or
z = (1,0). But, moreover, the converse of Proposition
3 1s also true.

Proposition 4 Let (A,+, x,0,1) be a commutative
linearly ordered ring with unit I and satisfying the can-
cellation law for x. If for each x # 0 the mapping
fz 1 [0,1] = [0,2], defined as f.{y) = x y, is onto,
then [0,1Ja = {z € A |0 <z < 1} is a LI algebra
with the operations

zxy=max(0,z+y+ {-1))
rOy=zTXxXy

and the corresponding residuated implications.

The proof of this proposition is an easy checking. Con-
dition of f; being onto is needed to guarantee the exis-
tence of the residuum of the product operation. If we
take a field instead of a ring this condition is always
satisfied due to the existence of invers elements w.r.t.
the product.

4 CONCLUSIONS

In this paper we have dealt with an axiomatic ap-
proach to a logical system containing Lukasiewicz,
product and Godel logics as sublogics and with its
corresponding algebraic structure. We have also gen-
eralised existing results for linear MV and product al-
gebras establishing that they can be identified with
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the interval [0,1] and the negative part of a linear or-
dered abelian group respectively. In our case, linear
ordered LIl-algebras are the interval [0,1] of a linear
ordered abelian ring satisfying the cancellation law.
On the other hand the LII logic, axiomatically defined
in section 2, has been shown to be sound and com-
plete w.r.t. linearly ordered LIl-algebras. However,
to look for standard or semi-standard completeness
results (i.e. in the real unit interval [0, 1]) remains
as a matter of further work. The current problem is
whether it is possible to extend the theorem of Gure-
vich and Kokorin for l.o.a. groups to l.o.a. rings. If
this is possible, there is a nice result by Alsina [1] that
would allow us to reach our goal. Alsina’s result is the
following: if S is a continuous t-conorm, 7" is a contin-
uous t-norm and N is a strong negation, the general
solution of the functional equation

5(T(z,y), T(z, N(y)) = =

is given by the following expressions:

S(z,y) = W g(z) +9(v)
T(z,y) = ¢7g()-9(v))
N(z) = 11 -g(z)),

where g is an strictly increasing function g : [0,1] —
R* such that g(0) = 0 and g(1) = 1, and g{=! is the
pseudo-inverse function of g, that is, up to an isomor-
phism, S is the Lukasiewicz t-conorm, T"is the product
t-norm and N is the strong Lukasiewicz negation. And
we have shown that the above functional equation is
verified in any LIl-algebra (see (iii) of Lemma 1).

Acknowledgments The authors acknowledge par-
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ANNEX 1: Background on some
systems of fuzzy logics

Here we summarize some important notions and facts
from some systems of propositional fuzzy logics that
are used in the paper.

The basic fuzzy logic BL and BL-algebras

The language of the basic logic BL [5] is built in the
usual way from a set of propositional variables, a con-
junction &, an implication — and the constant 0. T'ur-
ther connectives are defined as follows:

AP is p&(p oY),

eV is ((p = ¥) =)A= ¢) = 9),
- is ¢—0,

=9 is (p )& — ).

The following formulas are the azioms of BL:

(Al)  (p=¥) = (¥ = x) = (¢ X))
(A2)  (p&y) oo

(A3)  (p&y) — (V&)

(A4)  (p&(p = ¥) = (P&(¥ — )
(ABa) (= (¥ = X)) = ((p&¥) = X)
(ABb)  ((p&¥) = x) = (¢ = (¥ = X))
(a6)

(A7) O0—=¢

The deduction rule of BL is modus ponens.

(p =)= x) = (¥ = ¢) > x)—2X)

If one takes a continuous t-norm * for the truth {unc-
tion of & and the corresponding residuum!® = for the
truth function of — (and evaluating 0 by 0) then all
the axioms of BL become 1-tautologies (have identi-
cally the truth value 1). And since modus ponens pre-
serves 1-tautologies all formulas provable in BL are
1-tautologies.

It has been shown [5] that the well-known Lukasiewicz

logic, denoted L, is the extension of BL by the axiom
(L) ——p—p,

and Godel logic, denoted G, is the extension of BL by

the axiom

!The residuum => is the binary function on [0, 1] defined
as ¢ =y =sup{z € [0,1] |z %z < y}.



(G) ¢ (pkep).

Finally, product logic, denoted II, is just the
extension of BL by the following two axioms:
(M) —=x = (((phex) = (P&x)) = (¢ = ¥)),
(M2) ¢A-e—=0.

A BL-algebra is an algebra L = (L,N,U,*,=,0,1)
with four binary operations and two constants such
that

(i) {L,N,U,0,1) is a lattice with the largest element 1
and the least element 0 (with respect to the lattice
ordering <),

(i1) (L, x, 1) is a commutative semigroup with the unit
element 1, i.e. * is commutative, associative and
l+z =z for all z,

(iii) the following conditions hold:
(1) :<(zz>y)iffexz<yforalzy,z.
(2) zny=zx(z=y)
@) (t=yuly=2)=1

Thus, in other words, a BL-algebra is a residuated lat-
tice satisfying (2) and (3). The class of all BL-algebras
is a variety. Moreover, each BL-algebra can be de-
composed as a subdirect product of linearly ordered
BL-algebras.

Defining —~2 = = = 0, it turns out that MV-algebras
are BL-algebras satisfying -z = =z, G-algebras are
BL-algebras satisfying « « ¢ = z, and finally, product
algebras are BL-algebras satisfying

zN-z=0
—r=>((zrxz=yx2z)=>2r=y) =1

The logic BL is sound with respect to L-tautologies: if
@ 1s provable in BL then ¢ is an L-tautology for each
BL-algebra L.

Theorem 3 BL is complete, i.e. for each formula ¢
the following three conditions are equivalent:

(i) ¢ is provable in BL,
(i1) for each BL-algebra L, ¢ is an L- tautology,

(iii) for each linearly ordered BL-algebra L, ¢ is an
L-tautology.

This theorem also holds if we replace BL by a
schematic extension® C of BL, and BL-algebras by the
corresponding C-algebras (BL-algebras in which all ax-
ioms of C are tautologies). There is also strong com-
pleteness for provability in theories over BL. For com-
pleteness theorems of the three main many-valued log-
ics (Lukasiewicz, Godel and product) see [5].

2 A calculus which results from BL by adding some ax-
iom schemata.

Extended basic fuzzy logics with A and
A-algebras

Now we expand the language of BL by a new unary
(projection) connective A whose truth function (de-
noted also by A) is defined as follows:

ife=1

otherwise

The arioms of the extended basic logic BLa (first for-
mulated by Baaz in [2]) are those of BL plus:

(A1} ApV-Ap
(A2) AlpVy) = (ApV Ay)
(A3) Ap—p

(Ad) Ap— AlAp

(A5) Ap = ¢¥) = (Ap = AY)
Deduction rules of BLo are modus ponens and gener-
alization: from ¢ derive A¢p.

A A-algebra is a structure L = (L,N,U, *,=,0,1,A)
whicl is a BL-algebra expanded by an unary operation
A satisfying the following conditions:

ArU—-Az =1

AlzUy) < AzUAy

Az <z

Az < AAz

(Az) * (A(z = y)) < Ay
Al=1

The notions of L-evaluation and L-tautology easily
generalize to BLa and A-algebras. The decomposition
of any BL, algebra as a subdiredt product of linearly
ordered ones also holds. Notice that in linearly or-
dered A-algebras we have that Al =1 and A(a) =0,
for a # 1. Then the above completeness theorem for
BL extends to BLa as follows.

Theorem 4 BLp s complete, i.e. for each formula
@ the following three things are equivalent:

(i) ¢ is provable in BLa,

(ii) for each linearly ordered A-algebra L, ¢ is an L-
tautology;

(i) for each A-algebra L, ¢ is an L- tautology.

A strong completeness result for provability in theories
over BLa is also given in [5].

Moreover, each of the three dintinguished logics,
Lukasiewicz, product and Godel logics, can be added
the A connective, together with its axioms (Al) —
—(AbB), leading to the so denoted logics La, ITa and
Ga, which are complete w.r.t. their corresponding
algebras, i.e. MV-algebras, [Ia-algebras and Ga-
algebras. See [5] for further details.
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The Basic Strict Fuzzy Logic SBL and
SBL-algebras

The strict basic logic SBL [4] is an extension of BL
logic for which the linearly ordered BL-algebras that
satisfy SBL axioms are those having Godel negation.
The axioms of the basic strict fuzzy logic SBL are those
of BL plus the following axiom:
(STR) (p&y = 0) = ((p = 0) V(¥ = 0)).

Notice that (STR) is a theorem in both Product and
Gédel logics. Moreover, SBL proves ¢ A = — 0.

Definition 4 A SBL-algebra
is a BL-algebra (L,N,U, x,=,0,1) verifying this fur-
ther condition:

(zxy) =0 = (x=0)U(y=0).
Examples of SBL-algebras are the algebras in the real
unit interval ([0, 1], max, min, ¥, =,0, 1), where * is a
t-norm without non-trivial zero divisors and = its cor-
responding residuum, and the quotient algebra SBL/=
of provable equivalent formulas.

In linearly ordered SBL-algebras, the above condition
turns into

zxy=0iffz =0o0ry=0.

Moreover, this condition identifies linear SBL-algebras
with algebras which have Godel negation.

Theorem 5 (Completeness.) The logic SBL is com-
plete w.r.t. the class of linearly ordered SBL-algebras.

Strict basic fuzzy logics extended with an
involutive negation

Now we extend SBL with an unary connective ~ (See
[4]). The semantics of ~ is an arbitrary strong nega-
tion function n : [0,1] — [0,1], which is nothing
but a decreasing involution, i.e. n(n(z)) = z and
n(z) < n(y) whenever 2 > y. With both negations, =
and ~, the projection connective A is now definable:
Apis n~op.

Definition 5 Azioms of SBL.

(~1) (~~p)=¢p
(~2) -p-o~p

are those of SBL plus

(~3) Alp—=¢) = Al~ ¢ =~ )
(A1) ApV-Ap
(A2) AlpV ) - (ApV Ay)

(A5)  Ap = ¢) = (Ap — AY)
where Ay is =~ . Deduction rules of SBL.. are those
of BLa, that is, modus ponens and necessitation for A.

Definition 6 A SBL._-algebra is a structure L =
(L,N,U, %,=>,~,0,1) which is a SBL-algebra expanded
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with an unary operation ~ satisfying the following con-
ditions:

(AL]1) ~~z =12

(As2) 2z <~z

(A~3) Az =y) = Al~y=>~1)
(And) Aru-Az=1

(ALB) A(zUy) < AzUAy
(4-6) Azx(Alz =) <Ay

where ~z =z = 0 and Az = (~z = 0).

The decomposition of any SBL..-algebra as a subdirect
product of linearly ordered ones also holds.

Theorem 6 SBL. is complete w.r.t. the class of

SBL.. -algebras.

Remarkable extensions of SBL.. are the product logic
with involution, I, and Godel’s logic with involution
G.., obtained by adding the corresponding axioms to
SBL.., that is axioms (I11) and (I12) for the prod-
uct logic, and axiom (G) for Godel logic. For these
particular extensions there are stronger completeness
theorems:

o I1.. is complete w.r.t. the semi-standard SBL..-
algebras ([0, 1], min, max, -, =, n,0,1), where - is
usual product, =, is the residuum of product
(Goguen’s implication) and » is an strong nega-
tion in {0, 1].

o G. iscomplete w.r.t. to the standard G.-algebra
([0, 1], min, max, 1 — &, 0, 1}.

ANNEX 2: Proof of Proposition 3

Proposition 3 With the above definitions, Ra =
(Ga,+,—,%,(0,0),(1,0),<g) is a Lo.a. ring with
unit (1,0) and with cancellation laws for x.

We only need to prove the distributivity and the asso-
ciativity and cancellation laws for the product.

Proof of the distributibity law. We must prove
that (1m,2) x ((m.2) + (k,3)) = ((m,2) x (n,2)) +
((m, z) x (k,y)) and the proof needs to study different
cases.

A Proof for positive pairs: n,k,m > 0. In turn, the
proof is divided in different sub-cases:
1. Hz*y = 0 the law is given by (3) of definition
2.

2. Ifzdy=1,and (z@2)*(yO =
remembering condition (4) we have
(m,z) %

(m,2) x ((n,2) + (k,9)) =
Lzxy) =
=(mn+k+1),(zxy)02)®2)+m(l,z*

) = 0, then
ve

(n+k+



9)+ (1 +K)(0,2).

On the other side,((m, z) x (n, z))+ ((m, z) x
(k,y)) =

(mn, z0z)+m(0,2)+n(0,2)+ (mk, 20y) +
m(0,y) + k(0,2) =

((mn+k),(:02)® (:0y)) +m(l,z*xy) +
(n+k)(0,2) =
(mn+k+1),z02)®(z0y)) +m(0,z *
y) + (n+£)(0,2)

which taking into account the conditon (4) of
our suposition proves the equality.

. (z®z)® (2 ©y) = 1, then remembering

condition (4) we have

(m2) x ((n,2) + (k, 1)) = (m,2) % (n+k +

lzxy) =

(m(n + k4 1), (2 ) © 2)) + m(1,2 %) +

(n+k+1)(0,2) =

(mn+k+ 1)+ 1,{(z*xy) ©2)*2z).

On he other hand,{(m, z) x (n, z))+ ((m, z) X

(k,y)) =

(mn, z@z)+m(0,2) +n(0,2) + (mk, 2O y) +
(0, 3) + £(0,2) =

(mn+k)+1,(z0z)*(:0y)) +m(l,z*
) + (n 4+ K)(0,

((m(n+k+1)
)+ (n+£)(0

which proves the equality using condition (4)

of definition 2.

z):
+1,(z0z)*(z0y))+m(0,z*
%)

B Proof for negative pairs:

1. First we prove the sign rule, that is,

(=(m, 2)) x (n,z) = —=[(m, z) x (n,2)]. The
proof is as follows: (—(m,z)) x (n,z) =
(=(m+1),=p2)x(n,z) = (—(m+1)n,~ 20O
z) which is equal to —(mn, z ® z) taking into
account (iii) of Lemma 1. As a consequence
it also holds that (—(m,z2)) x (~(n,z)} =
(m,z) x (n,z).
. We will prove directly the following case:
(1Tl, Z) X ((—(Tl, "L')) + (kx y)) =
((m,2)  (=(m,2))) + ((m, z) x (k,3)). The
proof is as follows (suppose k > n):
e Suppose -~z xy = 0.
(m, 2)x((=(n,z))+(k,y)) =
(n + 1)1 -z @ y)
= (m((k—(n+1)), 20(-zdy))+m(0, ~zP
Y) + (k= (n+1))(0,2). (1)

On the other hand,

(m, z)x (k—

((m,z) x (=(n,2))) + ((m, 2) x (k,y)) =
(-m(n + 1),z ® =z) + m(0,-~z) + (n +
1)(=1,-2) + (mk,z © y) + m(0,y) +
k(0,2) =

taking into account that (-1,-z) +
(0,z) = (0,0)
=(mk-(n+1),(z0-2)®(z0y) +

(k- (n+1))(0,2) (2)
Of course, by condition (4), (1) = (2).
Suppose ~z®y = 1 and (20-2)d(:0y) <
1.

Then (m,z) x ((~(n,2)) + (k,3)) =
(m,z) x (k—n,~z+y) =

= (m(k—n),z0(~z*xy)) +m(0,~z*y)-+
(k= n)(0,2). (1)

On the other hand,

((m, 2) x (=(n,2))) + ((m, 2) x (k,y)) =
(=m(n + 1),z ® =z) + m(0,—-z) + (n +
1)(=1,72) + (mk,z © y) + m(0,y) +
k(0, z)

=(mk-n)-m(z0-z)®(:0y)) +
m(l,-zxy)+ (n+1)(—1,-z)+ k(0,z) =
taking into account that (—1,-z) +

(0,z) = (0,0)

= (m(k=n), (:0-2) @ (:09)) +m(0, &
y) + (k= (n+1))(0,2). (2)

Taking (0, z) from the last term of (1) and
adding this to the first term of (1), con-
dition (4) imply (1) = (2).

Suppose —z®y = (z ®-z) D (z Oy) = 1.
Then, (m,z) x ((—(n,2)) + (k,y)) =
(m,z) x (k—n,-z*y) =

= (m(k—n), 20 (~zxy))+m(0,~z*y)+
(k—n)(0,2). (1)

On the other hand,

((m,2) % (—(n,2))) + ((m, 2) x (k,))
(=m(n + 1),z ® -z) + m(0, -z) +
1)(~1,-z) + (mk,z © y) + m(0,
k(0,2) =

= (m(k—(n+ 1)) +1, (0 -2) * (:0))
m(l, -~z *y)+ (n+ 1){—1,-z) + £(0, 2)

(0,2) = (0,0)

= (mk-n)+1,(z0-2)*(z0))
m(0, -~z xy) + (k= (n+ 1))(0,z) (2)
Taking (0, z) from the last term of (1) and
adding this to the first term of (1), con-
dition (4) imply (1) = (2).

Thus the proof is completed.

C All other cases can be proved by A and B.2 using

the sign rule B.1.

Proof of the associativity law for x. From dis-
tributivity, associativity of x can be easily checked.

Proof of the cancellation law for x. The can-
cellation law is a consequence of the preservation of
strict inequality by products which, in turn, is a direct
and obvious consequence of the definition of x in G4.
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Abstract

Revision Theory is about changing our beliefs
or knowledge when being exposed to new evi-
dence. Its applicability to Machine Learning
makes Revision Theory an interesting field.
In this paper we characterize the revision op-
erators defined by distances in a slightly dif-
ferent way to Schlechta’s et al. [5]. We also
provide the characterization of a new class of
revision operators, those defined by an ultra-
metric, and finally we present a new revision
operator based on measures.

1 INTRUDUCTION

Revision Theory studies how our beliefs or knowledge
changes when we face up to new information or new ev-
idence. If this information is consistent with our prior
knowledge, revision amounts to adding this new infor-
mation. But when we are faced up to inconsistent in-
formation with our knowledge, revision is a tricky task.
This problem has attracted the attention of many dif-
ferent research areas as philosophy [4], logic {5] or ar-
tificial intelligence (6, 2]. Alchourrén, Gadenfors and
Makinson [1, 3] studied this operator from the logic
point of view. They gave some reasonable, basic prop-
erties that any revision operator should satisfy and
gave a full characterization of the operator satisfying
those properties. Nowadays these properties, listed be-
low are called AGM axioms. For the sake of simplicity
we will work trough the whole paper with the models
or worlds representing theories. Thus K and e will be
subsets of models although we may refer to them as
theories. Besides, as the revision operator is not asso-
ciative A x B x C will stand for (A * B) * C. AGM
Axioms:

o (K #1) K #e is a subset of models.

e (Kx2) KxeCe
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o (K+«3)KNeC K xe
o (K*x4)if K € —ethen NxeC KNe
o (K+5)ife=0then Kxe=K

. (1\' * 6) lf K = 1{’ al’ld e = 6’ then Kxe= [\"/ * 6’

Following Alchorrén’s et al. work, people have tried
to characterize operators satisfying even more proper-
ties. One natural direction is to define operators that
capture some notion of closeness between concepts
or worlds. We have followed this direction propos-
ing three different kind of operators. In section 2 we
present the revision operator defined by a distance and
we give a full characterizating in a slightly different to
Schlechta’s et al. [5]. In section 3 we present revi-
sion operators defined by ultrametrics and we provide
a full characterization. The natural interest of these
operators relies on the fact, that an ultrametric de-
fines a subset partition of the space with a natural
tree structure. Finally we introduce a new revision
operator, defined by measures. We introduce some in-
tuitive motivations and provide some basic properties
for these revision operators.

2 REVISION OPERATOR
DEFINED BY DISTANCE

Definition 2.1 A distance isamap d: W x W = R
such that

o d(w,v') =0 iff w=1'
o d(w,w') = d(w', w)
o d(w,w") < d(w,w) +d(w,w")

Definition 2.2 Let K and e be sets of models. A re-



vision operator * is defined by a distance d iff :

{weeldw ek
V(wy,we) € K xe

Kxe= d(w, w’) < d(wl, 1U2)} lf K,e # 0
€ if K=10
K ife=10

(1)

Our aim is to give a full characterization of the
above-mentioned operator in a slightly different way
to Schlechta’s et al. [5]. As in [5] we consider a propo-
sitional language with a finite number of propositional
variables, that is the space of models will be finite. Qur
axioms concerned with sets of models and do not deal
with individual points. Axiom (Sym) expresses that a
distance is symmetric and Axiom (Min) expresses the
fact that K x e is the set of all models that minimize
the distance between K and e.

2.1 BASIC PROPERTIES AND
DEFINITIONS

In what follows we provide the axioms that character-
ize the above-defined operators along with their mo-
tivation, some definitions and properties that will be
used.

e (PO)If K =0 then K xe=e

This is just a technical axiom that deals with the case
of a prior inconsistent knowledge.

e (Sym)ex K xe=K+e

As already stated this axiom is states that a distance
i1s symmetric.

e (Min) Suppose B Ce, BN(Kxe) # 0, CCK
and CN(Bx K) # 0 then C+* B C C xe and
BxCCexC

The intuitive idea underpinning this axiom is the fol-
lowing one: when revising K by e we are taking not
only some of the models that minimize the distance
between K and e, but all of them.

Definition 2.3 Given two sets A, B we say that A, B
are (K, e)-lover sets if there exist theories (sets of mod-

els) K and e fulfilling:
ACBxK

BCAxe

Observe that A C K and B C e. And (B, A) are
(e, K')-lover sets.
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Notice that in the case of a revision defined by a dis-
tance any A, B (K, e)-lover sets are (A, B)-lover. This
leads us to give the following definition?!:

Definition 2.4 A, B are lover sets iff there erists K,
e s.t. A, B are (K, e)-lover sets.

The following result proves their existence

Lemma 2.1 Given any revision operator satisfying
(K x1) — (K % 6), (P0) and (Pe 1), and given any
pair of sels K, e, there exits B C K and A C e such
that (A, B) are (KX, e)-lover, and therefore lover sets.

Proof: Let B = e+ K and A = Bxe(= ex I xe).
So let us revise A by K. Applying (Pe 1) we get
Ax K mexK*xex K = Kxex N = ex K = B.
Notice that we have proved that (e * K), (K *e) are
(K, e)-lover sets. o

We can now start talking about the relation of either
being closer to ... than ... or A and B are closer to
each other than C and D are.

Definition 2.5 Given two pairs of lover sets (A, B)
and (A', B'). We write (A, B} < (A', B') if there exist
theories K,e s.t. A,A' Ce, B,B' C K and A, B are
(K, e)-lovers.

Observation 2.1 Let (A, B) and (A',B’) be lover
sets and all the conditions of lemma 2.1 hold, then

(A4,B) < (A, B') iff (B, 4) < (B, A)

At this point we can talk about the last and most
important axiom. Intuitively, states that < can be
linearly ordered. Therefore from a finite series of
numbers q; proving a; < a;41 Vi = 1,...,nq then
ag < @p,- And it can not be in any other way.

o (L) If (A1,B1) < (A2,B3) < ... £ (A, Bn) <

(A1, B), then for any pair of theories K, e s.t.
Aij,A; C K and B;,B; C e. (Ai, B;) are lover
sets iff (4;, B;) are.

Observation 2.2 Condition (L) is well defined under
occurrences of permuted pairs of sets,

(AlaBl) S (AzaBQ) S e S (An;Bn) S (BlyAl)
then for any pair of theories K,e s.t. A;, A; C K and
Bi,B; C e (A, A;) are (K, e)-lover sets iff (Aj, Bj)
are.

!Besides when both A and B contain one single model
is related to the definition of critical pairs given in [5].



Proof: Suppose (A1,B1) < (A2,B2) < ... <
(An,Bn) < (B1,A;). Following the observation
above mentioned we know (An,Bn) < (41, Bp) iff
(Bn, An) < (B1,A1). Therefore we can build the fol-
lowing chain

(Bn,An) .<_ (Alel) S (AQ,BQ) S "'(An:Bn) S
(B1, A1)

After a finite number of steps we obtain:
(BlaAl) < (BZ’AQ) <...< (BnaAn) <...

S(AlaBl) S(AQaBQ) S
... € (An, Ba) < (B1,41)

Finally we can apply condition (L). m|

2.2 THE CHARACTERIZATION RESULT

Proposition 2.1 Any revision
ator defined by a distance
(K*1)-(K*6), (P0), (Pel) — (Pe3), (L)

oper-
satisfies

Proposition 2.2 Any revision operator satisfying
(K*1)-(K*6), (P0), (Pel) — (Pe3), (L) is defined by a

distance.

The key point is to prove that we can build a consis-
tent total ordering defined over W x W capturing the
distance sense. The following observation will give as
a hint.

Observation 2.3 Let wq, wy,wy, ws any four points
of W and d a distance over W then

o If d(wo,w1) < d(wo,w2) then wo * {wy, wa} = w1

o If d(wo,w1) = d(wo,ws) then wy * {wy,ws} =
{wl,wz}

[ If d(wo,wl) < d(U)z,U)g), d(U)o,wl) < d(U)o,ws)
and d(wo,w1) < d(wsy,w3) then {wo,wa} *
{w;, w3} = w1 and {wy, ws} * {wg, w2} = wo

This observation helps us to decide given a re-
vision operator defined by a distance whether
d{wg,w;) < d(ws,ws) or not, by comparing the re-
sults of the different revisions proposed in the observa-
tion above. Unfortunately, this problem is not always
decidable. Figure 1 shows an example. No matter
whether § > 0> ¢ >0.1or e > 0> 4§ > 0.1, both dis-
tances define the same revision operator. The example
indicates that: ‘If you reach the point where neither
d(wo, w1) < d{ws, ws) nor d(wg, w1) < d(wsa, w3) can
be proved then, don’t worry choose the one you like the
most and keep on going’.
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Figure 1: Example of an undecidable distance

Before starting the proof we list some technical lemmas
that will ease the proof.

Lemma 2.2 Given (K*1)—(K*6), (Sym) and (Min)
the following property holds.

(Pel) BN (K xe)# 0 and CN (B K) # 0 then
Bn(Cxe)#0.
IfBCeand C CK.

Proof: C * B C B, by (Min) C*+ B C C * e thus
BNCxe#d o

Lemma 2.3 Given (K*1)—(Kx6), (Sym) and (Min)
the following property holds.

(Pe2) BCK xe then BxK Cex K(= K xex K)
Proof: Take C = K then Bx K =ex K. a

Proof: Consider the following equivalence relation
(wo,w1) ~ (w2, ws) iff there exists a sequence of
pairs of lover sets (w,w'); i = 0...n s.t. (wo,w1),
(w2, ws) € (w,w'); and (w,w')o < (w,w)1 < ... <
(w,w")n < (w,w)o. Thanks to condition (L) we can
assure that the equivalence relation is well defined so
we define the space:

(W x W)

~

X = (2)

Let nj,n; € X i # j, we denote n; — nj iff
there exists an element of each class (w,w'); € n;
and (w,w’); € nj st. (w,w); < (w,w'); and
(w,w'); ¢ (w,w')i. (Un;,—) has a natural DAG-
structure (Directed Acyclic Graph), possibly not con-
nected. Thanks to X’s DAG-structure there is a map-
ping o : X — I where I is a finite subset of N s.t. if
n; — nj then o(n;) < o(n;) and, from observation 2.2,
if (w,w') € n; and (w',w) € n; then o(n;) = o(n;).
We define the following distance, whenever w # w’



= fe e

Let us prove that given any pair of sets K, e then K
e = K %3 e. Where %4 denotes the revision operator
defined by d.

C) Consider a € K, b € e st. d(ab) =
mingek, yee {dist(z,y)} thus b € K+geand a € exgk{,
they are (K, e)-lover sets with respect to *4. Now con-
sider w € K xe by lemma2 3w+ K C K+ex K =ex K
let w' € wxK by lemma? 2.2 w € w'+e thus (w, w') are
(X, e)-lover sets. Thus we have proved (w, w’) < (a,b)
hence w € K %4 e since ¢ is and order preserving
map hence o([(w,w"}]) < o{[(a,t)]) but d{a,d) =

minzek, yee {d(e,y)} so o([(w, w')]) = o({(a,")])

D) Suppose a € K #g4¢ and let k € K s.t. d(k,a) =
mingeg yee d(z, y), that is o(k,a) < o(z,y) Vz,y in
K e. Remember that o : nodes — N it is an injec-
tive mapping and each node n; represents a class of
equivalence. So take a’ € K xe (C K %q4e€) there exists
K eaxK (Ca*gKs. t. d(k',a’) = d(k,a) by the in-
Jjectivity of o [(k’,a’)]=[(k,a)] so there exists a sequence
of of lover sets (A;, Bi)i=1...ngs.t. (K,a'),(k,a) €
(Ai,B,') and (Al,Bl) S S (An,Bn) S (Al,Bl).
Thus we can apply condition (L) and we conclude that
since (@', k') is a (K, e)-lover set (k,a) it is so.

O

3 REVISION OPERATOR
DEFINED BY ULTRAMETRICS

Definition 3.1 An ulirametric is a map U . W x
W — Rt

e U{w, ) =0 iff w=v'

o U(w,v') =U(vw',w)

o U(w,w") < max(U(w,w'),U(w', w"))
Definition 3.2 A revision operator is defined by an
ultrametric iff AU s.t.

{weeldw e K
V(wi,w) €K Xe
Kxe=( U(w,w') <U(wi,w2)} if K,e#0
e if K=10
K ife=90
4)

The following definitions and properties will lead us to
an easy characterization of such revision operators.

‘B=w,C=u'
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Figure 2: Tree structure of a partition induced by an
Ultrametric

3.1 BASIC PROPERTIES AND
DEFINITIONS

Definition 3.3 Given a € Im(U) C R we define
S = {Cj € 2" |Vw € W and Yu' € C; U(w,w') <
a then we W}

Observation 3.1 IfC;,C; € S, and C;NC; # O then
Ci=Cj

Proof: Since C; N C; # @ then Jwe € Ci N Cj. Let
us suppose that w; € C; and w; € C;. Suppose
U(wi, w;) < max(U(wi, wo), (w;, wo)) < a so this im-
plies that w; € C; and w; € C; and hence C; = Cj
a

Lemma 3.1 Given an ultrametric defined over a fi-
nite set, it defines a unique oriented tree structure T’
and a map V : Nodes(T) — I s.t. V(v) > V(son(v))

Proof: For each « let us consider S, each component
Cj o € S, defines a node n; , of the tree and we assign
V(n;e) = a. Given two nodes n; o,n,5 they will be
connected by one directed edge iff C; o C Cip and it
does not exist v s.t. o < ¥ < B. The construction is
well defined by the observation above. 0

Figure 2 graphically describes the lemma above. All
elements of W are represented as terminal nodes of
T. U(w,w') is least height that a path must reach in
order to get from w to w'.



3.2 THE CHARACTERIZATION RESULT

At this time we should start facing the ultrametrics
characterization. Revision operators defined by ultra-
metrics have not been characterized yet. We provide
their characterization in an easy and succinct way.
The next observation will give us the hint.

Observation 3.2 Given any three points a,b, c one of
them have the following property, say a:

Ule,b) <U(a,b) < U(a,c) (5)

But since U(a,c) < max(U(c,b),U(a,b)) we deduce
that

Ula,b) = U(a,c) (6)

That is all possible triangles are isosceles and the base
is shorter or equal than the other two sides.

So we add the following axtom.

o (U) Given (A, A2), (A2, Aa) and (A3, 4;) lover
sets if A; * {Aj, A[} = A; then A; * {A,‘, A} = A
and A[ * {A,',Aj} = {A,',Aj}

Proposition 3.1 A revision oper‘ator, defined over a
finite space, is defined by an ultrametrics iff satisfies
azioms (K x 1) — (K x6), (P0), (Sym), (Min), (L), (U).

Proof: Just like in the above section we can construct
a map

U: WxW —
(w,w) = o(((w,w))])

We only have to check that given any three models

wo, wy, wa U(wi, w;) < max(U(wi,wr), U(w, w;). But

this follows from condition (U) since condition (U)

says that all triangles are isoseles with base shorter

or equal than the other two sides. O

4 REVISION OPERATOR
DEFINED BY MEASURES

4.1 MAIN CONCEPT AND BASIC
DEFINITIONS

Two concerns can be made about the above defined
revisions. Firstly, in a infinite space a revision defined
by a distance might not be well defined since {w €
e|3w’ € K,V(w,wy) € K x e d(w,w') < d(wy,ws)}
might not exists. A more pragmatic problem is the
following one, the terms will be later specified but let’s
talk in a intuitive way for a few lines. Which is our
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degree of knowledge when we know K and which is
our degree of knowledge when we revise by e letting
to K xe? If K and e are consistent our degree of
knowledge should increase. But if this is not the case
i.e. KNe = 0 as K and e are further and further apart,
let’s say as mutually exclusive concepts our degree of
knowledge when we revise i’ by e should be lower and
lower. With the above defined revision operators this
situation is not captured by far.

The following definitions will lead us to the formaliza-
tion of the above mentioned concept.

Definition 4.1 Given a set of models B we define the
knowledge degree of B with respect to a o-additive mea-
sure u: 28 5 R as:

1
n(B)
That is the more I know about the environment the

more complete is my theory thus there exist fewer
models that satisfy it.

KD(B) = (7)

Example 4.1 Let L be the propositional language de-
fined over the propositional variables p and q.

Mod = {(p,9), (p, 9), (=P, 9), (=P, q)}

If we assign to each model the weight of 1. So
KD(Mod(p)) = § since p(Mod(p)) = p((p,q)) +
u((pmg)) =1+1=2

Definition 4.2 Given a distance d over a set X and
given two sets A, B we define

Dist(A, B)
= (8)

1 . .
3 ( max min {d(z, y)} + max min {d(z, y)})

Observation 4.1 The following properties hold.
1. Dist(A,A) =0
2. Dist(A, B) = Dist(B, A)
3. Dist(A,C) < Dist(A, B) + Dist(B,C)

4. If A and B are closed sets Dist(A,B) =0 = A =
B

Observation 4.2 This distance is called the Haus-
dorff distance and it has the following nice property

Dist(A,BUC)
< (9)
max(Dist(A, B), Dist(A, C))



We can now define the following revision operator.

Definition 4.3 Let K be a subset of models, let

€K
= (10)

{scel [ iz ute) 2 utr)}

where p is a given measure and [ is a strictly in-
creasing function s.t. f(0) = 0 and given two sets
d(A1 B) = IanEA,yGBd(mvy)! then
etfep=10
Kixpe=<( |J Ca Cs€ex (11)
s.tND D € ek
Dist(K,Cy) < Dist(K, D)

Through the following lines we would like to motivate
the definition above. dL() it’s meant for two reasons.
Firstly, if K Ne # @ We expect K xe = K Ne but
under a suitable measure [ srarizyydp(z) will be
unbounded leading us to the desired property, secondly
when d(K,e) < d(K’,e) that is K’ and e are ‘more
inconsistent’ than K and e. We would also desire K *p
e C K'#pe. Besides if d(K,e) = d(K',e) and K C R’
we want Kxpe C K'xpe that justifies the lower bound
K D(K)! in the above expression. Figure 3 pictures all
this ideas.

4.2 BASIC PROPERTIES

Subsequently we provide some general basic proper-
ties and some interesting results focused on two cases
of special interest. The first one is when our universe
is numerable, and the second one is when our universe
is a subset of R™ this case is specially important since
it let us define revision operators over real-valued pa-
rameters spaces.

Proposition 4.1 The above defined revision operator
satisfles (K*1)-(K*6) further more satisfies (K*7) (Ax
e)Nb C Ax(enbd) but it does not satisfies (K % 8) A *
(end) C(Axe)ndd

The following two propositions compare the lately de-
fined revision operator *p with the first one 4.

Proposition 4.2 K x3a C K *p a. Therefore when-
ever K x4 a s well defined then K *p a also is well
defined.

®The mentioned above axioms are taken from Alchour-
ron’s et al work.
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K'
‘ c

Figure 3: The symbols 0, *, - denote models. The
models denoted by - belong to K *p e and the models
denoted by * belong to K xpe N K x¢

In what follows we are going to be interested in the
following question: “What conditions are sufficient in
order to ensure that this revision operator is well de-
fined”. The following result gives us a flavor of the
situation.

Proposition 4.3 Let X be a numerable space with a
distance d there exists p : 2X — R such that Vz, z €
X u(z) # 0 and if d(K,e) # 0 then K xp e is well
defined.

Proof: Since X is numerable there exists a surjective
map n : N — X. Let w; a succession of real numbers
such that Y w; < oo, then given any subset S of e

1
J; e =
. 1
32800 g gy e <0 (12

since 7 K"n(‘.))) is bounded and é(n(i)) = 1if n(i) € S
and 0 otherwise. 0

Proposition 4.4 Given a numerable space X isomel-
ricaly embedable in Q™ there exists pp: 2X - R and «
function f such that if K is a finite union of n —~ cubs?
then the revision operator is well defined.

*An n — cub is the Cartesian product of n intervals in-
tersected with Q



Proof: For the sake of simplicity we will assume that
K = [zo,2;]) and X C Q but the proof can be easily
generalized to any Q™.

There are basically tree possibilities

e KNe#l
eVz,zece dK,z)>e>0
e KNe=0butVedz, z€est. d(K,z)<e.

The last case is the interesting one since *4 would not
be defined.

Remember that if VS, S C e and [ md,u(a:) <
oo then *p 1s well defined.

Let f(z) = \/z, the key idea is that [, , %dw < oo

so we would like to find a measure over Q as similar
to dz over R as possible.

An other important thing is that the superior approx-
imation of f(o 0 %dm with the partition (nlﬁ, Ly is
convergent. So we will build a measure s.t.

Y ou@<-—) ()

1
ce(e k) nt

We will assign a weight distribution over [0, 1]NQ and
then it will be extended in a natural way over Q.

Wi will denote the weight that must still be assign
over the elements of I N Q. w, will denote the weight
assigned to p

(1) Take W(O,l) = 1 then W(0,1/2) + w1/2 -+ W(1/2,1)
< 1 must hold.

(2) Let w2 be any positive value < 1 and W 1/2) =
Wy = 5(1— w0

(3) Now W(O,I/B) -+ wy/3 + W(1/3,2/3) + Wi/2 +
W(1/2’2/3) “+ W3 + W(2/3,1) S 1 must hold.

(4) Let w3 = wyy3 be any value < wy /5 and

1/3
W) = Waysy) = f%(W(o,l/Z) — wy/3)

1/2-1/3

Ways,iya) = T(W(O'l/z) — wy/3)

At the n —th step we introduce the points of the form

+ we assign a weight much smaller than W,/q /741

where 5—, ;L: are the closest points to -7‘; that do already
have an assign weight, we distribute the remaining
weight over Wy qi/n) and W(ijn p/q) Proportionally
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to the distance of ,'1— to £ and ‘4 Following this pro-
cedure each rational gets a weight # 0. In order to
prove that #p is well defined when K is any interval,
we only have to check that

1
S ——u@ <o (14)
z€(ro,x0+€)NQ ¥ o
But this is so, since for any given zg there exists a
point of the form s s.t. if 57 € (zo,g-) then ¢’ > ¢
then any interval of the form I; = (zo + TJ%T, zg+ ll)
s.t. I; C (o, L) satisfies the following

> ul(e) < 2long(L) (15)

rel;

SO

Y o) (16)
Q

z€(z0,z0+€)N

1
O (z) < (17)
gn:o @+ 1) —ao x%:l,-'u
1
2 R —— | I; 18
i;:o — T ong(l;) < oo (18)

Proposition 4.5 Let X C R" and let dp be the usual
euclidean metric there exists f such that if H*"1(JK)®
is finite or d(K, e) # 0 then the revision is well defined.

Proposition 4.6 Under the same hypothesis as be-
fore p(K xe) is monotonous increasing with this respect

to d(K,e).

Corollary 4.1 There erists a measure p s.t. K +pe°
is well defined as sets embedded in R then K xp e is
well defined.

5Where H"™! is the (n-1)-th Hausdorff measure
SWhere K is the adherence of K



5 OPEN QUESTIONS AND
FUTURE WORK

This results have given us a basic idea of what the
general properties of the revision operator *p are. Two
Interesting questions still remain open.

Question 5.1 Given a denumerable space X is there
any measure p s.t. the revision operator xp is always

well defined?

Question 5.2 Given a distance d defined over a nu-
merable propositional language L is there a measure yt
s.t. if K = Mod(¢1) and A = Mod(¢2) there exists
¢3 s.t. K x A = Mod(¢3) where ¢1,d2, ¢s are well

formed formulae?

We have introduced some interesting revision tech-
niques highly related to first order revision. Two major
improvements remain to be taken. Firstly to provide
a full characterization of the revision operator defined
by measures and secondly the implementation of the
above-mentioned techniques.
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Resumen

En este trabajo se introduce el concepto de
funcién de agregacién localmente interna con
dominio IR™ y valores en IR, y se presentan
una serie de resultados que conducen a la ca-
racterizacion de tales funciones.

Palabras Clave. Agregacién, Férmulas
bien formadas, Funciones Booleanas, Medias
ponderadas, Operadores OWA.

1 Introduccién

El estudio del proceso de agregacién de datos (nitidos
o borrosos) ha suscitado desde hace afios el interés de
un buen grupo de investigadores y ha dado lugar como
consecuencia a abundante literatura sobre el tema ([1],
(21, [3], [7])- La introduccién por R. Yager del concepto
de operador OWA ([6]) fue sin duda un hito impor-
tante en el estudio de funciones f : IR® — IR que
permiten modelizar la operacién de agregacién de una
n-pla ordenada de numeros reales en un mimero real.
Otro tipo de funciones ampliamente usadas en este
campo son las medias ponderadas ([1]); unas y otras
funciones tienen en comun el hecho de ser combina-
ciones lineales convexas de otras funciones mds sim-
ples:

si{ar, ..., an) = max

B 1<j1<...<ji<n (mln(ajn e

) aj.')) )
para el caso de los operadores OWA, y

pi(ar, ..., an) = ay,

'Parcialmente financiado por la CICYT, proyecto
TI1C96-1393-C06-06.
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para el caso de las medias. Nuestro trabajo tiene por
objeto el estudio de las funciones que hemos llamado
de agregacién localmente internas, entre las que se en-
cuentran como ejemplos destacados las citadas s; y p;.

2 Funciones de agregacién localmente
internas

Definicién 1 Una funcién f : R* — R diremos que
es una funcién de agregacion localmente interna si ve-
rifica:

1. Es continua

2. Es mondtona creciente: si a; < b; para todo 7 :
1,...,n,entonces f(ai,...,an) < f(b1,...,bn)

3. Es idempotente: f(a,...,a)=a

4. Es localmente interna: f(aj,...,a,) €
{a1,...,a,} para todo (ay,...,a,) € R"

Ejemplo 1 Para cada i : 1,...,n la funcién “pro-
yeccidén i-ésima” p; : IR®™ — IR definida por
pi(ai,...,an) = a; es una funcién que verifica trivial-
mente las condiciones 1 a 4.

Ejemplo 2 Para cada 7 : 1,...,n la funcién “valor
i-ésimo mds grande” s; : JR® — IR definida por
vy aj‘.)) ,

siar,...,a.) = max (min(ajl,..

1<j1<..<jisn

verifica también las cuatro condiciones. Observar que
s1 = max y s, = min. Observar también que estas
funciones s; son simétricas a diferencia de las funciones
p; que obviamente no lo son.

Ejemplo 3 La funcién f : R* — IR definida por
flar,...,a,) = max(ay,...,a,—1) es una funcién de
agregacién localmente interna que no es del tipo con-
siderado en los ejemplos anteriores.



Observacién 1 La condicién 4 de la definicién 1 im-
plica evidentemente la condicién 3.

Observacién 2 Las condiciones 2 y 3 (y mds direc-
tamente la 4) implican

min(ay,...,a,) < f(ay,...,a,) < max(ay,...,a,)

para todo (ay,...,a,) € IR". Obviamente esta iltima
condicién implica a su vez la condicién de idempoten-
cia.

Observacién 3 Paran = 1, lainica funcién que veri-
fica las condiciones de la definicidn 1 es evidentemente
la funcién identidad: f(a) = a para todo a € RR.

Proposiciéon 1 En la definicién 1 puede sustituirse la
condicién 2 por la condicién 2 si a; < b; para todo
i:1,...,n, entonces f(ai,...,an) < f(b1,...,by)

Demostracién. Puede comprobarse facilmente que
las condiciones 1 y 2 implican la condicidn 2. Veamos
aqui que las condiciones 2 y 4 implican 2°. En efecto,
supongamos a; < b;. Se trata de demostrar que
f(a) < f(b), en donde f(a) significa f(ay,...,an) y
F(b) significa f(by,...,b,). Pongamos (condicién 4)
fla) = aiy f(b) = b;. Sii=jyaestd demostrado
puesto que a; < b;. Supongamos ahora i # j; como
podemos escribir (condicién 2) f(a) < f(b), se trata
de ver que la hipdtesis f(a) = f(b}, es decir a; = b;,
nos conduce a una contradiccién. Efectivamente, se
cumpliria f(¢) = a; = b;, para todo punto ¢ del seg-
mento ab, pero esto es absurdo ya que evidentemente
existe un punto ¢ de ab con todas sus coordenadas
distintas de a; = b;. n

A partir de ahora indicaremos mediante F, al conjunto
de funciones de agregacién localmente internas sobre
IR". Veamos a continuacién cémo son estas funciones
en el caso n = 2.

Proposicién 2 Las tinicas funciones de agregacién lo-
calmente internas sobre IR? son py, pa, 51 Y S2.

Demostracién. En primer lugar, las funciones p;,
P2, 81 Y 2 pertenecen al conjunto Fp (ejemplos 1y 2).
Sea ahora f : R? — IR continua, mondtona creciente
y que verifica f(a,b) € {a,b}para todo punto (a,b)
de R?, y sean A = {(a,b) € R?; f(a,b) = a}, y
B = {(e,b) € R?% f(a,b) = b}. Evidentemente, AU
B=R? ANB = {(a,b) € R? a =b} = D. Por
otra parte sean R; = {(a,b) € R?* a > b} y Ry, =
{(a,b) € R?; a < b} las regiones limitadas por la
recta ¢ = b. Por la continuidad de f, A y B son
conjuntos cerrados de R? y también podemos decir
por las propiedades de f que los conjuntos AN R; y
BN R;, con ¢ : 1,2, son abiertos, cumpliéndose (A N
R)N(BNR)=0y (ANR)U(BNR;) = R;para

i:1,2. De todo ello podemos deducir que existen estas
cuatro posibilidades: A= R*>y B=D, A= RiUD
yB:RZUD,A:RgUDszRluDyAsz
B = R%:

D D

A B
113 /’B

que corresponden respectivamente a las funciones p1,
$1, S2 ¥ P2- .

DA

Observar que de las cuatro funciones anteriores sélo
son simétricas s; y sz, asi que podemos dar la siguien-
te caracterizacién (juna mds!) (para n = 2) de las
funciones max = s; y min = sy:

Corolario 1 Una funcién f : R®> - IR es continua,
mondtona creciente, con f(a,b) € {a,b} para todo
punto (a, ) de R? y simétrica si, y sélo si, f = min é
f = max.

Al plantearnos ahora el problema paran > 3, podemos
considerar, de forma andloga a lo hecho para n = 2, los
conjuntos 4; = {(a1,...,a,) € R*; flay,...,a,) =
ai}. De esta forma A1 U...UA, = R"y AinNA4; C
{(a1,...,an) € R™; a; = a;}. Por otra parte, si R;
son las regiones en que queda dividido RR"™ por los
hiperplanos a; = a;, 7,7 : 1,...,n; mds concretamente
R; = {(a1,...,as) € R"*; aj; > ... > a;,} siendo
i1,...,1, una permutacién de 1,...,ny j: 1,...,nl,
entonces por continuidad, en cada regién R; no puede
haber mas que puntos de A; para algin i : 1,...,n;
es decir ha de ser R; C A;. Pero a diferencia del caso
n = 2 no todas las asignaciones R; — A; dan fun-
ciones de Fy, ya que muchas de ellas no serdn, por
ejemplo, continuas sobre los hiperplanos. A pesar de
la situacidén, y en el caso n = 3, pueden obtenerse
por este procedimiento todas las funciones de F3 (hay
18), pero evidentemente para valores mayores de n este
método resulta como minimo tedioso.

3 Caracterizacién de las funciones de
agregacion localmente internas

Definicién 2 Consideremos el alfabeto formado por
los simbolos zi,...,za, A, V, (, ). A partir de él
construimos el conjunto de las férmulas bien formadas
(fbf) de la manera siguiente:

1. z1,...,2, son fbf
2. Siay fson fbf, también loson (aAB) y (aVf)

3. No hay otras fbf aparte de las que se pueden
construir a partir de 1 y 2
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Ejemplo 4 En el caso n=3, el alfabeto es: z,,z3, 23,
AV, (, ). Son fbf sobre este alfabeto: za, 3 A 2,
(z1 A z2) V z3, (z1 Az2) V (23 A 22), etc. En cambio
noson fbf: AV zy, z; Azg Azs, etc.

Para simplificar la escritura de las fbf se omiten los
posibles paréntesis extremos de una férmula: asi es-
cribimos (z3 A €3) V 23 en lugar de ((z1 A 22) V z3).

Dada una fbf a, llamamos f, : R® = R ala funcién
que aplica cada punto (a1, ..., as) € R" en el nlimero
real que resulta al sustituir los simbolos z1, ..., 2, que
aparecen en la férmula por a1, .. ., a, respectivamente,
y a continuacién operar la expresién interpretando los
simbolos A y V como minimo y mdximo (de nimeros
reales) respectivamente.

Proposicién 3 Si a es una fbf, entonces la funcién
asociada f, es una funcién de agregacién localmente
interna.

Demostracién. En el caso o = z;, fo no es maés
que la proyeccién i-ésima, y por tanto el resultado es
verdadero para estas férmulas. Para completar la de-
mostracién basta ver que si 'y Fson fbf con fo y fs
funciones de agregacién localmente internas entonces
fang ¥ favp también son funciones de agregacién lo-
calmente internas; pero esto es evidente ya que se ve-
rifica:

fa/\ﬁ(al;' . -;an) = min (fa(aly cehy an)yfﬂ(al) .. ':an))

favp(al,...,an) an),fp(al,...,an))

y por tanto fo y fs verifican las condiciones de la
definicién 1. u

= max (fao(ai,.. .,

Tal como se ha sefialado anteriormente, el objetivo
principal de este trabajo es demostrar que cualquier
funcién de agregacién localmente interna proviene de
una fbf. Mds explicitamente, si g es una funcién de
agregacién localmente interna, existe una fbf o tal
que g = fo.

Veamos ahora como tratar el problema en el caso de
funciones booleanas crecientes e idempotentes.

Sea B = {0,1}. De las 22" funciones booleanas f :
B™ — B nos interesan aquellas que son crecientes e
idempotentes. Indicamos mediante F;; el conjunto de
estas funciones. En este sentido se obtiene el siguiente
resultado:

Proposicién 4 Una funcién booleana g : B® — B es
creciente e idempotente si, y sélo si, existe una fbf «
tal que g = fa.

Demostracién. Si ¢ es una fbf entonces la funcién
fa asociada a la férmula es obviamente creciente e
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idempotente. Para demostrar el reciproco, sea f :
B"™ — B creciente e idempotente; consideremos el con-
junto U(f) = {(u1,...,ua) € B*; f(ui,...,us) =1}
Sabemos ([6]) que por ser f booleana podemos escribir
para todo (a1,...,a,) € B™:

f(al, e

,an) = Jmex (min(a}, .

)

siendo af = a; siu; = 1y @} = af si u; =0, en donde
0¢° =1y 1° = 0. Sea ahora MU(f)} el conjunto de
puntos minimales (respecto del orden producto de B™)
del conjunto U(f). Podemos entonces escribir para

todo (a1,...,a,) € B™:
_ . ! ’
fla,...,an) = berﬁr/}%/}ff) (rzxzag((mm(al,...,an))),

siendo @} = a; si u; = 1y a} = af si w; = 0. Pero para

cadab= (by,...,b,) € MU(f),siby, =...=b;, =1y
bi,4, = ...=b;, =0, entonces los puntos u > b tienen
coordenadas: w;, = ... = u;, = 1y w ..., U,
cualesquiera. Asf, para cada b € MU(f) podemos
escribir:

rn>agc(min(a’l, ...,ah)) = min (min(ail, ey @)y

u_.

max (min(af .. .,a{-n))) = min(a;,,...,a;,)
ya que en min(aj _,...,a; ) aparece el caso
min(1,...,1) = 1. Asi nos queda finalmente:

e = max (min(a;,,...,a;)),
flax ap) = beMU(f) ( n(a;, azr))
siendo b;, =...=1b; =1y por tanto f deriva de una
férmula bien formada. =

Ejemplo 5 Sea f : {0,1}® — {0,1} definida por
£(0,0,0) = £(0,1,0) = £(0,0 ) 0y £(1,0,0) =
FLL0) = f(1,0,1) = fO,1,1) = f(1,1,1) =
1. Evidentemente f es creciente e idempotente.
En este ejemplo U(f) = {100,110,101,011,111}
y MU(f) {100,011}, asi que f(ai,az,a3) =
max(min(e,), min{az,az)) = max(a;, min(as, as))
para todo (a1, az,a3) € {0,1}3, y por tanto f deriva
dela fof a =2z, V (z2 Azs).

Proposicién 5 La correspondencia W : f — f* (res-
triccién de f a {0,1}") es una biyeccién entre el con-
junto F, de las funciones de agregacion localmente
internas y el conjunto F, de las funciones booleanas
crecientes e idempotentes.

Demostracién. En primer lugar, W estd bien
definida ya que si f verifica las cuatro condiciones de la
definicién 1, entonces su restriccién, f*, a {0, 1}" toma
valores en {0,1} y ademds es creciente e idempotente

(por serlo f).
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La exhaustividad de W se demuestra ficilmente: Sea
g booleana cerciente e idempotente. Sabemos por la
proposicién 4 que g deriva de una fbf «. Sea entonces
fa la funcién de F, asociada a o (proposicién 3); evi-
dentemente la restriccién de fo a {0,1}" es g.

Veamos ahora que f, es la inica funcién de F,
cuya restriccién es la funcién booleana dada g. En
efecto, sea f € F, tal que su restriccién a {0,1}"
es g, sea RB; = {(a1,...,an) € R"; a;;, > ... 2
a;.}, siendo iy,...,i, una permutacién de 1,...,n
y veamos que f queda determinada en cada regién
R; (j : 1,...,n!). Para no cargar la notacién,
supongamos que la regién es Ry = {(a1,...,as) €
R* ay > ... > a,}. Observemos que en esta
regién estan los siguientes n + 1 puntos de {0,1}":
(0,9,...,0), (1,0,...,0), (1,1,...,0),...,(1,1,...,1),
y por la monotonia e idempotencia de g pode-
mos escribir: 0 = ¢(0,0,...,0) < ¢(1,0,...,0) <
9(1,1,...,0) < < g¢(4,1,...,1) = 1, y por
tanto también (f y g coinciden sobre {0,1}") 0 =
f(0,0,...,0) < f(1,0,...,0) < f(1,1,...,0) < ... £
f(1,1,...,1) = 1; como consecuencia existird s: 1 <
s < n tal que los s primeros puntos tendrdn imagen
(por f) 0 y los n+ s — 1 restantes tendran imagen 1;
es decir:

e N
=...=f(1...,5;1,1,...,1) =1

Por otra parte sabemos que f en la regién considerada
tiene que ser de la forma f(a1,...,an) = ap para un
cierto p fijo, pero por lo anterior tiene que ser p = s
y asi f queda determinada en R;. La misma argu-
mentacién podria hacerse para cualquier regién R;,
j:1,...,n!, y por tanto f queda completamente de-
terminada en R" por g. "

Podemos dar ahora el resultado crucial de este tra-
bajo, que nos caracteriza las funciones de agregacién
localmente internas:

Proposicién 6 Una funcién f : R® — IR es una
funcién de agregacién localmente interna si, y sélo si,
deriva de una férmula bien formada.

Demostracién. En la proposicién 3 hemos de-
mostrado que si « es una fbf entonces la funcién aso-
ciada f, es una funcién de agregacién localmente in-
terna. El reciproco se deduce de lo demostrado en la
proposicién 5: Si f es una funcién de agregacién local-
mente interna, entonces f deriva de una fbf, que es

la que corresponde (proposicién 3) a la restriccién de

f a {0,1}"’ ]

Demos finalmente una consecuencia de la proposicién
anterior:

Proposicién 7 Las tunicas funciones f : R® — R
de agregacién localmente internas que son simétricas
(conmutativas) son las de la forma

si(ay,...,an) = max

= e (min(aj,, ..., q;,)), (*)

cont:1l,...,n.

Demostracién. Por la proposicién 5 podemos de-
cir que f es simétrica si, y sdlo si, f* es simétrica.
Por otra parte se sabe ([4]) que las tnicas fun-
ciones booleanas que son crecientes, idempotentes y
simétricas son las de la forma (%), asi que por lo de-
mostrado en las proposiciones anteriores f tiene que
ser también de esta forma. u

4 Sobre el cardinal del conjunto F,

El nimero de funciones de agregacién localmente in-
ternas, |Fp|, es, segin la proposicién 5, el mismo que
el nimero, |F;|, de funciones booleanas crecientes
e idempotentes. El problema de calcular el cardi-
nal de F, fue planteado en 1900 por Dedekind, y
hasta 1988 sélo se habian hallado resultados parciales
(por ejemplo, Korshunov en 1981 describe el compor-
tamiento de |F] para n = o). Es en 1988 cuando
se publica el articulo de A. Kisielewicz ” A solution of
Dedekind’s problem on he number of isotone Boolean
functions” en el que al fin se resuelve el problema,
basdndose en una representacién numérica de B™. Es,
por otra parte, interesante observar que el problema
de Dedekind puede formularse también asi:

Hallar el nimero de familias, My, ..., M, de subcon-
juntos de {1,...,n} tales que M; # @ y M; ¢ M; para
todo i # j. O también:

Hallar el cardinal del reticulo distributivo libre con n
generadores.
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SUBESPACIOS VECTORIALES T-DIFUSOS ASOCIADOS A
APLICACIONES LINEALES ENTRE ESPACIOS VECTORIALES
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RESUMEN

Este articulo es continuacién de otros trabajos

de Burillo [5], [6], ¥y [7]. Analiza el
comportamiento de la imagen por un
isomorfismo, un epimorfismo, un

monomorfismo o un homomorfismo de un
subespacio vectorial T-difuso. En particular se
estudia la imagen del subespacio vectorial
difuso y del minimo subespacio vectorial T-
difuso con valores de pertencncia prefijados
para una base.

Keywords: Algebra; triangular norm; vector
space; fuzzy vector subspace; T-fuzzy vector
subspace; homomorphism.

Palabras Clave: Algebra; t-norma; espacio
vectorial;  subespacio  vectorial  difuso;
subespacio vectorial T-difuso; homomorfismo.

1. INTRODUCCION

Este articulo es continuacion de otros trabajos de Burillo
[5), [6), y [7], donde son estudiadas las propicdades
algebraicas de los subespacios vectoriales T-difusos. Los
conceptos de espacio vectorial y de homomorfismo son
muy importantes en las aplicaciones ordinarias, por lo
que el concepto de subespacio vectorial T-difuso inducido
por un homomorfismo puede también ser aplicado. Estos
conceptos se utilizan, por ejemplo, en los métodos usados
para generar codigos, en las estructuras semdnticas del
lenguaje natural, en inferencia probabilistica, en sistemas
de control difuso, e incluso en el reconocimiento del
camino en la conduccién de vehiculos. Rosenfeld [12]
introdujo el concepto de grupo difuso, que fue redefinido
por Anthony y Sherwood [3] utilizando la nocién de
norma triangular. El concepto de espacio vectorial difuso
fue introducido por Katsaras y Liu [9], y estudiado por
Nanda [11], Abu Osman [1}], Adbukhalikov [2], y otros.
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Finalmente, el concepto de subespacio vectorial T-difuso
fue definido por Das [8], y estudiado por Abu Osman [1]
y Yu [13].

En [7] se analizé como, fijada una norma triangular T,
un subespacio vectorial T-difuso conticne al minimo
subespacio vectorial T-difuso que asigna unos valores de
pertenencia prefijados a los vectores de una base; y esta
contenido en el subespacio vectorial difuso que asigna
esos mismos valores de pertenencia. En este articulo se
estudia ¢l comportamicnto de los subespacios vectoriales
T-difusos cuando se tiene definido un homomeorfismo
entre espacios vectoriales, analizandose en particular los
subespacios transformados de esos dos tipos de
subespacios vectoriales, estudidndose €l caso en que el
homomorfismo sca inyectivo, sca un epimorfismo o sca
un isomorfismo.

2. PRELIMINARES

En esta seccién se revisan algunas definiciones y algunos
resultados que posteriormente serdn usados.

Scan E y F dos espacios vectoriales ordinarios de
dimensién finita sobre un cuerpo K, T una norma
triangular, {ey, €y, ..., €,} unabase de E, o, 0, ..., &n €
[0, 1], con 1201202 ... 205,20 y L{a, .., b} el
subespacio  vectorial ordinario engendrado por los
vectores {a, ..., b}.

Definicién 2.1: [5]

Un subconjunto difuso V de E se llama subespacio
vectorial T-difuso de E si, y solo si verifica las siguicntes
propiedades:

i) V(x+y) 2 T{V(x), V(y)}, para todo x, yeE

ii) V(kx)2V(x), para todo keK y para todo x€E

iii) V(0) =1

Se denomina subespacio vectorial difuso al subespacio
vectorial min-difuso.



Se denomina Vg al subconjunto de nivel o del
subconjunto difuso V.,

Definicién 2.2: [5]

Sea f£ E —» F un homomorfismo entre espacios
vectoriales, sea A un subconjunto difuso de E y seca B un
subconjunto difuso de F.

Se define f(A) y f 'l(B) por:
[Sup{A(x): f(x) =y},
fA)y) =4
Lo, si yef(E);
y £ B)(x) = B#(x)), para todo x€E.

si yef(E)

Proposicién 2.1: [5]

Si V es un subespacio vectorial T-difuso de E'y T es una
norma triangular semicontinua inferiormente, cntonces
(V) es un subespacio vectorial T-difuso de F.

Si W es un subespacio vectorial T-difuso de F entonces:
f l(W) es un subespacio vectorial T-difuso de E.
Proposicion 2.2: [7]
Si V es un subespacio vectorial T-difuso tal que asigna a
los vectores de una base los valores de pertenencia:
V(ew)= ok, para todo k, 1<k<n. Entonces :

1. {0}cV,;y Liex}c Vo

2' L{eka ejs cosy eS}C vT{(Xk,aj,,as}
3. E= V1{al,02,..0n}

Consccuencia 1: Si T es igusl a Min entonces se verifica
el tcorema de representacion de Lowen.

Consccucncia 2: Si T es una norma triangular continua,
y si Wt es el minimo subespacio vectorial T-difuso tal
que Wr(ep) = ay, para todo k, 1<k<n, entonces W ticne
a lo sumo 2" subconjuntos de nivel que son unién de
subespacios vectoriales ordinarios de la forma: L{ey, ...,
&lu ... vL{ej, ..., &}

3. SUBESPACIO VECTORIAL T-DIFUSO
ASOCIADO A UN ISOMORFISMO

Proposicién 3.1:

Sea T una norma triangular semicontinua inferiormente.
Si f es un isomorfismo entre los espacios vectoriales E y
F, y V es un subespacio vectorial T-difuso de E entonces,
f(V) es un subespacio vectorial T-difuso isomorfo a V'y

f(V)(f(ep))= o, f(V) = ({(V)) para cualquier valor o,

Demostracién:

Sea V un subespacio vectorial T-difuso de E, inducido
por la base {e;, €3, ..., €} con V(ex) = ay; al ser f una
biyeccion entonces para todo vector x de E, existe un
unico vector y de F, tal que y = f(x), luego
fV)(¥)=Sup{V(x): f(x) = y}=V(x). Por tanto la base {e,
€2, ..., €4} s¢ transforma en una base de F, {f(e)), f(e2),
..., f(en)} siendo f(V) el subespacio vectorial T-difuso de
F tal f{V)(f(er)) = V(&) = o

Cada subconjunto de nivel de V, V¢ se transforma en un
subconjunto de nivel isomorfo en f(V), (V).
verificindose que, (Vo) = (f(V))q, para todo valor o.. B

Corolario 3.2:

Sea T una norma triangular semicontinua inferiormente.
Si f: E - F es un isomorfismo entre espacios vectoriales
y V es un subespacio vectorial difuso de E, tal que V(e )=
oy, para todo k, 1<k<n, entonces (V) es un subespacio
vectorial difuso de F con a lo sumo n+1 subconjuntos de
nivel {0}c (V)1 (V) <.... € V)< ... ¢ T(V)gn =
F que son subespacios vectoriales ordinarios de la forma

VDo = L{l(ey), f(e2), ..., f(e1)}-
Demostracion:

En el caso particular de que V sca un subespacio
vectorial min-difuso sabemos que por el teorcma de
representacion de Lowen [10], sus subconjuntos de nivel
son {0} ¢ Vic Vg C.... € VokC ... € Vgn = E luego
entonces (V) es un subespacio vectorial min-difuso de F
de subconjuntos de nivel {0} < f(V));c {(V)oy <.... ©
f{V)ok € ... € f{V)on=F siendo {(V)gk isomorfo a Vg,
y como Vgi es el subespacio vectorial ordinario
engendrado por {e;, ..., ek}, entonces (f(V))ux es el
subespacio vectorial ordinario engendrado por {f(ey), ...,

f(c)}. W

Corolario 3.3:

Sea T una norma triangular semicontinua inferiormente.
Si f es un isomorfismo de E en F y Wt es el minimo
subespacio vectorial T-difuso de E inducido por la base
{e1, ..., e} con Wr(e) = oy, para todo k, 1<k<n,
entonces f(Wt) es el minimo subespacio vectorial T-
difuso de F inducido por la base {f(e;), ..., f{ey)} con
valores de pertenencia f{{(WT)(f(ex))=o y tiene a lo sumo
2" subconjuntos de nivel que son unién de subespacios
vectoriales ordinarios de 1a forma L{{(ey), ..., f(e))}v ...
v L{f(ep, ..., (e}
Demostracién:

En el caso particular en que Wp sea el minimo
subespacio vectorial T-difuso de E inducido por la base
{ey, ..., ey} entonces W(ex)= oy, para todo k, 1<k<n, y
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sus N<2" subconjuntos de mivel son (W), (Wrak,
(WT)T(ak,0t),...0s} siendo (Wr)g unidn de subespacios
vectoriales ordinarios L{e, ..., es}u ... W L{g;j, ..., &},
entonces como consecuencia de la proposicién 3.1 f{(Wr)
es ¢l minimo subespacio T-difuso de F inducido por la
base {f(cy), ..., f(en)} ¥ tiene Ns2" subconjuntos de nivel
de 1a forma f(W);, {Wax, --fWTT{0K 04, ..., XS} ¥
por ser f((Wt)q) igual a (f(Wr))o entonces (W) €8
unién de subespacios vectoriales ordinarios engendrados

por los vectores {f(¢;)}, es decir, es de la forma L{f(ey),
v f(E}U ... UL{fTE), ..., f(eD)}. |

4. SUBESPACIO VECTORIAL T-DIFUSO
ASOCIADO A UNA APLICACION
LINEAL INYECTIVA

Sea E un espacio vectorial de dimensién n y sea F un
espacio vectorial de dimensién m, n<m. Sea {e}, €2, ...,
ey} una base de E, y oy, &3, ..., o € [0, 1], tales que 12a
12002 ... 20,20, Sca f: E — F una aplicacion lincal
inyectiva. Sca T una norma triangular semicontinua
inferiormente.

Proposicién 4.1:

Si V es un subespacio vectorial T-difuso de E tal que
V(ex)=0y, entonces (V) es el subespacio vectorial T-
difuso de F tal que sus subconjuntos de nivel (f(V)), , si
a0, son isomorfos a los subconjunto de nivel de V, f(Vq,
) = (f(V))o, ¥ si =0 entonces (f(V))o = F. Si T{a, g,
., Og} es distinto de cero, entonces Imf coincide con
f(V)T{a,02,....00}-

Demostracién:

Si f es una aplicacién inyectiva cntonces, si existe un x
tal que y = {(x), X es unico, por tanto:

[Sup{ V(x):f(x)=y}=V(x), si yef(E)
fVm=t
Lo, siy ¢ f(E);

Como el conjunto {f(e;), ... , f(ey)} es lincalmente
independiente y es una base de Imf, pero no es
necesariamente una base de F, completamos este
conjunto con m-n vectores de F que formen una base,
{f(cy), ..., f(en), Wn1»es Wm} Y todo vector y de F puede
escribirse

y =Zyfle + Zys s

Siy e Imf, y = f(x) entonces ((V))(y) = V(x), y en
particular, los transformados de 1la base son:
EVXLe))=V(ep. Existe una biyeccion entre E ¢ Imf,
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por tanto si o0 cada subconjunto de nivel V) €s
isomorfo al subconjunto de nivel Vg. Si y € f(E),
entonces f(V)(y) = f(V)(vife1) + ... + yauflen)) 2
T{HV)(EE)), -.., fV)(Ee)} = T{V(ey), ... V(en} = T{a
1 02, ..y O}, luego Yef(V)T(a1,002,..,0n}> POF tanto Imf
< f{(V)T{ou1,02,..,00}- Si ¥k Yj» - ¥s SOR distintos de cero
entonces f(V)(y) 2 T{o, &, ..., o} Si T{oy, a3, ..., Oy}
es distinto de cero e ye f{V)1(a1,02,...0n} €NtONCES se
verifica que f(V)(¥)2T{a;, o2, ..., o} # 0, lucgo y
pertenece a Imf, e Imf = f{V)r(a1,02,..,0m)

Pero si yeImf entonces f(V)(y) = 0. En consecuencia (V)
tiene a lo sumo tantos subconjuntos de nivel como V mas
uno, f(V)ol f(V)lc f(V)al c... C f(V)T{ak,aj, "_,as}c
c f(V)t{ou,02, ..,ony SH(V)o=F. B

Corolario 4.2:

Si f es una aplicacién inyectiva y V es un subespacio
vectorial difuso de E, tal que V(e)=ay, entonces {(V) es
el subespacio vectorial difuso de F que ticne a lo sumo n
+2 <m + 1 subconjuntos de nivel siendo, si =0, f{(V)a
k = L{f(ey), f(e2), ..., @} y f(V)o=F.

Demostracion:

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior,
si V es un subespacio vectorial Min-difuso, entonces (V)
es también un subespacio vectorial min-difuso y puecde
tener un subconjunto de nivel mas que V, y lo tiene si oy
es distinto de cero, siendo entonces f(V)gn = Imf y f{V)o
=F. Como el subconjunto de nivel (f(V))q es isomorfo al
subconjunto de nivel Vg si a0, tenemos que{0} < f(V);
c {Va1 S.... € fV)okE€ ... € f(Manc f(V)o = F con
f(V)ax = L{f(e1), fle2), ..., fe)}. W

Corolario 4.3:

Si f es una aplicacién lineal inyectivade EenF, y Wr es
el minimo subespacio vectorial T-difuso inducido por la
base {€}, €3, ..., €}, con valores de pertenencia o 20,2
... 20, entonces f(Wr) es el minimo subespacio vectorial
T-difuso de F inducido por la base {f(e}), ..., T(en),
U'y+1s.-., UWm} con valores de pertenencia T(WD)(e)=ak
y (((Wp)u’=0, y a lo sumo 2"+1 < 2™ subconjuntos de
nivel donde f(Wt)q, si a#0, es union de subcspacios
vectoriales ordinarios de la forma L{f(ey), ..., f(es)}v ...
u L{f(g;), ..., fe)} y f(Wr)o =F

Demostracion:

f(WT) es el subespacio vectorial T-difuso de F inducido
por la base {f(ey), ..., f(en), Wasls-wos u'} ampliado al
valor de pertenencia cero si y no pertenece a Imf, Por
tanto f(W1) tiene a lo sumo 2" + 1 subconjuntos de nivel,



siendo fiWr)q, si a#0 isomorfo a (Wr)g. Al ser (Wr)g,
unién de subespacios vectoriales de la forma L{g;, ...,
¢;)entonces f(Wr)q, €s unién de subespacios vectoriales
de la forma L{f(g)), ..., f(e5)}.

Si T{o, o, ..., 0} €s distinto de cero entonces f{W)T(
al, a2, .., on} = Imf y f{Wr)o = F, sicndo f(V)(y) = 0
cuando y pertenece a F-Imf. Pero si T{x, a3, ..., 0y} €8
igual a cero entonces fIWT)T(a1,02,...,0n} = f(Wt)o = F.
| |

5. SUBESPACIO VECTORIAL T-DIFUSO
ASOCIADO A UN EPIMORFISMO

Proposicién §.1:

Sea T una norma triangular semicontinua inferiormente.
Si f es una aplicacion lineal suprayectiva de E sobre F,
sicndo E y F espacios vectoriales de dimensiones ny m
respectivamente, r la dimensién del nicleo y V el
subespacio vectorial difuso de E inducido por la base {e;,
€, .., €p}, tal que V(g) = o, entonces fV) es el
subespacio vectorial difuso de F inducido por una base de
Imf = F, {f(gj1), fej2), ..., fleo)}, siecndo s = n-r;
IV)H(e0) = V(&) = %k, ¥ tiene f{(V) alosumos + 1
subconjuntos de nivel: f(V)ic f(V)gj1 <.... © f(V)gs
donde f(V), contiene a f(Kerf) = {0}; f(V)o;1 = L{f(e;1)};
Vg = L{fE), .., e} MVays = LT, ...,
f(ej)}= Imf=F.

Demostracion:

Sabemos que E/Kerf es isomorfo a Imf = F. Buscamos
una base de Kerf {uy, uy, ..., u,} y la ampliamos de forma
ordenada con los vectores de la base que genera al
subespacio Min-difuso V, es decir si l2a; 2.204
entonces probamos si {uj, ..., Uy €1} es lincalmente
independiente. Si lo es, incluimos e; en la nueva base, y
si no lo es probamos con e, y asi sucesivamente.
Construimos de esta forma una nueva base de E {uy, ...,
Uy, €1, ..., €5} donde V(ej) = ok y o1 2 ... 2k 2 ... 2 O
s

Si e pertenece a la nueva base
f(V)(f(e1))=Supgxy=e1){ V(X)} y como x es distinto de
cero, ¢l maximo valor que puede tomar V(x) es o pues
{0} = V) € Vg1 ... © Vgu luego f(V)(f(e1))= a. Sie;
no pertenece a la nueva base, entonces {uy, ..., U, €1} €s
lincalmente dependiente, por lo que e; =Zlu;, luego ¢
pertenece a Kerf, y por tanto f{(V)(f(e))) = 1.

Sea ¢ el primer vector que afiadimos a la base, entonces
f(V)(f(e1)) = Supgx=ej1y{ V(x)}, luego x debe ser igual a
¢j1+Zmyuy = ¢j+v, donde v pertencce a Kerf ya que f(x)
= f(ej+v) = f(ej)H(v) = f(ej1). Luego x pertenece a

L{uy, ..., uy, €1}, y por tanto para que X no pertenezca a
Kerf ¢l mayor valor de pertenencia debe ser 3. Vamos a
comprobarlo:

Caso a: Si V(uy) < V(gj1) en este caso Supgyy=rej1){ V(x)}
= Sup=nej1y{Min{V(uy), ... , V(uy), V(gj1)} = V(gj1) =
1.

Caso b: Si V(v) 2 V(¢j). Podemos suponer que V(v) 2
V(x) pues en particular V(0) = 1 2 V(x). Como x = ¢;; +
v, entonces V(x) 2 Min {V(gj1), V(V)} = o1 y despejando
&j1 = x- v, luego V(ej1)= o 2Min{V(x), V(v)}= V(x), ¥
por tanto V(x) = a3 = V(gj1).

Anilogamente se demuestra que f(V)(f(ej)) = ok si €jk
pertenece a la base construida.

La aplicacion suprayectiva g que transforma E en E/Kerf
nos transforma la base ampliada {u, ..., u, €, ..., €}
en la base de E/Kerf {¢;+Kerf, ..., ej+Kerf} siendo
g(V)(ejk + Kerf) = oj. Entre E/Kerf y Imf = F existe un
isomorfismo luego una base de Imf = F es {f(c;y), ...,
f(ejs)}, por tanto (V) es el subespacio Min-difuso de Imf
= F definido por la base {f(ej1), ..., f(ejs)} con valores de
pertenencia f(V)(f(ej)) = V(ej) = ok, ¥ f(V) tiene a lo
sumo s+1 subconjuntos de nivel f{V); < {(W)gj1 € ... ©
f(V)qjs = Imf = F donde £(V), conticne a fKerf) = {0}, y
si oy es distinto de 1 entonces (W), = {(Kerf) = {0};
(V) a1 = L{f(en)}: fVoyk = LLE), -, 1ejid}s HV)oys
=L{f(ej1), ..., {(gjs)} = Imf=F.

Veamos ahora cuanto vale f(V)(f(e)) si ¢; no pertenece a
la base ampliada. Si ¢ pertencce a Kerf entonces
f(V)(f(e)) = 1. Si ¢j no pertenece a Kerf entonces si o es
el valor de pertenencia comprendido entre oi+1<oySok
al ser ¢j =Zly; +myej+...+mgejs, V()= oy 2Min{V(uy),
V(ej)}> oyk+1, los coeficientes de ejx+1 Y siguientes
deben valer 0, ya que hemos supuesto que &jk+1 < o, por
lo que ¢; no puede ser combinacién lincal de €jk+1, ..., €js
y por tanto ¢; = Zlu; + myej + ... + myejk Y como g(ep)
pertenece a L{gj+Kerf, ..., ey+Kerf} entonces f(e;)
pertencce a L{gj1, ..., €k} = f(V)gx. B

Corolario 5.2:

Sea T una norma triangular semicontinua inferiormente.
Si f es un cpimorfismo entre E y F, T €s una norma
triangular semicontinua inferiormente, y V es un
subespacio vectorial T-difuso tal que V(g;) = o, entonces
f(V) es un subespacio vectorial T-difuso tal que:

i) {0} =fKerf) (V)

ii) Si {j1, ... , €js} son los vectores de {ey, ..., €n} con los
que hay que ampliar una base de Kerf para obtener una
base de E, entonces f(V)(f(e)) = V(e = ajk
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iii) f(V)1{o41,...04sy = Imf =F
Demostracion:

i) Si x pertenece a Kerf entonces f(V)(f(x)) = 1 ya que
entonces f(x) = 0 y f(V)(f(x)) = Supgx)-o{V(x)} =
Supgy=0 {V(0), V(X)} = Sup {1, ...} = 1. Por tanto
fKerf) < f{V)1

ii) Buscamos una base de Kerf, {uj, .., u} y la
ampliamos como en la proposicién anterior, de forma
ordenada con los vectores de {ej, ..., €,}, construyendo
una nueva base de E {uy, ..., uy, €, ..., €s} donde V(e
=Y %12 ... 20k 2 ..o 2 Qs.

V)(Iep)2Supg=nejo V(¥)}, pero para que f(x) =
f(eji) debe ser x =¢jk + v, donde veKerf, luego entonces
V(x) 2 T{V(e, V(V)} y por tanto Ve 2
Supgxy=fej){ T{ Ve, V(v)}, (g} 2 ajk. Por otro lado
sabemos que Min > T, para toda norma triangular T,
luego si W es el subespacio vectorial difuso que verifica
que W(ej) = o entonces W2V. En la proposicion anterior
hemos probado que f(W)(f(ej)) = ok, luego se dcbe
verificar que ajsz(V)(f(ejk))=Supf(x)=f(ejk){V(x)} 2ok Y
por tanto f(V)({(ej)) = ajk.

iii) Si {uy, ..., U, €1, ..., €js} €s una base de E, entonces
{ej1tKerf, ..., ¢js+Kerf} es una base de E/Kerf, y como
E/Kerf es isomorfo a Imf entonces {f(¢j1), ..., f(ejs)} es
una base de Imf Sabemos que f(V) es un subespacio
vectorial T-difuso de Imf y por tanto para todo y de Imf,
fVG) = IVEhAE) = T{ajy, .., ajs), lucgo y
pertencce a f(V)T(aj1,.., agsp Y TVIT(al,..., ojsy=ImE=F
si f es sobreyectiva. B

Proposicion 5.3:

Sea T una norma triangular semicontinua inferiormente.
Si f es un epimorfismo entre E y F, T es una norma
triangular semicontinua inferiormente, y V es el minimo
subespacio vectorial inducido por la base {ej, ..., ¢n}
siendo V(e;)=oy, para todo j, 1<j<n, entonces f(V) es el
minimo subespacio vectorial T-difuso de F inducido por
la base {f(¢j1), ..., f(ejs)} ¥ por tanto tiene a lo sumo 28
subconjuntos de nivel de la forma: f(V)T(ajk,..., ajpy que
son unién de subespacios vectoriales ordinarios de la
forma L{f(e;0), ..., f(e;p)}-

Demostracion:

Es consecuencia inmediata de la proposicién anterior y
de 1a construccidn de los minimos subespacios vectoriales
T-difusos asociados a una base. W

365

6. SUBESPACIO VECTORIAL T-DIFUSO
ASOCIADO A UN HOMOMORFISMO

Proposicion 6.1:

Sea T una norma triangular semicontinua inferiormente.
Si f es una aplicacién lineal de E en F, T una norma
triangular semicontinua inferiormente, y V es un
subespacio vectorial T-difuso de E tal que V(¢e;)= o, para
todo j, 1<j<n, entonces f determina en F un subespacio
vectorial T-difuso f(V) tal que

i) fKerf) = {0} < f(V); y si o es distinto de 1
entonces f(V); = f(Kerf)

ii) Si {ej1, ..., €js} son los vectores de {ey, ..., €.} con los
que se amplia una base de Kerf para obtener una base de
E, entonces f(V)(f(e)) = V(e = ajk

i) Imf < f(V)1(ai,..., oijs}

iv) Si T{o1, ..., s} €8 distinto de 0 entonces: Imf =
fM1{041,...0453 TVI)=0 si y solo si y pertenece a F -
Imf; f(V)o=F

Demostracion:

Sea {ey, ..., €y} la base de E tal que V(g)) = o, para todo
j, 1<j<n, y sea {uy, ..., u;} una base de Kerf. Sea s =n-r=
dimE - dimKerf. La ampliamos de forma ordenada con
vectores de la base {ey, ..., €,} hasta obtener otra base de
E: {uy, ..., Up, €1, ..., €js} tal que 1 2 a3 2 ... 2 045 2 0.
Entonces {ej+Kerf, ..., ejs+Kerf } es una base de E/Kerf
y al ser E/Kerf isomorfo a Imf, {f(¢j1), ..., f(gjs)} es una
base de Imf. Ampliamos esta base hasta obtener una base
de F {f(ej)), ..., f(€js), W's+1, s u'm}.

Sabemos que f(Kerf) < f(V); y f{(V)({(ej1)) = V(ej) = otk
Si oy es distinto de 1 entonces f(V); = f(Kerf).

Si y pertenece a Imf entonces y = Zmy.flep), f(V)() =
fV)Emyfle) 2 To1, s Ajs}. Si T{oy1, ..., &js} es
distinto de 0, y si y pertencce a f{V)T{qjt,...a sy entonces
fV)) 2 T{1, ..., s} > 0, luego Imf = f(V)r(qyt,...a
jsy- Si y no pertenece a Imf, f(V)(y)=0 luego si T{o), ...,
s} es distinto de 0 entonces f(V)(y)=0, si y solo si y
pertenece a F - Imf. Por dltimo es trivial que f(V)o =F. B

Corolario 6.2:

Seca T una norma triangular semicontinua inferiormente.
Si f es una aplicacién lincal de E en F y V es un
subespacio vectorial difuso de E tal que V(ej)= oy, para
todo j, 1<j<n, entonces f determina en F un subespacio
vectorial difuso f(V) inducido por una base {f(gj;), .-,
f(ej), Wsr1, ..p U} tal que (V)(EE) = o, AV =0
con a lo sumo s + 2 subconjuntos de nivel (siendo r =



dimKerf, n=dimE ys=n-r=dimImf = dimE -
dimKerf) tales que:

i) (VNS fVogt ... fV)ogk € - A V)ags SHVYo=F
ii) f(Kerf) = < f(V)y, y si o es distinto de 1 entonces
f(V); = f(Kerf)

iii) f(V)oj1 = L{fg1)}; s TV)ogk = L), .., fejd}s
f(V)ajs = L{f(&j1), ..., f(ej9)} que contiene a Imf

iv) Si ays es distinto de 0 entonces Imf = f(V)s; (V)0 =
F

Demostracién:

Al ser {f(ej1), ..., f(gjs)} una base de Imf y f(V) un
subespacio vectorial Min-difuso sabemos que (V) tiene
sobre Imf a lo sumo s + 1 subconjuntos de nivel f{(V); <
fV)gj1 €... cf(V)ajk € ... © f(V)qs tales que f(Kerf)
V)15 {V)ajk = L{f(ej1), .., fejio }; e Imf < £(V)qyjs

Si y no pertenece a Imf, f(V)(y)=0, lucgo a lo sumo en F
habrd un subconjunto de nivel mds, (V) cuando oys sca
distinto de cero. Si oy es distinto de 0 entonces T{ay,...,
a;s} = Min{ay,..., s} = o4js distinto de 0, y Imf = {(V),

Js

Corolario 6.3:

Sea T una norma triangular semicontinua inferiormente.
Si f es una aplicacién lineal de E en F, T una norma
triangular semicontinua inferiormente y Wt es el minimo
subespacio vectorial T-difuso de E inducido por la base
{e1, ... en} tal que Wr(e)=oy, para todo j, l<j<n,
entonces f determina en F el minimo subespacio vectorial
T-difuso f(Wr) inducido por una base {f(e;1), ..., f(ejs),
Wst, - U'm} tal que fW)(f(e)) = ok y que f{(Wr)(u')
= 0 que tiene a lo sumo 2°+2 subconjuntos de nivel
diferentes, tales que: f{W); < {(Wp)aj1 © ... € f(Wr)y
c ... {Wrraj,..05 < f(Wr)o = F, con {(Kerf) <
f(W)1, y siendo v = ajk, 0 bien y = T{oy,..., %jp} ¥
f(WT)y es unién de subespacios vectoriales ordinarios de
la forma L{f(e), ... , fejp)}; Imf < f(Wr)T(0ij1,...0055}Y Si
T{o;, ..., ajs} es distinto de cero, entonces Imf =
fWr) (041, 0js}-
Demostracion:

Es consecuencia inmediata de la estructura de los
minimos subespacios vectoriales T-difusos asociados a
una base y de la proposicién 6.1. W

CONCLUSION:

La estructura de los subespacios vectoriales T-
difusos se conserva mediante las aplicaciones lineales
cuando previamente se han fijado los valores de
pertenencia de los vectores de una base.
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Resumen

En este trabajo se presenta una forma de in-
troducir informacion difusa en el eprendiza-
je e inferencia de un modelo probabilistico
constituido por una mezcla de componentes
gaussianas generalizadas. De esta forma di-
cho modelo, que ya admite datos con incer-
tidumbre arbitraria, podrd trabajar también
con datos imprecisos. La introduccion de la
informacién difuse se realiza desde el mar-
co de la Teoria de Evidencias de Dempster-
Shafer que permite englobar la Teoria de la
Probabilidad y la Teoria de la Posibilidad.

Palabras clave: Tratamicnto de informa-
cién imperfecta, Teoria de Evidencias de
Dempster-Shafer, Aprendizaje, Inferencia,
Mezcla de componentes gaussianas.

1 INTRODUCCION

La imprecisién y la incertidumbre pueden ser consi-
derados como dos aspectos comnplementarios de infor-
macién imperfecta [2}.
Desde el punto de vista prictico, un item de informa-
¢ién puede ser representado por una cuddrupla (atri-
buto,objeto,valor,confianza).
El atributo cs una funcién que asigna un valor (o con-
junto de valores) al objeto. El valor es un subconjun-
to del dominio de referencia asociado al atributo. La
confianza es una indicacién de la veracidad del item
de informacion.
Veamos en cste contexto la diferencia entre imprecision
¢ incertidumbre: imprecisién estd relacionado con cl
* Trabajo soportado por cl proyecto CICYT TIC97-
1343-C02-02

t Autor para correspondencia
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valor del item, mientras incertidumbre estd relaciona-
do con la confianza del item.

El modeclo clisico para tratar con la incertidumbre ha
sido el modclo probabilistico, mientras que el modelo
clasico para tratar la imprecisién ha sido ¢l modelo de
andlisis de intervalos.

Cuando expresamos imprecision mediante andlisis de
intervalos, no s¢ permite incertidumbre: si no se
conoce ¢l valor exacto de un pardmetro, se conocen
sus limites exactos.

Las medidas de posibilidad y conjuntos difusos gene-
ralizan el andlisis de intervalos para que sc permitan
gradaciones.

Scria interesante trabajar con una teorfa mds general,
que englobe el modelo probabilistico y el modelo posi-
bilistico. Para cllo vamos a trabajar con la Teoria de
Evidencias de Dempster-Shafer que se encuentra, en
la jerarquia de medidas difusas, por encima de ambas
teorias [8].

A continuacién veremos de forma breve los aspectos
mads relevantes de las distintas teorias. En la scccidn
3 veremos ¢6mo representar la informacién imperfec-
ta mediante funciones de masas. A continuacion,
en la seccién 4 sc presentard brevemente el modelo
de Mezcla de Gaussianas Genceralizadas Factorizadas
(MFGG). Iin la scccién 5 presentaremos ¢l tratamien-
to de la informacién difusa en el modelo MFGG y por
ultimo terminaremos, en la seccién 6, con un cjemplo
ilustrativo.

2 INTRODUCCION A LAS
DISTINTAS TEORIAS

2.1 TEORIA DE EVIDENCIAS DE
DEMPSTER-SHAFER

Como hemos dicho anteriormente la Teorfa de Eviden-
cias de Dempster-Shafer engloba la Teoria de la Pro-
babilidad y Posibilidad. Veremos las nociones basicas
de esta teorfa [3], [4], [5], [6], [9].



Sca r una variable cuyo dominio cs £, y P(§);) cl
conjunto de partes de ;. La Teoria de Evidencias de
Dempster-Shafer es caracterizada completamente por
una funcién:

m: P(Q;) = [0,1]
cumnpliendo que m(@) =0y Y 4cq, m(4) =1
Esta funcién es llamada funcién de masas y m(A) ex-

presa el grado de evidencia sobre A. Cuando m(A4) >
0, el conjunto A sc llama clemento focal.

Dadas dos funciones de masa definidas sobre P(£;),
my y ma, la funcién de masa rng combinacion de las an-
teriores mg3 = m; @ mgy, se obticne mediante la "Regla
de combinacién de evidencias de Dempster-Shafer”:

mz(A) = Z my (B)m(C), B,C Cf,
BNC=A

Esta teoria permite expresar incertidumbre imprecisa
sobre valores imprecisos.

2.2 TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Si los elementos focales son singletons, la funcion de
masa es una medida de probabilidad [5], {2].

Una medida de probabilidad estd totalmente determi-
nada por su funcién de distribucién:

p:Qy —[0,1]

con m(x;) = p(a:); Voi € Qo y 2o, cq, PlEi) = 1
Esta teorfa sélo permite expresar incertidumbre pre-
cisa sobre valores precisos.

2.3 TEORIA DE LA POSIBILIDAD

Si los clementos focales estdn anidados (ordenados por
inclusién), tencmos de nuevo un caso especial de cvi-
dencias que son las evidencias consonantes [5], [2]. Es-
tas cvidencias dan lugar a dos medidas: Posibilidad y
Necesidad.

Una medida de Posibilidad estd determinada por su
funcién de distribucién de posibilidad

r: 0, = [0,1]

donde Pos(A) = mazgear{z;) VA C Q; y
mazy, co, r(x;) = 1.

Si asumimos que Q; = {z1,T2,...,2,}, A1 C Ay C
... C A, donde A; = {z1,22,...,%:}, Vi y si m(A) >0
implica que A € {4, As, ..., A}, es decir, la funcién
de masas m se define sobre clementos focales ordena-
dos por inclusién, entonces:

m(A;) = r(z;) — r(Tig1) (1)

asumiendo que 7(z,41) = 0. Por lo tanto, una funcién
de distribucién de posibilidad define una funcién de
masa [5].
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Esta tcoria nos va a permitir expresar con qué grado
pertenece un determinado pardmetro a un intervalo de
valores, es decir, evita la rigidez del andlisis de inter-
valos.

3 INFORMACION IMPERFECTA
COMO FUNCIONES DE MASA

3.1 CONJUNTO DIFUSO COMO
FUNCION DE MASA

Un conjunto difuso A con funcidn de pertenccia gz
pucde ser considerado como una funcién de distribu-
cién de posibilidad r4(z;) ([1]), donde

rA(z:) = palz;), Ve € Qy

La interpretacion de un conjunto difuso como distribu-
cién de posibilidad es la siguicnte:

Sea A un conjunto no difuso de €2, y v una variable
sobre Q.. Decir que v toma sus valores en A indica
que cualquier elemento en A puede ser un valor de v y
que cualquier clemento que no esté en A no puede ser
un valor de v. La sentencia "v toma sus valores en A”
pucde inducir una distribucién de posibilidad » scbre
Q, asociando a cada clemento z; € € la posibilidad
de que z; sca ¢l valor de v:

1 sia; €A
r(v =) =rl) = { 0 en olro caso
Supongamos ahora que 4 cs un conjunto difuso que
actia como una restriccion difusa sobre el posible va-
lor de ». Entonces una extension de la interpretacion
anterior es que A induce una distribucién de posibili-
dad que es igual a la funcién de pertenencia p2a:

r(v=z;) = r(z;) = palx;)

En csta interpretacién los clementos focales se co-
rresponden con los distintos c-cortes Ag = {z; € A:
pa(z;) > a} del conjunto difuso A, ya que Ay C Ap
sia>f.

Por otro lado, si conocemos la distribucién de posi-
bilidad de una variable, podemos calcular la funcién
de masas asociada como sc indicé en (1).

Por lo tanto, dado un conjunto difuso, se puede ob-
tener la funcién de masas asociada.

3.1.1 Ejemplo

Veremos un ejemplo de c6mo un conjunto difuso pucde
ser transformado en una funcién de masas.

Sca el conjunto difuso "joven” que ticne asociado la
siguicnte funcién de pertenencia:

! 0<2<25
Hjoven(T) = ~01x+35 25<Lx <3



Si tomamos los a-cortes {1,0.9,0.8,0.7,...,0.1} for-
mamos 10 subconjuntos del conjunto difuso 7joven”
y calculamos las masas de cada subconjunto scgin la
expresién (1) como queda reflejado en la tabla 1.

Tabla 1: Conjunto difuso como funcién de masas.

SUNCONJUNTOS MASAS
Joven: =10, 25) (0, 25]) = #(25) = #(26) =1 - 0.9 = 0.1
joveng.g = [0,26] m([0, 26]) = 0.9 - 0.8 =0.1
joveng.g = [0,27) m([0,27)])) = 0.1

joveng.7 = [0, 28] m({0, 28]) = 0.1

joveng.g = [0, 29) m([0,29]) = 0.1

joveng.s = {0, 30] m([0, 30]) = 0.1

joveng.4 = [0,31] m({o, 31}) = 0.1

joveng.a = [0,32] m([0,32)) = 0.1

joveng 2 = [0, 33] m([0,33]) = 0.1

jovengy = [0, 34} m({0,34)) = 0.1

3.2 NORMAL COMO FUNCION DE
MASAS

Cuando queremos expresar informacién incierta en un

marco probabilistico podemos usar una funcién de

densidad de probabilidad. Obtenemos la funcién de
masas correspondiente a una funcién de densidad Nor-
mal de media j y desviacién o, N(z, jt, o), discretizan-
do el dominio de z, Q,, en intervalos.

sara ello vamos a dividir ¢l dominio (i — 50, 1 + 50]
en intervalos de tamaiio salto. Es decir, obtendremos
¢l siguiente conjunto de intervalos:

[t — 50, (n — 50) + salto),
[(1s — 50) + salto, (11 — 5o) + 2salto),
[(je = 50) + 2salto, (11 — 50) + 3salto,

ceey

[(1 + 50) — salto, ju + 50]

La masa asignada a cada intervalo serd la probabilidad
de dicho intervalo calculada como la integral definida
b -

J. N(z,p,0), donde a y b son los distintos extremos
de los intervalos.

Veremos a continuacién una breve descripeidn del
modelo probabilistico MFGG, para ver despues como
tratar la, informacién difusa en dicho modclo.

4 MODELO MFGG

El modelo MFGG permite realizar inferencia y apren-
dizaje probabilistico a partir de informacién con incer-
tidumbre arbitraria.

MFGG obtiene una expresién de la densidad conjun-
ta que modela al sistema mediante un algoritmo que
se denomina Algoritmo EM extendido (fase de apren-
dizajc), y un conjunto de datos de cntrada que con-
ticne descripciones de objetos representativos del sis-
tema a modeclar mediante atributos que podran ser
tanto discretos o nominales como continuos y que
ademds pueden contener incertidumbre probabilistica
arbitraria, [7).
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Una vez obtenida la densidad conjunta del modelo,
MFGG permite inferir el valor de determinados atri-
butos desconocidos total o parcialmente de un objeto,
a partir de informacién de entrada acerca de dicho
objeto (fase de inferencia del modelo). Este proceso
de inferencia se realiza mediante las densidades condi-
cionales que sc obtienen a partir de la densidad con-
junta de manera inmediata.

Veremos a continuacién de forma breve las principales
expresiones del modelo MFGG.

Supongamos que un objeto z del sistema estd descrito
por n atributos z = (2!, 2%, ..., 2") que pucden ser tan-
to discretos o nominales como continuos.

La descripcién de los objetos en la fase de inferencia y
de aprendizaje, tiene la siguiente estructura:

Bl k-ésimo dato, S*) estard descrito por:

R n
(k) = (k) 3 (k)
S . s) (2)
r=1 j=1

donde:

e 7 cs ¢l nimero de atributos con los que se describe
un objcto.

k .
o 7 ) expresa el grado de certeza asignado a cada

componente de la observacién k.
j(k _ .
. s],( ) expresa el valor (incierto o no) asignado al
atributo 27 en la r-ésima componente de la obser-
vacién k. Por lo tanto, este valor tomard distintas

formas dependiendo del tipo de incertidumbre que
relleje.

Es decir, S®) tiene la siguiente forma
gk) — {7r§k)(si(k)sf(k)...s’f(k)) Tt
k 1(k) 2(k n(k
+7r§t)(5n( )SR( )"'SR( ))}

Un cjemplo de la estructura de una observacion de en-
trada tanto para la inferencia como para cl aprendizaje

‘del modelo puede ser:

0.3[B - N(z%,150,1)] + 0.7{(0.4 - B + 0.6 - A) - 180]

donde aparecen valores de atributos exactos, por ¢jem-
plo 2! = B, y valores de atributos inciertos, por cjem-
plo N{z%,150,1).

En cl marco MFGG, las dependencias de los atribu-
tos en el dominio son modeladas mediante la densidad
conjunta cn la forma de una mezcla finita de compo-
nentes factorizados Cy,Ca, ..., Ci:

3 n
plz) = pla!, 2%, s 2") = 3 PC) [T (7€)

i=1

donde:



e P(C;) es la probabilidad del componente C;.

e Para 27 continuo p(27/C;) = N(279, pi, 03).

e Para 27 discreto o nominal p(z7/Cy)) =
S, U N(z,w) donde t], = P(z7 = w/Ci) y
N(29,w) cs una delta de Dirac.

Podemos decir que cada componente C; agrupa obje-
tos con independencia de atributos.

Con el propésito de inferir y aprender a partir de las
observaciones de objetos con incertidumbre arbitraria
(2), MFGG obtiene la densidad conjunta modelo-
obscrvacion con la siguiente forma:

puym—zzych“HMW%WM(m

i=1 r=1 i=1
donde:
e P(C;) cs la probabilidad del componente Cj.

k -
. 7r£ ) ¢s ol grado de certeza de la r-ésima compo-
nente en la observacién k.

i (k i(k ol
o BI® = p(si™ /Cy) os la verosimilitud en el com-
ponente C; del valor de 27 en la r-ésima compo-
nente de la obscrvacién k.

Jk
o Ol () (23} = p(27 /1), C;) es el efecto en el com-
poncntc C; de la mfoxmaaon acerca de 27 en la
-ésima componente de la observacion k.

4.1 INFERENCIA

Dc la expresién anterior (3), la estructura del inferidor,
es decir, de la densidad condicional cs:

= Y e (i)
ir

(7 [5W)

donde:

P(C; )"(k)ﬁ(k)

(k) () ie
a; = P(Ci,s7) = S, P(Con(P

o B0 =1, I
o I {\I/fik)(zj)} =FE {p(zj/sf;(k),Ci)}

El valor concreto de las expresiones necesarias para
inferir en ¢l modelo MFGG, ], y E {\Pfr(zj)}, para
las observaciones con incertidumbre arbitraria no cs
el objeto de este trabajo (que se desarrolla en {7]) y
sblo scran obtenidas en la siguicnte seccién para la
informacién difusa.
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4.2 APRENDIZAJE

El aprendizaje del modelo MFGG se realiza con una
extension del algoritino EM cldsico que es resumido a
continuacién.

En este algoritino hay dos pasos principales:
Paso E (Expectation step):

Se calculan las verosimilitudes del Lomunto de las M
observaciones de entrada, k = 1,..., M:

BO = H OR ﬁ(k)_ZZP(C)W(")ﬂ(U
j

A continuacién se calcula la probabilidad de que cf
r-ésimo componente del k-ésimo ¢jemplo haya sido ge-
nerado por el i-ésimo componente:

P(C)x™) ¥
Q)

gy = P(Ci, s /S®) = o)) =

Paso M (Maximation step):

Modifica los pardmetros de cada componente C; u-
sando todos los cjemplos ponderados por sus pro-
babilidades:

PprZZW

Para atributos continuos:

S - 1(k)

ﬂﬁWZZWWVHmWWWV
M e &

Las expresiones concretas para yw y )\” para cada tipo
de informacién con incertidumbre se pueden consultar
en [7). En este trabajo sélo las obtendremos para la
informacién difusa.

Para atributos discretos:
t-t?w P(C )Al Z Z [(Ilrtz'wt:w

= P(si

J](k)

donde {3, = w) en la observacién k.

5 CONJUNTOS DIFUSOS EN EL
MODELO MFGG

5.1 INFERENCIA

Tan solo veremos qué forma concreta toman las ex-
. i(k k

presiones A1)y B{@I™ (27)} cuando S on la k-

ésima obscrvacién estd dada por un conjunto difuso



(usaremos las variables maytsculas Z1, ..., Z" para in-
dicar argumentos de funciones que son subconjuntos
de Q,1, ..., n).

BN =V = 3, miAmIO@B) (@)
" ANB#0

donde A, B C Q,;, 17L{(Zj) ¢s la funcion de masas co-
rrespondiente a p(2? /Ci) = N(zj,uf, O"Z) y mi®¥(Z7)
es la funcién de masas correspondicnte a la fun-
cién de pertenencia del conjunto difuso ‘etiqueta’,
;Le“queta(zj), cuando s]r(k) = etiqueta en la obser-
vacién de entrada. Es decir, el valor V'nz‘ik) (79) mide el

grado dc ausencia de conflicto entre las funciones m]

y m’r(k’) y puede ser considerado como la verosimilitud

i(k .
cn ¢l componente C; del valor si( ) = ctiquela.

Por otro lado

N ™
E{W® ()} = mi® =

—1
1 g ej + Chy i(k
= E (*’L‘———’—Li]‘> '777’:1(~k)([("lnch+]]) (5)

' . ¢
"’119)(2’) h=0 2

donde eg, €1, -+, €p—1,€p soN los extremos de los inter-

. . j(k
valos que constituyen la funcion mff. ) y donde ¢l valor
de p dependerd de la funcién de masas concreta con la

que estemos trabajando.

_jk . . '
mfi ) puede ser considerado como cl valor medio en la

., . (k .
funcién de masas combinada mf,(_ )(ZJ).

5.2 APRENDIZAJE

Veremos como incluir informacién dada como conjun-
tos difusos en la obtencién del modelo MI'GG me-
diante el algoritimo EM extendido:
Paso E: Expectation step.

o j(k
Calcula las verosimilitudes de los datos s{-< ) como
hemos visto en (4).

Los restantes cdlculos de este paso del algoritmo se
realizan de la misma forma que vimos anteriormente
cn la seccidn 4.2.

Paso M: Maximation step.

Pucsto que la informacion difusa la consideramos sobre
atributos continuos, sélo tencmos que incorporarla cn
las siguicntes expresiones (cl resto de pardmetros se
obtienen comno antes):

E) (i i .
Tomamos mi )(Z]) como la funcién de masas obteni-

da a partir de la funcién de pertenencia del conjunto
difuso que representa el valor de z4 en ¢l cjemplo k
y combinamos esta informacion con m?(Z7) que cs la
funcién de masas correspondiente a la discretizacion
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de la funcién p(z7 /C;) del modelo actual. A partir de
la funcién de masas resultante, mi*) (279), obtencmos
ol valor de 7% y M como:

o 1™ ¢s el valor medio de mi® (z3), m™ | calcu-

lado como en (5).

j(k - . .
. (/\ff N2 es una medida de dispersién que se ob-
tiene como:

1
2 =
d1"ff.k)(Z") - Voi® 21
p—1 en+e . 2 )
2 ((—ait) - mif“) ™ ([en, enia))

h=0
donde eg,e1,...,ep—1,€p son los exiremos de los

- . ., i(k :
inlervalos que constituyen la funcién mﬁf )(Z]).

6 EJEMPLO

Supongamos que partimos de una mezcla bivariable
p(z) = p(z,y) como la siguicnte:

p(z,y) = 0.5N(x,22,1)N(y,80,2)+
+0.5N (z,40,2) N (y, 60,2)

Expresamos las normales N(z,22,1) y N(z,40,2) me-
diante las funciones de masa m#(X) y m3(X) respee-
tivas de la tabla 2 .

Las funciones de masas resultantes de la combinacion
de las dos funciones anteriores m§(X) y m3(X) y el
valor de entrada £ = joven transformado a funcién
de masas (m¥(X)) como sc vié en la scecion 3.1.1, s¢
muestran como m%,.(X) y m§,(X) respectivamente en
la tabla 3.

Como se puede observar, la verosimilitud, Vi, (x), del

. ir
concepto 'joven’ es mayor en ¢l componente Cy que en
el componente Cy.

Cuando quercmos inferir ¢l valor de z, es decir,
p(z/z es joven), tomamos el valor medio de la fun-
cién de masa resultante en cada componente. En este
cjemplo, el valor medio en m{,.(X) cs m{, = 22y para
mi.(X) cs M3, = 33.13.

Por lo tanto, el resultado vendra dado por:

p(z/T es joven) = ay, - Y, + gy - M3,

donde )
0.5-1-0.996
Cr = 558 7 0.00008105 0984
0.5-1-0.0001621
2 = 5o 000008105 000010
IEntonces

p(z/z es joven) = 0.99984-22+0.00016-33.13 = 22.002



Tabla 2: Normales expresadas con masas.
mi(X) m? (X)

(17,17.5) = 3.11102¢-06 | (30,30.5) = 7.30432¢-07
(17.5,18) = 2.82736¢-05 (30.5,31) = 2.38059¢-06
(18,18.5) = 0.000200958 | (31,31.5) = 7.29085e-06
(18.5,19) = 0.00111727 (31.5,32) = 2.09827¢-05
(19,19.5) = 0.00485977 (32,32.5) = 5.6746¢-05

(19.5,20) = 0.0165405 (32.5,33) = 0.000144212
(20,20.5) = 0.0440571 (33,33.5) = 0.000344396

(20.5,21) = 0.0918481 (33.5,34) = 0.000772873
(21,21.5) = 0.149882 (34,34.5) = 0.00162987
(21.5,22) = 0.191462 (34.5,35) = 0.0032299
(22,22.5) = 0.191462 (35,35.5) = 0.00601481
(22.5.23) = 0.149882 (35.5,36) = 0.0105257
(23,23.5) = 0.0918481 (36,36.5) = 0.017309
(23.5,24) = 0.0440571 (36.5,37) = 0.026748
(24,24.5) = 0.0165405 (37,37.5) = 0.0388426
(24.5,25) = 0.00485977 (37.5,38) = 0.0530055
(25,25.5) = 0.00111727 (38,38.5) = 0.0679721
(25.5,26) = 0.000200958 | (38.5,39) = 0.0819102
(26,26.5) = 2.82736e-05 | (39,39.5) = 0.0027561
(26.5,27) = 3.11102¢-06 | (39.5,40) = 0.0987063
(27,27.5) = 2.67666e-07 | (40,40.5) = 0.0987063
(40.5,41) = 0.0927561
(41,41.5) = 0.0819102
(41.5,42) = 0.0679721
(42,42.5) = 0.0530055
(42.5,43) = 0.0388426
(43,43.5) = 0.026748
(43.5,44) = 0.017309
(44,44.5) = 0.0105257
(44.5,45) = 0.00601481
(45,45.5) = 0.0032299
(45.5,46) = 0.00162987
(46,46.5) = 0.000772873
(46,46.5) = 0.000772873
(46,46.5) = 0.000772873
(16,46.5) = 0.000772873
(47,47.5) = 0.000144212
(47.5,48) = 5.6746¢-05
(48,48.5) = 2.09827¢-05
(48.5,49) = 7.20085e-06
(49,49.5) = 2.38059¢-06
(48.5,50) = 7.30432¢-07
(50,50.5) = 2.106e-07

7 CONCLUSIONES

Ilemos introducido el tratamicnto de un nuevo tipo de
informacién en el modelo probabilitico MFGG, el cual
ya permitia cl uso de incertidumbre arbitraria en cl
marco de la Teoria de la Probabilidad.

Este tratamiento de informacion difusa en ¢l mode-
lo probabilistico, situados en ¢l marco de trabajo de
la Teorfa de Evidencias de Dempster-Shafer, permite
afiadir al modelo ¢l tratamiento de evidencias o fun-
ciones de masas genéricas sobre atributos discretos o
nominales y continuos, que serdn objeto de futuros es-
tudios.

Por lo tanto, disponemos de un modelo de aprendizaje
¢ inferencia que nos va a permitir trabajar con infor-
macion incierta e imprecisa sobre atributos o variables
tanto discretas como continuas.
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Resumen

En este trabajo, partiendo de implicaciones borrosas,
se propone una forma general para obtener
operadores: erosién y dilatacién borrosos para el
tratamiento de imdgenes. Propuesta que recoge
como casos particulares, las dadas por otros autores
en la teorfa de Morfologia Matemdtica Borrosa.
Hacemos un estudio de las propiedades bdsicas en €l
procesamiento de imdgenes y se analiza los efectos
prcticos utilizando una imagen con distintos
niveles de gris y 18 implicaciones borrosas usuales
en la literatura.

Palabras Clave: Morfologia Matemdtica Borrosa,
Grado de Inclusién, Funciones Implicacidn,
Erosién, dilatacién.

1 INTRODUCCION

En la Morfologfa Matemdtica [17], el modelo algebraico
que representa el estudio de las transformaciones de
imdgenes binarias A, B, (subconjuntos ordinarios del
referencial U=R?o U= ZZ), se basa en la consideracién
de operadores @ isétonos sobre el conjunto ordenado
(@(U) , ©), es decir operadores tales que: A ¢ B =
@(A) < ®(B). En particular tienen especial interés las
transformaciones bdsicas: erosiones §(_,B) y dilataciones
S(_,B) asociadas a imdgenes fijadas B denominadas
elementos estructurantes. Su expresién algebraica viene
dada por:

Imagen erosionada de A por el elemento estructurante B:
E(A,B)= N{Aybe B ),

donde Ay={a+b/acA} y B = (-b/beB}.
Imagen dilatada de A por el elemento estructurante B:

K(AB)=(§(AS, B)).
Estos operadores son base de otros utilizados en la teorfa,
como los llamados apertura: @(A, B) =&(E(A, B), B),

y cierre: C(A, B) = E(J(A, 8),B).
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Todos estos operadores tienen su correspondiente version
en la Morfologia Matemdtica sobre el espacio de
funciones "grey-level"[17} que modelizan imdgenes con
distintos niveles de gris.

En la literatura, aparece una versién borrosa de estos
operadores en [3-6] (Divyendu-Dougherty ).Estos autores
definen las operaciones bdsicas de la Morfologia
Matemdtica Borrosa utilizando el operador R, grado de
inclusién [4-5] del subconjunto borroso A€F(U) en el
subconjunto borroso BeF(U):

R(A,B)= in{J{min(l,k(A(x))+7»(1-B(x)))}

.donde A: [0, I]— [0, 1] es una aplicacién que verifica
las propiedades:
1.- A decreciente
2- M1)=0y A0)=1
3-Sip,qei0, 1] y A(p)=A(q) = 0.5, entonces p=q
4.- La ecuacién A(p)=0 tiene solucién tinica
5.- ¥pe[0, 1] se verifica A(p)+A(1-p)z1

El grado de inclusién de A en B estd dado por un nimero
perteneciente a [0, 1] cuyo valor queda determinado por
R(A, B). A partir de este operador grado de inclusién,
definen la erosién de un subconjunto borroso A por otro B
llamado elemento estructurante, como el subconjunto
borroso E(A, B) cuya funcién caracterfstica estd dada por:
&(A,B)2)=R(B, A)= inf {min(1, A(B(x))+A(1-A(x)))}
Xe

A partir de aqui Divyendu y Dougherty definen la
dilatacién de forma andloga al caso binario

DA, BYD)=1-R((B ), 1-A).

y deducen el resto de las operaciones bdsicas de esta
morfologia como,
apertura: @(A, B) = &(E(A, B), B),

cierre: (A, B) = E(SA(A, B), B), etc.

Posteriormente, Block y Maitre [2], proponen definiciones
de erosiones y dilataciones borrosas a partir de conormas s y
t-normas t segtin las siguientes definiciones:




&(A, B)(z) = Inf {s(A(x), B(x-2)},
H(AB)2) = SUB {t(A(x), n(B(x-2))}),

siendo n una negacién fuerte en [0,1].

Presentamos aqui una propuesta mas general para definir
operadores erosién sobre subconjuntos  borrosos.
Propuesta que incluird como casos particulares los citados
en los pdrrafos anteriores.

Nuestras definiciones se basan en el operador grado de
inclusion del subconjunto borroso A en el B, que es un
elemento R(A, B) €[0,1].propuesto por Bandler y Kohout
{1]y dado por,

R(A,B) = inlfJ {ICA(x), B(x)) },

siendo I una implicacién borrosa [16] en [0,1].

En este trabajo utilizamos el termino implicacién borrosa
en el sentido mds amplio, como aplicaciones
I:[0,1]x[0,1]—[0,1], que extienden alguna de las
implicaciones de la I6gica booleana [21]. En particular las
implicaciones aqui analizadas o cumple alguna de las
definiciones dadas en [22] o bien extienden alguna
implicacién booleana 'y verifican alguna de las
propiedades exigidas por Dubois-Prade [9] para los
operadores implicacidn.

Se estudian alguna de las propiedades de los operadores
definidos y se inicia el andlisis de los efectos pricticos de
erosiones obtenidas con las 18 implicaciones borrosas
mds utilizadas y que aparecen recogidas en un trabajo de
Ruan y Kerre [16]. En este andlisis el subconjunto borroso
atratar A (fig. 1 en el anexo A) es una imagen con distintos
tonos de gris y se trata con tres elementos estructurantes B
que son subconjuntos borrosos con valor constante. Los
resultados aparecen el anexo A, al final del trabajo.

2 PRELIMINARES

Sefialamos a continuacién algunos operaciones y
resultados bdsicos usuales en Morfologfa Matemadtica
Borrosa.

Se llama translacion de un subconjunto borroso A de
F(U), por un elemento  veU, al elemento A, de F(U),
tal que A.(x)=A(x-v) Vxel.

La reflexién de un subconjunto borroso A de F(U), es el
elemento X de F(U), tal que X (x)=A(x) VxelU.,

Propiedades: Dado un subconjunto borroso A de F(U) y
x €U, entonces: Si A es el borroso A€ = 1-A(x)

v v v v
DA, =Amy 2) (A =A%, 3) (A)X=n5

Demostracién: 1) AVX (¥) = Ax(-y) = A(-y-x) =

A(-(x+y) = (A)(x+Y) = (A)en(y)
2) (ADS(Y) = I-A(y) = 1-Aly-x) = A%y -x) = (AS)(y)

3) (A)C(y) = 1-(A Xy)=1-ACy) = ASCy)= aC) (y). O.
Teorema 1: Dados A, Be[0, 1] se verifica:
)R(A,B)=R(A, B) 2)R(A, B)=R(A,B,) VzeU

Demostracién:
R(A, B)= inf {I((A)(x), (B)x)} =
xeU
;2% {I(A(-x), B(-x)} =;2§J {I(A(x), B(x)}
R(A., B;) = inf {I(A\(x), B(x)}=
xeU
inf {I(A(x-v), B(x-v)}= inf {I(A(x), B(x)}=R(A, B)
xeU xelU

Quedando demostrado el teorema. [O.

3 RESULTADOS GENERALES

Dada una implicacién borrosa I, si R representa el grado
de inclusién correspondiente, proponemos las siguientes

Definiciones 1: La erosidn / dilatacidn borrosas de una
imagen A por el elemento estructurante B, ambos
subconjuntos borrosos pertenecientes a F(U), es otro
subconjunto borroso denotado por (A, B) / 24(A, B)(z),
y definido por

E(A,BX2)=R(B, A) Vzel.

B(A,B)z) = 1-R(B ), A VzeU,
Las dilataciones y erosiones anteriores son operaciones
duales como se desprende de la propia definicién:

BABD=1E(A (B)@ VzeU
Estos operadores permiten la construccién de otros
interesantes desde el punto de vista de la Morfologia:

Definicion 2: Los operadores apertura y cierre borrosos
se definen, como en la morfologfa ordinaria, a partir de la
erosién y la dilatacién

@(AB)(2)= 4 (§(A,B), B)(z) Vzel.
LABX2=E(H(A, B), B)z) Vzel.
Analizaremos alguna de sus propiedades .

Teorema 2: Sean A y B dos subconjuntos borrosos de
F(U) y un elemento v perteneciente a U. Entonces se
verifica:

1) &(Av, B) = &(A, B), 2) &(A, Bv) = E(A, B)(-v)

3) Y(A.. B) = H(A, B), 4) (A, B,) = Y(A, B)

Demostracién: 1) E(A,, B)(z) = R(B, A, =
R(B,.., A) = E(A, B)(z-v) = &(A, B)W(z) VzeU
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2) E(A,B)(@)=R(B)v A) =R(Byv, A) =
E(A, B)z+v)=&(A, B)w(z) Vz el

3) YA B)2) = 1-E((AY, B @)=

1-E5(A9),, B )(2) = 1-E(AS, B)(z) = (A, B)2)
vzel.

4) (A, B)@) = 1-EAS -(BN)@) =

1-5(AS, (-B).)(@) = 1-E(A, -B)(2) =

1-E(AS, B )(z-v) = (A, B)(z) VzeU. 0.

Este teorema prueba que las dilataciones y erosiones
definidas a partir de los grados de inclusion definidos por
Bandler y Kohout {2], verifican propiedades de invarianza
para traslaciones a semejanza con lo que ocurre en la
Morfologfa Matemdtica ordinaria (Primer principio
establecido por Serra [17] para las transformaciones
morfolégicas).

Veamos a continuacién que esta Morfologfa Borrosa que
proponemos difiere en algunos aspectos del tratamiento
usual de imdgenes con niveles de gris en la Morfologia
Matemadtica en el espacio de funciones “grey-level”.

Sea U cualquiera de los siguientes conjuntos R, R,Z 6
Z2. Sean f, g : U—— [0, 1] funciones “grey-level”,(que
evidentemente son subconjuntos borrosos de U).
Utilizando la implicacién de Lukasiewicz , la erosién
borrosa & de f utilizando g como elemento estructurante
es, segiin la definicién 1:

Er(f, g)(z) = inij {min(1, f(x+z)+1-g(x))} zeU
Xe
que difiere de la definicién usual de erosién "grey-level":
Eo(f, g)(@) = inf {f(x+2)-g(x)} zeU
xeU
Por otra parte, podemos observar que :

1) Los valores de Ex(f, g)(z) pertenecen a [0, 1], mientras
que los valores de &g(f, g)(z) pertenecen a [-1, 1].

2) En la erosién borrosa no es posible la invarianza de la
traslacién tal como se da en la grey-level:

Ec(faQa, g)(z) = Ec(fO o, gh(z)+a,
(fQ a)(x)=min(1, max(0, f(x)+c) ), f(x)=f(x-h) ).

aeR y

El teorema 2 nos da un tipo de invarianza de la traslacién
para la erosién y dilatacién borrosa, pero sin posibilidad
de establecer una férmula similar a la cldsica traslacién de
las funciones "grey-level”.

El segundo principio establecido por Serra [17] para las
transformaciones morfolégicas ordinarias se refiere a la
invarianza de la erosién y dilatacién para homotecias
( cambios de escala ), o formalmente y(aA) = ay(A) con
o numero real mayor o igual que cero. Vamos a ver en
los lemas siguientes que, aun limitindonos a valores
ael[0, 1], la erosién y la dilatacién no verifican la
invarianza por homotecias.
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Lema 1: Sea ae[0, 1] . Consideremos el producto
a inf {IB,(x), AK)} = inf {I(B(x), aA(x)}.
xeU xeU

Entonces, ol(B.(x), A(x)) = I(B(x), aA(x)).

Demostracién: Supongamos que existe un xeU tal que
od(BAx), Ax)) = I(B(x), 0A(x)).
-a in% {I(Bx(x), A(x))}< I(By(x), 0 A(x)) =

Xe

al(B,(y), A(YNS I(B,(x), aA(x)) VyeU =

al(B,(x), A(x))S I(By(x), cA(x)).

- in% {I(BAx), 0 A(x))}< al(B.(x), A(x)) =
Xe€

I(B.(y), aA(y))< al(B,(x), A(x)) VyeU =
I(B,(x), aA(x))}< al(By(x), A(x)).

No existe un xeU tal que

oI(B,(x), A(x)) # I(B,(x), aA(x)). O.

Lema 2: Ninguna de las 18 implicaciones borrosas mds
habituales en la bibliograffa ( Kerre [14,16] ) verifica que
al(a, b)=I(a, ab) Va, be[0, 1], para cualquier a[0, 1].

Demostracién: Es una comprobacién. 0.

Los lemas anteriores nos demuestran que para las
erosiones definidas con las 18 implicaciones borrosas no
se verifica la invarianza para homotecias establecida por
Serra [17] como uno un principio de las transformaciones
morfolégicas, resultado que recogemos en el siguiente.

Teorema 3: Las erosiones definidas con las 18
implicaciones borrosas que aparecen habitualmente en la
bibliografia (Kerre [14,16]) no son invariantes para
homotecias.

Demostracién; Es inmediato se tenemos en cuenta los
Lemas 1y2.0.

Finalmente, veremos en este apartado el equivalente en
nuestro contexto del tercer principio establecido por Serra
[17] para las transformaciones morfoldgicas.

Teorema 4: Sea dos imédgenes borrosas A y BeF(U), y
un conjunto acotado K'c[0,1], en el cual queremos
conocer £(A, B) y Z(A,B) (&(A, B)NK’ y L4(A,B)NK’).
Podemos encontrar un conjunto acotado Kc[0, 1] tal que
E(ANK, B) = (A, B)NK® y (ANK,B)=2(A,B)nK".

Demostracién: Veamos que esto es cierto para las
erosiones: sea zeU tal que §(A, B)(2)eK’, &(A, B)(z) =
infU {IBz(x), A(x))}. Al estar la sucesién
Xe

{1(Bz(x), A(x)) | xeU) acotada inferiormente, existe una
subsucesién convergente a dicha cota. Si consideramos la
sucesién {x;}ien €U tal que I(Bz(x;), A(x;)) pertenece a
la subsucesién convergente a £(A, B)(z) y tomamos como
K el conjunto de valores {A(xj)}iens resulta que
E(ANK, B)(z) = £(A, B)NK'=§(A, B)(2).



De forma similar
dilataciones. O.

se puede demostrar para las

El cuarto principio es el de la semicontinuidad de las
transformaciones morfol6gicas, que como se puede
comprobar Frago [11], depende de la semicontinuidad del
operador grado de inclusién utilizado

4.- PROPIEDADES QUE DEPENDEN
DEL OPERADOR IMPLICACION

Se pueden demostrar los siguientes resultados.

Teorema 5: Sean I y J operadores implicacién borrosa
tales que 1<, entonces se verifica:
E(AB)(x)2E,(A,B)(x), LA B)X)<H(AB)x) VxeU

@(AB)(x)<@)(A,B)(x), &i(AB)(x)25,(AB)(x) VxeU

Teorema 6. Sean A, A’,B y B’eF(U), e I un operador
implicacién borrosa verificando las condiciones

i) aga’ = I(a,b)2l(a’,b), a,a’ y be[0,1]

i) b’2b = I(a,b)2I(a,b’) b, b’ yael0,1]

Entonces se verifica:
1) B&B’ = R(A, B) £R(A, B?)
2) ACA’ = R(A’, B)<R(A, B)
3) R(AUA’, B)= min(R(A,B), R(A’, B))
4) R(A, BnB’)= min(R(A, B), R(A, B"))

Corolario 1: Sean A ¢ A’ e I un operador implicacién

borrosa verificando la condicién a<a’ = I(a,b) = I(a’,b),

a, a’ y be[0,1]. Entonces se verifica:
EABNEA’ B)X) Vxel,
SAABYX)SCHA’ B)x) VxeU
@(AB)(x)<@(A’,B)(x) VxeU,
C(AB)(x)2L(A’,B)(x) VxeU

Corolario 2: Sean B ¢ B’ e I un operador implicacién
borrosa verificando la condicién
- b’2b = I(a,b)2I(a,b’)
Entonces se verifica:
E(AB")(X)<EAB)X) VxeU,
SABYX)<HAAB)x) VxeU

Corolario 3: Sean A,A’,B y B’eF(U), e I un operador
implicacidn borrosa verificando las condiciones

aga’ = l(a,b)2I(@’,b), a,a’ybel0,1].

b’2b = I(a,b)2I(a,b’) b, b’ yal[0,1]
Entonces se verifica:

E(A, BUB’) = §(A, B)NE(AMB’),

E(ANA’, B) = &(A, B)NE(A’MB),

(A, BUB’) = &4 (A, B)UZS (ANBY)

Teorema 7: Si el operador Implicacién borrosa verifica
I(a, b) = I(n(b), n(a)), entonces R(A, B) =R(B, A°).

Corolario 3: Si la dilatacién se ha definido utilizando un
operador implicacién borrosa que verifica

b, b’ y a€[0,1]

I(a, b) = I(n(b), n(a)), siendo n una negacién fuerte. Entonces
la dilataci6n es conmutativa, £4(A, B) = (B, A).

5. ANALISIS DE LAS DISTINTAS
DEFINICIONES DE EROSION: EFECTOS
PRACTICOS EN EL PROCESAMIENTO
DE IMAGENES

Se presenta a continuacién un estudio de los efectos del
elemento estructurante en las modificaciones de los niveles
de gris de la imagen de salida (&(A, B) ) al procesar una
imagen digitalizada A con el operador erosién.

Consideramos como elemento estructurante, una imagen
constante (representada aqui por una matriz nxn, con
todos sus elementos con valor a), con el nivel de gris de
cada pixel determinado por el valor a€[0, 1].

E(A, B)x) =

xe€D,, siendo I un operador

La formula de la erosién utilizada es:
inf {I(B(x), Ax+y)},
y€Dg
Implicacién, Dy dominio de B. Para este caso particular
en el que B(y) = a VyeDg, la formula de la erosién
resulta  &(A, B)(x)= inf {I(at, A(x+y)},
yeDp

Se puede observar (Anexo A) que para las erosiones
definidas con las implicaciones 1, 2, 3,5,7, 8,9, 10, 11, 13,
14, 17 y 18, que verifican la propiedad I(1, b) = b
vbe{0,1], tienen todas ellas la misma imagen de salida
cuando el elemento estructurante es una imagen blanca
(todo unos). La imagen de salida es una contraccién de la
de entrada con algunos cambios en los niveles de gris
determinados por la expresién
E(A,B)(x)= inf {A(x+y)} VxeDy.
Y€Dp

La propiedad I(0, b) = 1 Vbe[0, 1], que cumplen todas las
implicaciones 1,2, 4, 5,6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 18,
determina que las erosiones respectivas den una mancha
blanca de salida para cualquier imagen de entrada cuando
el elementos estructurante es una imagen negra (todo

ceros), ya que (A, B)(x) = inf {I(0, A(x+y))}=I..
yeD

Realizamos a continuacién un anélisis que nos permita
una mejor comprensién de los efectos del operador
erosién. Efectos que puede verse parcialmente reflejados
enel Anexo A.

1. Implicacidén de Zadeh.
»  Si 1> a>0.5, E(A, B)(x) < a, por tanto todos los
tienen un nivel de gris inferior a o, toda la imagen
se oscurece y desaparecen las zonas blancas.

» Si a<0.5, (A, B)(x) = l-a, todos los pixels
tienen el mismo nivel de gris 1-a, la imagen es
una mancha gris.
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- 2. Implicacidn de Lukasiewicz.
» Sil>a,&(A, B)x)=

inf {min(l. 1-0+A(x+y)} > inf {A(x+y)},
yeDg ¥eDB

toda la imagen se hace mds clara dependiendo del
valor de a.

3. Implicacién de Mandani.
> Si 1> a =20 EA, B}x) =

inf  {Si A(x+y)< o entonces A(x+y) enotrocaso o},
yeDg

el nivel de gris de cada pixel siempre estd por debajo de
o, la imagen se hace mds oscura.

»  Sioa=0, &(A,B)x)=0,
todos los pixel de la imagen tienen nivel de gris 0, la

imagen es una mancha negra.
4. Implicacién Esténdar estricto.

» Sia=l,
E(A,B)x) = inlf) {Si 12A(x+y) entonces 1 en otro caso 0},
Y€DB

mantiene los blancos y convierte todos los grises en
negro.
» Sioa<l,

E(A,B)Yx)= iné {Si a<A(x+y) entonces 1 en otro caso 0},
Y€Dp

mantiene las zonas blancas, convierte los grises con valor
menor que o en negro y el resto los pasa a blancos.

5. Implicacién de Godel.
» Sioa<l,
1 si a<A(y+x) VyeDy

inflA(y +x)} en
yeDy

&(A, B)(x) =

otro ¢aso»

las zonas con grises mds claros que el elemento
estructurante pasan a blancos, en los demds casos toma el
minimo de los elementos de la imagen implicados.
6. Implicacién Estéandar Strict-sStar.

> Sia=l,

E(A,B)(x) = {1 si Aly+x)=1 VyeDyg ,

0 en otro caso
deja solamente las zonas blancas.

» Sioxl,
inflfA(y+x)} si aSA(y+x) VyeDy
E(A, B} (x) = yeDy
0 en otro caso

deja las zonas con grises mds claros que el elemento
estructurante toma el minimo de los elementos de la
imagen implicados, el resto los pasa a negros.
7. Implicacién Esténdar Star-Strict.

0 si a<A(y+x) VyeDy

inf{lA(y+x)} en otro
yeDyg

Sio<l, E(A, B)(x) = caso »

deja las zonas blancas o grises més claros que el elemento
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estructurante y pasan a negro el resto toma el minimo los
puntos da la imagen implicados.

8. Implicacién Estandar Star-Star.
» Sioxl,

inf {A(x+y)} si a>A(y+x) VyeDp
(A, B)(y) = {yeD

eﬁA(y+x),l—A(,\'+x)IyeDB} en otro caso

»

en los puntos grises més obscuros que el elemento

estructurante toma el mfnimo de los pixel de la imagen

implicados.

9, Implicacién Esténdar Strict-Strict.
> Sio=l,

1
A, B)x)=
E(A, B)(x) {0
solo deja las zonas blancas.
» Siax<l, (A, B)(x)=0.
10. Implicacién de Kleene-Dienes.
» Sioxl,

inf {A(y+x)} si 1-asAy+x) WeDp
E(A, B)(x) = <D .

si A(y+x)=1 VyeDg
en otro caso ’

|- en otro caso

11.Implicacién de Gaines.

» Siacl,

I si a<Al(y+x) VyeDp
(A, B)(x) = ‘ inf {M} en otro caso”’
yeDgl @
las zonas con niveles de gris mayor que o las convierte en
zonas blancas, en las otras el nivel de gris queda
a

12, Implicacién de Gaines modificado.

» Sia=l,

. =1 Vv
&(A,B)(X)={l si Aly+x)=1 VyeDp

0 en otro caso
deja solo las zonas blancas.
» SiO<oxl,

E(A, B)(x)= inf {m,‘,(], A(y+x) , l-a )}
yeDp a I—A(y+x)

determinado por los cocientes

» Sia=0,&A, B)x)=1.

13. Implicacién de Kleene-Dienes-
Lukasiewicz.
» SiO<oxl,
E(A,B)x)= inf { 1-o+A(y+x)al,.
yeDp

» Sia=0,E&(A,B)x)=1.



14.Implicacién de Willmott.
> Si0.5<a<l, E(A, B)(x) =

a si A(y+x)=1 VyeDB
inf {min(a, A(y +x)} =i Aly+x)20.5
iEDB
inf {max(l-a, A(y+x)} si A(y+x)<05

iEDB

» Si0.5>a, &(A, B)(X) =

l-a si Aly+x)=1 VyeDpg
inf {mill-a, A(x+x)} si Ay +x)205
iepp
inf {mi(l-al-A(y+x)} si Aly+0<05

ieDg

15.Implicacién Estédndar Sharp.
> Sia=l,
1 si A(y+x)=1 VyepD
E(A, B)(x)={ Y yeoe

0 en otro caso

deja solo las zonas blancas.
> Sioc<l, EA,B)}x)=1.

16.Implicacidén de Wul.
» Sia=l,
1 si Aly+x)=1 VyepD
é(A,Bxx):{ ) yeoe

deja solo las zonas blancas.
> Sioxl,

1 si agAy+x)=1 YWeDp
E(A, B)(x) = inf {Ay+x0))} si Ay+x<l-aqa YWeDp
YeDp

0 en otro -caso

lI-a en otro caso

17.Implicacién de Wu2.
> Sioxl,
0 si €Dy 3 a<Ay+x)
E(A, B)(x) = } inf {Ay+®)  si a2Ay+) YWeDp
YeDp

»  Sio=0, &(A, B)(x)=0

18.Implicacién de Yager.
» SiO<oxl,

EABYX) = inf {A(y+x)'}> inf {A(y+x) ).
YeDp yeDp

S.- CONCLUSIONES

La dilatacién y erosién para subconjuntos borrosos,
definidos aqui a partir de los grados de inclusién,
recuperan propiedades de estas mismas operaciones de la
Morfologfa Matemdtica ordinaria. En particular, verifican
el primer principio, (invarianza para traslaciones) y el
segundo, (suficiencia del conocimiento local de un objeto
para obtener un conocimiento local de la imagen
transformada), establecidos por Serra [17] para las

transformaciones morfolGgicas, El cumplimiento del
segundo y cuarto principio establecidos por Serra [17]
depende de que la implicacién borrosa utilizada sea
semicontinua ¢ invariante para homotecias.

En el caso de utilizar imdgenes y elementos estructurantes
binarios, las erosiones y dilataciones borrosas definidas
aqui producen en general los mismos efectos que los
operadores andlogos en la Morfologia Matemética
ordinaria.
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Figura 1: imagen A

Tabla 1

EEstructurante

B(i,j)=1

Implicacién

Zadeh

Lukasiewicz
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B(i,j)=0,7 B(i,j)=0,4




Mandani

Estdndar "Strict".

Godel

Estdndar "Strict
Star".

Estdandar "Star
Strict".

Estdndar "Star
Star",
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Estdndar "Strict
Strict".

Keene-Dienes

Gaines

Gaines modificado

Lkeene
Dienes
Lukasiewicz

Willmot
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Estdndar Sharp

Wul

Wu2

Yager
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i e
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Resumen

La adquisicién del conocimiento (AC)
necesario para la construccién de un Sistema
Experto, es una de las actividades clave en la
Ingenieria del Conocimiento. La calidad del
conocimiento adquirido determinard en un
alto porcentaje la utilidad y aceptacién del
sistema desarrollado. La aparicién de
problemas como el excesivo tiempo dedicado
a la fase de AC, la dificultad que entrafia la
comunicacién del conocimiento experto, la
dificultad para acceder al experto, la pobre
seleccién y la mala aplicacién de las distintas
técnicas de AC, las traducciones errdneas del
conocimiento adquirido a una representacion
funcional u operacional,... provoca que se
comience a investigar y desarrollar
metodologias y herramientas que automaticen
de alguna manera parte o todo el proceso de
AC. De esta manera podemos encontrar
herramientas desarrolladas para tal proposito
que utilizan por lo general logica binaria para
representar el conocimiento del dominio. Sin
embargo esta restriccién es insuficiente para
modelar sistemas complejos (experto) ya que
por lo general las cosas no suelen ser
absolutamente ciertas o falsas. En este trabajo
pretendemos desarrollar una metodologia que
hace uso de ideas del campo de la Psicologfa
(La Teoria de los Constructores Personales
de Kelly) vy de la Inteligencia Artificial
(Aprendizaje Automéatico) y cuyo mecanismo
de representacién son los conjuntos difusos.

Palabras  Clave:  Sistemas  Expertos,
Ingenierfa del conocimiento, Adquisicién del
conocimiento.
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1. INTRODUCCION

La mayoria de herramientas desarrolladas para automatizar
el proceso de AC (ETS[1], AQUINAS[2], MOLE[7], etc.)
utilizan como método de representacion la légica binaria.
Esto provoca que muchas veces las expresiones aprendidas
sean poco naturales y que no se represente completamente
el conocimiento del experto. Existe en todo experto y en
general en todo humano una imprecisién e incertidumbre
que hace que estos asignen valoraciones que se encuentran
entre la verdad y la falsedad absoluta. De esta manera se
presenta el concepto de Conjunto Difuso y Légica Difusa en
los sistemas expertos, como un método natural de
representar la manera de razonar del experto.

Otra dificultad a la que hacen frente tanto las herramientas
automaticas de AC como los ingenieros de conocimiento es
la accesibilidad del experto. Hay que tener en cuenta que los
expertos son bienes escasos de las empresas u
organizaciones a los cuales pertenecen y estas tienden a
proteger su tiempo de una manera especial. S6lo permiten
pequefias interrupciones y a veces el ingeniero de
conocimiento debe emplear las més diversas tretas para
acceder a éste. Sin embargo la empresa siempre esta
dispuesta a proporcionar datos o registros de actuaciones
histéricas del experto. Una vez que el ingeniero de
conocimiento posee algin conocimiento sobre el dominio,
gracias al analisis de los registros proporcionados, ya esta
en disposicién de aprovechar mejor los contactos con el
experto y hacer preguntas mds interesantes en entrevistas
mejor planificadas. Como ya se ha mencionado
anteriormente las herramientas autométicas de AC también
comparten este problema, aunque de una manera diferente.
Las herramientas de AC automaticas reducen de alguna
manera el problema de accesibilidad del experto ya que éste
podré trabajar con la herramienta cuando desee. Pero hay
que sefalar que el experto no estara dispuesto a entablar
“conversacién” con una herramienta que parte siempre de lo
que él le dice, es decir la herramienta debe de “cautivarlo” y
muchas veces es necesario que la herramienta aprenda cosas
a través del estudio previo de ciertos datos y haga
cuestiones al experto basandose en este conocimiento
adquirido.



La investigacion conduce al empleo de la 16gica difusa en el
desarrollo de sistemas expertos, sin embargo las reglas
difusas y las funciones de pertenencia son dificiles de
definir. Se hace necesario el desarrollo de herramientas que
adquieran este conocimiento, o por lo menos faciliten al
experto la tarea de comunicarlo. También se comienzan a
desarrollar herramientas que toman provecho del
conocimiento presente en un conjunto de ejemplos, ya que
en la mayoria de ocasiones un ingeniero de conocimiento se
va a encontrar a lo largo del proceso de construccién de un
SE con un conjunto de ejemplos.

Nosotros pretendemos desarrollar una metodologia que
ayude al experto a expresar su conocimiento de forma
natural, de manera que el experto vaya creando y depurando
su base de conocimiento. Como mencionamos
anteriormente el problema de la accesibilidad del experto es
un problema afiadido al de la AC. Es por esto por lo que la
metodologia propuesta prescinde del experto siempre que
sea posible.

En este trabajo, queremos mostrar una metodologia para la
AC automética que integra ideas provenientes de dos de los
campos de investigacion abiertos actualmente en el drea de
la AC: la psicologia y la inteligencia artificial, Castro[5].
Asi como presentar la 16gica difusa como un buen método
para representar el conocimiento adquirido que facilitara la
comunicacién entre el experto y la herramienta de AC
automatica.

2. DECRIP(;I(')N DEL. PROBLEMA Y
SOLUCION PROPUESTA

Partimos de la suposicion de que queremos extraer un
conocimiento que resuelve un problema de clasificacién o
decision. Es decir se pretende decidir a que clase o tipo
pertenece un objeto o que decision tomar a partir de cierta
informacion de entrada que por lo general podrd ser
propiedades del objeto o variables que de alguna manera
influyen sobre la decision a tomar.

De partida solamente sabemos lo anteriormente expuesto, es
decir que tratamos con un problema en el cual el experto lo
que hace es clasificar o decidir (tomar una decisi6n) en
funcion de una informacién de entrada, y para obtener mas
informacién contamos uUnicamente con la presencia del
experto (de cara a la automatizacion).

En este contexto proponemos un enfoque basado en la
Teoria de los Constructores Personales de Kelly[10] para
obtener un conocimiento inicial. La esencia de esta teoria

subyace en que cada persona observa y comprende el
entorno en el que se mueve segin su punto de vista, usando
sus propias reglas y tomando conclusiones conforme a su
propio criterio. Estas reglas y criterios son denominados
constructores personales. Si nosotros queremos conocer la
manera en que razona un experto serd muy Util conocer
cudles son sus constructores personales. La técnica de la
rejilla de repertorio[11] (repertory grid) es una manera muy
eficiente de obtenerlos. Esta técnica ha sido adoptada por
los ingenieros de conocimiento para obtener el
conocimiento de los expertos del dominio.

Se propone estd técnica como un método util para
identificar las variables de entrada y los diferentes
resultados que utiliza y produce respectivamente el experto
en su razonamiento. Realizando un anélisis completo
podemos obtener las decisiones o diferentes tipos y las
variables o propiedades que ayudan al experto a decidir, asi
como un pequefio conjunto de reglas que solucionan el
problema en un primer acercamiento (reglas evidentes para
el experto).

Una vez hemos obtenido las variables o propiedades que
utiliza el experto para decidir (X,..,X,), podemos solicitar a
la organizacién a la cual el experto pertenece un conjunto de
ejemplos ¥, cuyos elementos tendran la siguiente forma
(x),...xn:decisién de su experto) con x; siendo un valor
perteneciente al dominio de la variable X; y “decision de su
experto” un elemento detectado como una posible decision
del experto.

Llegados a este punto proponemos el uso del algoritmo
desarrollado en Castro[6] para obtener el conocimiento
presente en los ejemplos generando un conjunto de reglas
claras.

Una vez tenemos este conjunto de reglas (reglas iniciales y
reglas claras), podemos utilizarlas para desarrollar un
conjunto de estrategias de entrevista, como hace Kahn[9],
que conduzcan a una base de reglas més poderosa. Estas
estrategias proporcionan un mecanismo para entrevistar a
los expertos del domino y no sélo liberan al ingeniero de
conocimiento de la tarea de entrevista sino que ademds
permiten una rapida medida de la fortaleza de la actual base
de conocimiento y la seleccién de las cuestiones que
solventan las debilidades encontradas. Una técnica de
entrevista que proponemos estd basado en el algoritmo
presentado por Castro[3] para validar SE. Lo que hace este
algoritmo es extraer entradas donde el sistema ain no ha
producido respuestas o donde se han producido
inconsistencias. Nosotros lo que solicitamos una vez
encontradas estas entradas es la resolucién del conflicto o la
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incorporacién de nuevas reglas que den respuesta al caso
para el cual no se ha especificado atn nada. La idea de ir
construyendo una base de conocimiento en funcion de
mejoras sobre una base de conocimiento anterior no es
nueva y ha sido propuesta por ofros autores como
Tecuci[13].

La metodologia propuesta sigue la linea presentada por
Castro[4] para el aprendizaje automatico de un SBC con la
colaboracién de un experto, a la cual incorporamos un
método para extraer las variables relevantes del domino, las
cuales serdn necesarias en el proceso de aprendizaje
automético. No aceptamos cualquier conjunto de ejemplos
sino solamente aquel que tiene la estructura util,
entendiendo por estructura util aquella que contiene las
variables que realmente nos interesan, y estas seran
proporcionadas por la técnica de la rejilla de repertorio
como ya hemos visto.

3. LOS CONSTRUCTORES PERSONALES
Y LA REJILLA DE REPERTORIO

Como ya hemos comentado en la seccién anterior una
persona (experto) observa y comprende su entorno
(dominio) segin su punto de vista, usando sus propias
reglas y tomando conclusiones conforme a su propio
criterio. Todo esto vendrd determinado por sus
constructores personales, que son dimensiones de
conocimiento. Cada constructor, por definicién es una
distincién bipolar simple. Por ejemplo si un profesor quiere
conocer como son sus alumnos, este podria utilizar el
constructor diligente/indolente. Un constructor no tendra
sentido completo sin considerar el significado de los dos
polos del constructor.

Un constructor personal se puede definir como un atributo o
propiedad cuyos diferentes valores puede distinguir un
objeto o grupo de objetos de cualquier otro. Cada experto
posee su propio conjunto de constructores que le permiten
comprender un dominio. Por esto al afrontar un problema de
AC, necesitaremos conocer cudles son y cémo tiene
organizado el experto los constructores (relacion entre
ellos). El trabajo de extraer los constructores y analizar las
relaciones entre ellos va a ser dificil, Kelly propone el
repertory grid o rejilla de repertorio como una metodologia
para realizarlo.

La técnica de la rejilla de repertorio es esencialmente una
prueba de eleccion compleja en la cual una lista de
elementos es juzgada sucesivamente sobre la base de un
conjunto de constructores bipolares. La forma mas bésica de
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una rejilla de repertorio es una matriz rectangular en la que
los estados o eventos alternativos (elementos) constituyen
las columnas y las maneras (constructores) en las cuales
nosotros medimos la similaridad o diferencia entre
elementos forman las filas. Cada interseccién columna-fila
en la matriz contiene la aplicacién de uno u otro polo (1 6 0)
a un elemento. En la Figura 1 se muestra un ejemplo de
Rejilla de Repertorio.

Juan Miguel Eloy
Diligente 1 0 0 Indolente
Habil 1 1 0 Torpe
Conciso 0 0 1 Prolijo
Enérgico 1 1 1 Débil

Figura 1. Una rejilla de repertorio bipolar.

Esta fue la forma original acufiada por la rejilla de
repertorio, pero esta presenta algunos problemas como
pueden ser:

e ;Qué ocurre si un atributo tiene sentido
solamente para un subconjunto del conjunto
total de elementos? Por ejemplo, “Buena
relacion con los padres” no estd definido para
aquellos alumnos huérfanos.

e ;Qué ocurre si un atributo no es bipolar? Por
ejemplo, “Aficiones de los alumnos” no se
puede contestar con 1 6 0, ya que este
constructor podrd tomar valores como
Deportes, Miisica, Dibujo, Teatro,...

s ;Qué ocurre si el experto no es capaz de valuar
a un objeto con valores extremos? Por
ejemplo, puede que el experto no sea capaz de
decir que la alumna Soffa sea Torpe pero
tampoco puede decir que sea Habil.

Esto conduce a otro tipo de rejillas de repertorio a las cuales
se permiten entradas a NUL, es decir atributos no
aplicables, a la introduccion de atributos multivaluados, y a
permitir la introduccién de valuaciones o graduaciones. El
experto gradia la aplicacion de un atributo a un elemento,
asigna un valor de 1 a », donde 1 significa la aplicacién de
un polo del constructor y n la aplicacién del polo opuesto.
Los valores entre 1 y n designan estados intermedios. Por lo
general el valor # sera un valor manejable 5, 7.

Este tipo de rejillas presenta otro tipo de problema que ya
ha sido mencionado en la seccién primera. Los expertos
suelen emplear términos imprecisos para definir
determinados atributos. De esta manera se puede construir
una nueva rejilla de repertorio con valores difusos, como




ejemplo véase Hwang[8). En la Figura 2, se muestra un
ejemplo.

E| Ez E; E4 ES

Variable 1 | 3/S | O/N |-3/S| 1/S { 3/S | BAJO-MEDIO-ALTO

Variable 2 | 2/S 1/S |1 3/8 | 2/S | 0/S | PEQUENO-MEDIO-GRANDE

Variable3 | 2/S | 2/S | 3/ | I/N | 2/S | LENTO-NORMAL-RAPIDO

Variabled | -1/N | 2/S |-2/S| -3/S | 3/S | BAJO-MEDIO-ALTO

Figura 2. Rejilla de repertorio con valores difusos
(Adaptada de Hawng)

Donde por ejemplo, 3 en la variable 1 significa MUY
ALTO, 2 ALTO, 1 MAS O MENOS ALTO, 0 MEDIO, -1
MAS O MENOS BAJO, -2 BAJO y -3 MUY BAJO. El
grado de certeza para cada valoracién es descrito por medio
de “S” y “N”, las cuales representan MUY SEGURO y NO
MUY SEGURO, respectivamente.

Para nosotros este tipo de rejillas de repertorio tiene un
problema y este es el siguiente, la mayoria de las veces un
experto no serd capaz de dar un valor categérico de una
variable para un elemento. Es decir, se produciran
frecuentemente situaciones en las que el experto asignaré a
una variable varios valores (por dualidad o por
incertidumbre), por ejemplo en el caso anterior (Figura 3)
puede ocurrir que la variable 3 para el elemento E; sea
RAPIDO o MUY RAPIDO.

Nosotros apostamos por rejillas de repertorio en las que
convivan todos estos tipos de valores, a saber bipolares,
multivaluados, graduaciones y valores difusos. Ademas
pretendemos que un experto pueda dar mas de un valor para
un constructor del mismo elemento. Es decir, preguntado un
experto por el valor que toma un determinado constructor,
por ejemplo Diligente/Indolente, en un elemento, por
ejemplo el alumno Miguel, este puede responder un doble
valor 4,5. En la Figura 3 se puede ver un ejemplo de la
rejilla de repertorio propuesta.

Para desarrollar esta rejilla, la herramienta deberd extraer
los elementos que utiliza el experto. Esto se podra realizar
de varias formas: la primera mediante la especificacion
directa por parte del experto, esta se utilizard cuando el
experto tenga suficientemente claro cudles son los
elementos con los que él trabaja y la segunda empleando
una bateria de preguntas cuyo objetivo final serd obtener
dicho conjunto.

Una vez tenemos los elementos, pasamos a extraer los
constructores (las caracteristicas que discriminan o marcan
la similaridad entre los elementos). Para hacer esto

proponemos el método de las ternas que consiste en
presentar al experto los elementos de tres en tres y
preguntarle cémo dos de ellos se diferencian del tercero. El
experto daré un constructor, y el programa interrogaré sobre
el tipo de atributo con el que se est4 trabajando (bipolar,
multivaluado, graduado, difuso), se definira el dominio de
esta variable. Si es difuso se construirdn los conjuntos
difusos y sus funciones de pertenencia, asi como el nimero
de etiquetas lingliisticas empleadas. Si es multivaluada se
pedirén los distintos valores que puede tomar la variable y si
es graduada se pedird la graduacién empleada. Todo esto
también se hard mediante preguntas-respuestas. Una vez
tenemos el constructor y su tipo el experto valorara cada
elemento segun este constructor extraido.

El método de las ternas nos parece apropiado para extraer
los constructores ya que un experto por lo general no es
capaz de comunicar de forma exhaustiva los constructores
que emplea. Ya que la extraccion en ternas se basa en
distinciones entre elementos, el experto va a generar un
conjunto minimo de discriminantes. Cuando el experto tiene
que comunicar un conjunto de discriminantes suele generar
un conjunto mds amplio, la mayoria de los cuales tendran
poco uso y lo tnico que hacen es introducir ruido en el
proceso de AC.

Para obtener mas informacion sobre el método de las ternas
y c6mo se lleva a cabo el proceso de construccion de la
rejilla de repertorio, recomendamos la lectura de
Rugian[12].

Una vez tenemos construida la rejilla de repertorio, los
resultados podran ser analizados con el objetivo de
descubrir similaridades y distancias entre objetos
(elementos y constructores) de cara a la depuracion del
conocimiento extraido y al descubrimiento de relaciones
entre los constructores y elementos.

Como resultado final en esta fase obtendremos un conjunto
de reglas que contienen el conocimiento evidente del
experto. Es decir aquellas reglas que el experto comunicaria
al ingeniero de conocimiento en las primeras fases del
proceso de AC, asf como las variables importantes (aquellas
en las que el experto basa su razonamiento).

4, UNA TECNICA DE APRENDIZAJE
AUTOMATICO PARA OBTENER EL
CONOCIMIENTO TACITO

Una vez conocemos las variables importantes, es decir
aquellas en las que basa su razonamiento el experto,
pedimos a la organizacion a la cual este pertenece un
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Alicia Gloria Miguel Jose
Agilidad mental BAJAMEDIA BAJA MEDIA,ALTA | ALTA
Estudiante BUP 1 0 1 1 Estudiante FP
Diligente 1 4 4,5 2,3 Indolente
Aficiones Culturales Deportivas Deportivas NUL

Figura 3. Rejilla de repertorio propuesta.

conjunto de ejemplos que reflejen los valores que tenian
esas variables y la respuesta que dio el experto.

Con este conjunto de ejemplos nosotros vamos a obtener el
conocimiento que el experto no es capaz de proporcionar de
forma directa, aplicando un algoritmo de aprendizaje
automdtico encaminado a obtener las reglas més generales o
claras (Castro{6]), que podremos contrastar con las
obtenidas en el paso anterior. De esta manera vamos a
depurar las reglas evidentes que representan las respuestas
obvias del experto.

El algoritmo de aprendizaje propuesto lo que hace es
construir un conjunto inicial de reglas difusas con el
conjunto de ejemplos suministrados y a partir de estds
elaborar un conjunto de reglas claras las cuales son
generalizaciones de las reglas iniciales.

Para lograr esto se convierte cada ejemplo proporcionado
por la organizacion en una regla difusa. El valor de cada
variable de entrada serd representado por medio de una
etiqueta lingilistica, y la salida del ejemplo serd codificada
(a cada valor diferente de salida le correspondera un cédigo
distinto).

Ejemplo 4.1. Sea ((a,b,¢,d),z) un ejemplo de

entrenamiento, donde a,b,c y d son valores concretos del
dominio de las variables de entrada Xo, X;, Xy Xsyzesel
valor de la variable de salida. Este ejemplo serd convertido
en una regla difusa: ((Li,LyLsLa),y), la cual es una
manera abreviada de representar la regla:

IF Xois Lj; and X, is Ly; and X; is L3y and X is Ly THEN
Yisy,

donde Ly;, Ly;, Lac y Ly son funciones de pertenencia y y; el
cédigo que se asocia a la salida z.

La definicion de las funciones de pertenencia dependera del
tipo de variable con el que estemos trabajando, es decir
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difusa, graduacién, multivaluada, bipolar,... De manera que
cuando se construyen las reglas iniciales a partir del
conjunto de ejemplos de entrenamiento, lo que se hace es
asignar al valor de cada variable de entrada del ejemplo la
etiqueta que presenta un grado de pertenencia maximo.

En este punto serd construido el conjunto de las reglas
difusas que identifican o modelan el sistema. El proceso que
conduce a la construccién de este conjunto de reglas
definitivas es el siguiente:

Tomamos cada regla inicial y comprobamos si esta ya esta
subsume en alguna de las reglas del conjunto de reglas
definitivas. Recordamos que una regla R; ((Eij,Ei.-...Ein),y))
subsume en otra regla Ry ((Ex1,Ex2---Exa)yyx) si EicEw ,
EpcEs ..., EinCEin € Y=Y

Las etiquetas lingiiisticas como tales sélo tendran sentido en
las variables de tipo difuso, en el resto de variables aunque
se representen como etiquetas lingiiisticas s6lo interesardn
las funciones de pertenencia asociadas a dichas etiquetas.

Ejemplo 4.2, La regla ((SN,Ly;,L;;,ALTO),y;) subsume en
la regla: IF X3 is {ALTO,MUY ALTO} THEN Y is y,.
Cuando una variable no aparece en la regla, significa que
puede tomar cualquier valor del conjunto de etiquetas en los
cuales se ha dividido el dominio de esa variable. De esta
manera si el conjunto de etiquetas en las cuales se dividen
las variables X, X; y X, es:

Xo——> {HN,MN,SN,Z,SP,MP,HP}=/,
X;— {Li,Ln}=4L
X;—— {LaLag,Las,Log,Last=4s

La regla ((SN,Li3L,,ALTO),y;) subsume en la regla
((£1,42,3,{ ALTO,MUY ALTO}),y;) ya que SNy, Lixcis,
L,icf3, ALTOC{ALTO,MUY ALTO} e y,=y,.

Si la regla subsume en alguna regla pertencciente al
conjunto de reglas iniciales entonces esta se ignora ya que la
regla ya estd generalizada y se toma una nueva regla del
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conjunto de reglas iniciales. Sin embargo, si la regla no
subsume en ninguna regla definitiva, el algoritmo trabaja
con esa regla inicial aplicando un proceso de generalizacién
o amplificacién. Este proceso consiste en lo siguiente:

Comienza con la regla ((EiEs,....En)y;) que queremos
generalizar o convertir en una regla general o maximal y
vamos realizando generalizaciones en cada variable, es
decir ampliamos cada E; (conjunto de etiquetas
lingitisticcas) para i=1,..,n con las etiquetas que todavia no
han sido consideradas para dicha variable.

Ejemplo 4.3. Si el conjunto de etiquetas es
I={Bajo,Medio,Alto} y nosotros tenemos la siguiente regla
(( Bajo,Medio,Alto),y;). Las ampliaciones se realizaran de
la siguiente manera:

((Bajo,Medio,Alt0),3) — (({Bajo,Medio},Medio,Alt0),3) —
(({Bajo,Medio,Alto},Medio,Alto),3) —»
(({Bajo,Medio,Alto},{Medio,Bajo},Alto),3) -
(({Bajo,Medio,Alto},{Medio,Bajo,Alto},Alto),3) >
(({Bajo,Medio,Alto},{Medio,Bajo,Alto},{ Alto,Bajo}),3)—>(({Baj
o,Medio,Alto},{Medio,Bajo,Alto},{Alto,Bajo,Medio}),3).

Cuando se realiza una ampliaciéon en una variable se
comprueba si dicha ampliacién es posible.

Recordamos que una ampliacién de R; a R;,, con R; siendo
laregla IF X is E; THEN vy, es posible si no existe ninguna
regla R;, siendo Rj la regla IF X is E; THEN vy,
perteneciente al conjunto de reglas iniciales que verifique
que E,cE; y no subsume (R;,R;). Es decir no existe ninguna
regla R; que verifique que E,.cE; y yp#yq.

Ejemplo 4.4. Si el conjunto de etiquetas es
i={Bajo,Medio,Alto} y tenemos la regla
{(Bajo,Bajo,Medio),y;) en el conjunto de reglas iniciales.
Una ampliacion de (({Bajo,Medio,Alto},Medio,Medio),y;)
a (({Bajo,Medio,Alto},{Medio,Bajo},Medio),y;) no es
posible ya que Bajoc{Bajo,Medio,Alto}
Bajoc {Medio,Bajo}, MediocMedio y y;=y,.

Cuando no se puede realizar una ampliacion de laregla R; a
R;;, continuamos trabajando con Ri y descartamos esa
ampliacién como una generalizacién no posible. Si la
ampliacién es posible continuamos generalizando la nueva
regla obtenida R;..

Al final obtendremos un conjunto de reglas que representan
de algiin modo el conocimiento técito del experto. Dentro
de estas reglas tendremos también las reglas obvias o
evidentes que el experto es capaz de utilizar en cualquier

momento.

Para la obtencién de un menor nimero de reglas nosotros
proponemos dos mejoras, las cuales son el orden previo de
las variables del conjunto de manera que las que maés
informacién proporcionen se coloquen en el ltimo lugar en
¢l ejemplo, y la eliminacién de ejemplos ruidosos. Ya que lo
que nosotros pretendemos no es identificar completamente
el sistema (en este caso el experto) sino que nuestro objetivo
serd obtener un conjunto de reglas que contengan las reglas
claras empleadas por el experto y aquellas que reflejan el
conocimiento heuristico u oculto del experto.

5. UNA TECNICA DE VALIDACION PARA
LA AC

Para la obtencién de la Base de Reglas “definitivas”, es
decir aquellas que simulan la manera de razonar del experto,
se propone un método de validacion que lo que
“evoluciona” una base de reglas inicial.

El punto de partida como hemos mencionado anteriormente
serd la base de reglas evidentes, obtenidas al aplicar la
técnica de la rejilla de repertorio, y las reglas claras que
expresan el conocimiento ticito y evidente presente en el
conjunto de ejemplos proporcionados, obtenidas por medio
del algoritmo de aprendizaje automdtico. Puesto que el
conjunto de ejemplos dificilmente serd completo, es decir
no se van a contemplar todas las situaciones posibles y
puesto que en algunas ocasiones el experto trabaja en
funcién de “ideas felices o inspiraciones” es decir que en
situaciones similares el experto ofrezca soluciones no
similares, se propone un método de validacion (Castro[3])
como un método util para detectar los casos en los que es
necesario aportar nuevas soluciones y aquellos en los que
hay contradicciones o diferentes soluciones.

Este refinamiento de la base de reglas esta basado en la
cooperacion entre el experto y el sistema de AC. En funcién
del error detectado se lanzard la bateria de preguntas
adecuada, y cuya misi6n serd resolver el conflicto
detectado.

El método de validacién se lanzard cada vez que se aporte
una solucién y se deja de aplicar en el momento en el que
no se encuentre ningin conflicto basandose en la
informacién disponible.

No entramos en detalle sobre el método de validacion
propuesto, mecanismos de entrevista, ni en las posibles
soluciones que puede aportar el experto en funcion del

388



conflicto detectado. Este método utilizard el aprendizaje
basado en explicaciones c6émo mecanismo para la
resolucion de aquellos casos para los que no se han aportado
soluciones y sugerird la incorporacion de variables,
redireccionamientos a zonas de conflictos donde se
aplicardn metareglas, la correccién de reglas erroneas,...
para la solucién de conflictos.

6. CONCLUSIONES

Cuando el ingeniero se dispone a adquirir el conocimiento
que hace a una persona experta en un determinado dominio,
la mayoria de las veces se va a encontrar con expertos que
no son capaces de expresarlo, o que no disponen de tiempo
para atenderles. Esta ultima postura normalmente sera
apoyada por la organizacion a la cual pertenece, debido a
que el tiempo de un experto estd muy bien valorado y

altamente cotizado. Sin embargo la organizacién estard muy
interesada en la construccion de un SE que trabaje de una
manera similar a como lo hace su experto, ya que la
construccién de este SE permitird reducir el trabajo que
asfixia a su experto (recordemos que este es un bien escaso
y caro) e incrementar la productividad de la organizacién.
De esta manera, en las primeras fases del proceso de AC la
organizacién tenderé a proporcionar registros o ejemplos de
actuaciones pasadas de su experto en situaciones
problematicas del dominio en el cual se quiere construir ¢l
SE. Por otro lado, cuando el experto no es capaz de expresar
el conocimiento que lo convierte en tal, debido a factores
como pueden ser que este viene dado en funcién de
habilidades, ideas felices, inspiracion,... El experto y
organizacién tienden a proporcionar ejemplos de situaciones
posibles y cémo el experto las solucionaria.

Técnica de la Rejilla de Repertorio

e Definicién Variables.

Reglas

e Reglas Evidentes.

Algoritmo de Aprendizaje Automdtico

o Reglas Claras.
e Reglas Conocimiento Técito.

Evidentes

Técnica de Validacién

¢ Reglas Definitivas

Figura 6. Esquema Metodologia Propuesta.
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Para solventar estos problemas proponemos una
metodologia para la AC automadtica que hace uso de:

o La lbgica difusa como mecanismo de
representacién, por ser este un método natural
de representar la manera de razonar del experto

o La técnica de la rejilla de repertorio para
adquirir la informacién necesaria sobre las
variables en las que basa el experto su
razonamiento asi como para adquirir las reglas
evidentes del experto.

e Un algoritmo de aprendizaje automético para
adquirir el conocimiento que el experto no es
capaz de comunicar en su totalidad. El
aprendizaje automdtico se muestra como una
herramienta util en el proceso de andlisis de
datos para sacar conclusiones claras a partir de
un conjunto de ejemplos particulares.

o Una técnica de validacién para extraer el
conocimiento que permite resolver los casos
conflictivos y aquellos casos que necesitan ser
examinados.

El esquema de la metodologia propuesta es el que se
muestra en la Figura 6.

La utilidad de la metodologia propuesta es evidente en
casos de problemas simples, en los cuales se tiene una serie
de entradas y en funcién de estas se toma una decisién
(salida del sistema). En problemas mdas complejos la
metodologia propuesta sigue siendo util. Siguiendo la idea
que se propugna desde la investigacion dentro del campo de
la Ingenieria del Software, segiin la cual divide un problema
en subproblemas mas simples de manera que el problema de
AC se ve ahora como la identificacion de los modelos que
tratan cada uno de estos subproblemas. Obviamente siempre
se van a encontrar problemas del tipo del que se ha tratado.
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Resumen

Un problema muy importante asociado al uso
de algoritmos de aprendizaje de modelos di-
fusos es el poder establecer una asignacién
correcta de las etiquetas difusas de las va-
riables implicadas en el problema. En este
trabajo partiendo de una asignacién inicial,
proponemos la inclusién dentro del algoritmo
de aprendizaje de reglas difusas SLAVE, de
modificadores seménticos que permitan al-
terar ligeramente la semdntica de las etique-
tas inicialmente propuestas. Esta alteracién
se hace con la idea de obtener descripciones
maés proximas a la informacién que refleja el
conjunto de ejemplos. En concreto se pro-
pone la utilizacién de un tipo genérico de mo-
dificador semintico pardmetrizable que al-
tera la distribucién de posibilidad de las eti-
quetas manteniendo fijo su soporte.

Palabras Clave: Aprendizaje Automaético,
Reglas Difusas, Algoritmos Genéticos, Modi-
ficadores Semanticos.

1 INTRODUCCION

Uno de los principales problemas con los que nos pode-
mos encontrar cuando tratamos de emplear un algo-
ritmo de aprendizaje basado en modelos difusos con-
siste en establecer una discretizacion correcta de las
variables que se mueven sobre dominios continuos. Al-
gunos algoritmos de este tipo [4, 7, 11, 13, 14] re-
quieren como entradas al mismo la discretizacién me-
diante conjuntos difusos de los dominios de las varia-
bles continuas. Para este tipo de algoritmos, es nece-
sario usar la informacién dada por un experto sobre el
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problema que se desea resolver en la construccién de
la discretizacién de los dominios.

Una inadecuada discretizacién de las variables conti-
nuas conlleva en general una limitacién para el algo-
ritmo de aprendizaje, ya que existe un fuerte depen-
dencia entre la discretizacién que se realiza sobre los
dominios de las variables involucradas y la capacidad
de clasificacién del algoritmo empleado. Por tanto, si
se desea incrementar la capacidad de aprendizaje, es
necesario que el algoritmo sea capaz de establecer una
discretizacién apropiada o bien sea capaz de modificar
la discretizacién que inicialmente se le propone.

Dentro de los algoritmos de aprendizaje que cons-
truyen o modifican la discretizacién de las etiquetas
y que se pueden encontrar en la literatura, debemos
distinguir fundamentalmente dos formas diferenciadas
de actuacidén para obtener dichas discretizaciones:

e Aquellos que construyen las discretizaciones du-
rante el proceso de aprendizaje. Dentro de es-
tos algoritmos, podemos distinguir los algoritmos
de aprendizaje basados en &rboles de decisidn,
como C4.5 [15] o basados en reglas como CN2
[2]). Normalmente, es una discretizacién intervalar
obtenida utilizando métodos estadisticos.

e Aquellos que parten de una discretizacién inicial
del rango de las variables continuas a partir de la
cual obtienen un conocimiento inicial, y una vez
obtenido este conocimiento, en un proceso poste-
rior y separado del algoritmo de aprendizaje, se
modifica la discretizacién inicial para refinar este
conocimiento. Estos algoritmos de ajuste se han
usado ampliamente en el campo de las reglas di-
fusas aplicadas al problema del control. Un ejem-
plo de estos sistemas es {3].

Otra posibilidad consiste en la definicién de un mo-
delo que parta de una discretizacién inicial de las va-
riables, posiblemente propuesta por un experto, y du-
rante el proceso de aprendizaje sea capaz de modificar



la seméntica de dicha discretizacién inicial.

En este trabajo, utilizando esta idea, proponemos una
metodologia que permite la inclusién de la capacidad
de alterar el significado de las etiquetas linguisticas
dentro del propio proceso de aprendizaje del sistema
SLAVE. Dicha capacidad implica el enriquecimiento
del lenguaje de descripcién de reglas del algoritmo.
Para ello, modificamos el modelo de regla de forma que
incluimos modificadores semdnticos [17]. Los mo-
dificadores semanticos permiten pequefias alteraciones
de la semdntica de las etiquetas definidas inicialmente,
es decir, permiten la definicién de nuevas etiquetas du-
rante el proceso de aprendizaje, modificando ligera-
mente el significado de las etiquetas originales.

En la siguiente seccién realizamos una descripcién
general del algoritmo de aprendizaje SLAVE. En la
seccién 3 proponemos la inclusién de los modificado-
res semdticos dentro del algoritmo genético de SLAVE,
presentando en la secciones 4 y 5 estudios experimen-
tales y conclusiones sobre este nuevo sistema.

2 UNA BREVE DESCRIPCION DE
SLAVE

SLAVE (Structural Learning Algorithm in Vague En-
vironment) (7, 11] es un algoritmo de aprendizaje in-
ductivo de reglas difusas. El esquema bésico del algo-
ritmo SLAVE es el siguiente:

1. Se usa un algoritmo genético para obtener UNA
REGLA.

2. La regla se afiade al conjunto final de reglas.

3. Se penaliza la regla para que no vuelva a ser se-
leccionada.

4. Si el conjunto de reglas es suficiente para repre-
sentar los ejemplos del conjunto de entrenamiento,
el sistema termina devolviendo dicho conjunto de
reglas como solucidn del problema. En otro caso,
se vuelve al paso 1.

La tarea principal de SLAVE consiste en encontrar la
mejor regla que describe las relaciones existentes entre
las variables y las clases (paso 1). Esta tarea puede for-
malizarse como un problema de biisqueda. De entre los
distintos algoritmos de biisqueda que son aplicables,
nosotros hemos usado algoritmos genéticos ya que es-
tos proporcionan una poderosa técnica de biisqueda en
espacios grandes y complejos. El problema de encon-
trar la mejor regla se plantea de la siguiente manera:
fijada una clase, encontrar el mejor antecedente para,
esta clase. Una vez seleccionada la regla, una forma
muy simple para penalizarla (paso 3) es eliminar los

ejemplos del conjunto de entrenamiento que son recu-
biertos por la misma en un grado elevado.

Para la bisqueda del mejor antecedente para una, clase
concreta, SLAVE utiliza un algoritmo genético que
trabaja a dos niveles [9, 10]. El primero de estos nive-
les busca las variables relevantes para la descripcién
de la clase, mientras el segundo nivel busca la mejor
asignacién de valores a estas variables relevantes.

El primero de los niveles, denominado nivel de va-
riable codifica la relevancia o irrelevancia de una va-
riable para una regla particular. En este nivel se usa
una codificacién real con n+1 componentes (siendo n
el nimero de variables implicadas en el problema). El
elemento i-ésimo contiene un valor entre 0 y 1 que re-
presenta el grado de relevancia de la variable i-ésima
con respecto ala clase. El valor n+1 es un valor entre 0
y 1 que representa un umbral de activacién, de manera
que la variable i-ésima se considerara relevante para el
antecedente de la regla si su valoracién es mayor o
igual que este umbral de activacién. En otro caso la
variable se considerard como irrelevante y seré elimi-
nada de la descripcién de la regla. En la generacién
de la poblacién inicial, se calcula el grado de relevan-
cia de cada variable con respecto a la clase usando una
medida de informacién [10). El proceso evolutivo cam-
biara estos valores iniciales para obtener una mejor es-
timacién de la relevancia de cada una de las variables.
Los operadores genéticos definidos para alterar estos
valores son el operador de cruce BLX, y el operador
de mutacién no uniforme.

El segundo de los niveles denominado nivel de valor
representa las asignaciones de valores a las variables.
En este nivel se ha utilizado codificacién binaria que
expresa la presencia o ausencia en la asignacién de una
variable de cada uno de los valores de su dominio. Este
nivel se hereda de la representacién genética utilizada
en las versiones anteriores de SLAVE y utiliza un con-
junto més extenso de operadores genéticos que puede
ser consultado en [8].

La seleccion de la mejor regla es el objetivo del algo-
ritmo genético. La medida fundamental utilizada para
valorar una regla se basa en las nociones de consisten-
cia y completitud. En [11, 12] se proponen definiciones
que suavizan y adaptan las definiciones clasicas de es-
tos conceptos para trabajar con reglas difusas (A(R))
¥ Tk, k., (R) grado de completitud y grado consistencia
débil respectivamente de la regla R. Ademaés, en la
evaluacién de las reglas, tambien se tienen en cuenta
dos funciones que miden la simplicidad y la compren-
sibilidad de las mismas (svar(R) y sval(R)) respecti-
vamente. Estas funciones se han propuesto en [1].

La funcién de evaluacién del algoritmo genético com-
bina las medidas anteriores utilizando una evaluacién
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funciona! lexicografica con los siguientes criterios:

[ Orden Criterio
1 max{A(R) X Tr,x, (R)}
2 max{svar(R)}
3 max{sval{R)}

3 INCLUSION DE )
MODIFICADORES SEMATICOS
EN SLAVE

Cuando un experto en un campo determinado realiza
la discretizacién de una variable que se mueve sobre un
referencial continuo, puede conocer de forma aproxi-
mada el significado que para él tiene una determinada
etiqueta lingiifstica, pero dificilmente la conoceré de
forma exacta.

Es facil comprobar como diferentes personas, con un
mismo nivel de conocimiento sobre el tema, pueden
tener una percepcién diferente para una misma eti-
queta lingiifstica. Si bien las diferentes percepciones
sobre el significado de una etiqueta lingiifstica no oca-
siona en general problemas de comprensién en proce-
sos de comunicacién entre seres humanos, en procesos
de extraccién automatica de conocimiento, la repre-
sentacién seméantica del concepto lingiifstico tiene un
papel fundamental, ya que para ese concepto se es-
tablece una valoracién numérica sobre su idoneidad.
En este caso, ya no todas las representaciones posi-
bles de un concepto lingiiistico, aunque todas repre-
senten una nocién similar del concepto, son igualmente
apropiadas para formar parte del conocimiento que se
desea extraer. En este sentido, los modelos difusos que
no pueden modificar la seméntica de las etiquetas ini-
ciales, encuentran una fuerte restriccién para mejorar
su capacidad para representar el comportamiento de
un determinado sistema.

Por esta razdén, parece conveniente dotar a los algo-
ritmos de aprendizaje basados en modelos difusos de
la capacidad de alterar la semdntica de las etiquetas
que componen los dominios de las variables, con el fin
de determinar el significado més correcto para la des-
cripcién del sistema.

Los encargados de modificar el significado de un de-
terminado concepto son los modificadores semanticos.
Los modificadores seménticos son elementos que
aparecen habitualmente en los procesos de comuni-
cacién estructurada de alto nivel que permiten ampliar
o restringir el significado de una etiqueta lingiiistica.
Estos elementos juegan un papel importante en la co-
municacién humana, y en [17] se destaca su importan-
cia y su utilidad en la representacién del conocimiento
en los procesos de razonamiento aproximado.
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En modelos de representacién del conocimiento basa-
dos en reglas difusas, los modificadores seménticos, en
muchos casos, aparecen como funciones que permiten
alterar la definicién de las funciones de pertenencia de
las etiquetas difusas. Ya que las etiquetas difusas es-
tablecen una distribucién de posibilidad de pertenen-
cia al mismo sobre el referencial y los modificadores
alteran dicha distribucidn.

Por tanto, consideraremos un modificador seméntico.
como una funcién B definida sobre €l conjunto de eti-
quetas y con valores en el conjunto de valores difusos
R, es decir,

B D — R
L — )

en donde pg(1)(z) = B(uL(2)) € [0,1].

En este trabajo, proponemos un modelo de regla que
incorpora en la definicién de un termino lingiiistico:

¢ un conjunto inicial de etiquetas lingiisticas T,
también denominados términos atémicos que es-
tablecen una primera discretizacién del referencial
de las variables, y

¢ un conjunto de modificadores semanticos S =
{41,B2,--.,Bm} que permiten alterar la dis-
tribucién de posibilidad asociada a los términos
atémicos,

de manera que el modelo de regla asociado es
IF X IS ¢(A) THEN Y IS B

donde ¢(A) representa la composicién de funciones

Biofao...oB

que son aplicables a la etiqueta A de la variable X.

Por tanto, siguiendo esta idea es posible incluir un
ndmero arbitrario de modificadores semdnticos en el
modelo de aprendizaje. Sin embargo, en este trabajo
vamos a explorar la inclusién de un dnico tipo de mo-
dificador semdntico.

Las siguientes subsecciones describen el modificador
semdntico incluido y el nuevo modelo de regla, asi
como las modificaciones que es necesario hacer sobre
el algoritmo genético para que pueda trabajar con el
nuevo modelo de regla.

3.1 MODIFICADOR DE CAMBIO DE
FORMA

El tipo de operador que estamos interesados en in-
cluir en el algoritmo de aprendizaje es aquel que modi-
fica la distribucién de posibilidad que refleja la funcién
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de pertenencia, y que caracterizamos con la siguiente
definicién.

Definicidn 3.1 Dadas dos etiquetas Ly y Ly, diremos
que Lo es una etigueta resultante de una alteracidn de
cambio de forma de la etiqueta Ly, que notaremos por

Ly = ACF(Ly)

si el soporte de Ly coincide con el soporte de Ly, es
decir,
Sop(L1) = Sop(La)-

De entre el conjunto de familias de funciones que sa-
tisfacen la anterior definicién, estamos interesados en
aquellas funciones que alteren la distribucién de la eti-
queta manteniendo la ordenacién relativa en la valo-
racién de posibilidad de los elementos pertenecientes
al soporte de la misma. Por ejemplo, si en la etiqueta
original L, dados cualesquiera dos elementos del so-
porte de la misma a y b, se verifica que

pr(a) 2 pr(b)

entonces un operador 8 aplicado a dicha etiqueta debe
satisfacer que

Blur{a)) > Bur(b))

Estos operadores son interesantes desde nuestro punto
de vista, porque preservan la ordenacién de los ele-
mentos del soporte de la etiqueta original con respecto
a su posibilidad relativa de pertenencia a la misma,
y en consecuencia, la etiqueta resultante de la apli-
cacién del operador presenta tan solo una semaéntica
ligeramente diferente a la propuesta inicialmente por
el experto.

El operador (L) = L*® es un operador que representa,
a una familia de funciones que verifica la definicién del
operador ACF y ademis preserva la propiedad ante-
rior. Un caso particular de este operador es aquel que
transforma la etiqueta original mediante ur(z)? que
fué inicialmente propuesto en [17] para representar al
modificador seméntico MUY.

Como se muestra en las figuras 1, 2 y 3 este opera-
dor tiene dos interpretaciones diferentes en funcién del
valor del pardmetro a. Para valores de a €]1, 00|, se
satisface que pr(z) > pr(z)* para todos los elemen-
tos que pertenecen al soporte de la etiqueta. En con-
secuencia, tras aplicar el operador, aquellos elementos
con valores de posibilidad cercanos a uno en la eti-
queta original mantienen o decrementan poco su posi-
bilidad de pertenencia a la etiqueta. Por el contrario,
los valores de posibilidad cercanos a cero, sufren un
decremento mds pronunciado en la etiqueta resultante.
Por consiguiente, este operador puede entenderse como

T T 1

Figura 1: Etiqueta original

1 T T

Figura 2: Transformacién con a = 2

[

Figura 3: Transformacién con a = %

una modificacién en la imprecisién de la etiqueta, ya
que los primeros (los que poseen valores cercanos a
uno) tras la aplicacién del operador, aumentan la posi-
bilidad de pertenecer a la nueva etiqueta en relacién a
los que poseen valores cercanos a cero en la etiqueta
original.

Sin embargo, para valores de a €]0, 1], se produce el
efecto contrario, es decir, la etiqueta resultante au-
menta su grado de imprecisién, ya que todos los valo-
res del soporte de la etiqueta mantienen o aumentan su
posibilidad de pertenencia a la etiqueta, y este cambio
es mas evidente sobre aquellos elementos que poseian
valores de posibilidad cercanos a cero en la etiqueta
original.

3.2 INCL}ISI()N DE MODIFICADORES
SEMANTICOS EN EL ALGORITMO
GENETICO

La introduccién del operador semdntico anterior
implica una modificacién en la representacién del
conocimiento extraido, y por consiguiente, una nueva
propuesta de modelo de regla. Asi, proponemos el
siguiente modelo de regla:

IF X, i5 Aj{a1) and ... and X, is Ap(ap,) THENY is B

donde cada variable X; tiene un conjunto referencial
U; y toma valores en un dominio finito D;, para i €
{1,...,p}. El conjunto referencial para ¥ es V' y su
dominio es F. El valor de la variable Y es B, donde
B € F y el valor de la variable X; es A;(a;), donde
A; € P(D;) y P(D;) denota el conjunto de las partes
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D;, y a; es el pardmetro del modificadores ACF. Asf,

Aia;) = A%,

Readaptar SLAVE implica una redefinicién del médulo
de extraccién de reglas del sistema que se implementé
mediante un algoritmo genético. En esta redefinicién,
necesitamos incorporar los nuevos elementos que se
han de buscar, asi, adem4s de las variables relevantes
para la descripci6n del concepto y de la asignacién més
apropiada de valores, también tendremos que incluir
en la bdsqueda los valores mis apropiados para los
pardmetros del modificador seméntico. Por tanto, es
necesario incluir en la codificacién de los cromosomas
la informacién relativa a los operadores seménticos.

Como se describié anteriormente, SLAVE usa un al-
goritmo genético con dos niveles, donde en el nivel de
variable se busca el conjunto de variables que son re-
levantes para describir el concepto, mientras que en
el nivel de valor se busca la mejor asignacién de valo-
res para las variables relevantes. La mejor solucién se
busca mediante la evolucién conjunta de los dos nive-
les.

Como los modificadores seménticos afectan directa-
mente al nivel de valor, proponemos la modificacién de
este nivel a través de la descomposicién del mismo en
dos subniveles: subnivel de activacién que corres-
ponde al nivel original de valor que mantiene su codifi-
cacién binaria y sus operadores genéticos y el subnivel
ACF para representar los pardmetros del modificador
semadntico.

Con esta representacién en dos subniveles proponemos
nuevamente un modelo basado en la evolucién con-
junta para encontrar la mejor solucién. El tamafio de
cada subnivel es el mismo y coincide con el nimero
total de etiquetas implicadas en el problema, ya que el
modificador se aplica para todas y cada una de las eti-
quetas que constituyen los dominios de las variables.
Por tanto, los dos subniveles son de longitud fija.

El subnivel de activacién representa la informacién re-
lativa a la presencia o ausencia de cada valor en la
descripcién de la regla. En este sentido, mantiene el
significado del nivel anterior de valor, y al igual que
éste, conserva la codificacién binaria, de manera que
el valor uno indica presencia, mientras que el valor cero
indica la no consideracién de dicha etiqueta.

El subnivel ACF estd formado por el trozo de cromo-
soma que hace referencia a los pardmetros del modifi-
cador seméantico ACF. El rango de valores que puede
tomar este pardmetro se mueve en el intervalo [0,00).
Un valor en [0,1) establece un crecimiento de la im-
precisién con respecto a la etiqueta original, un valor
en (1, 00), una reduccién de la imprecisién, mientras
que el valor uno preserva la distribucién de la etiqueta
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original.

En cuanto a la generacién de la poblacién inicial del
proceso evolutivo, en el nivel de variable y en el sub-
nivel de activacién, este proceso se realiza de forma
semejante al modelo anterior, ya que estos dos nive-
les se heredan directamente de su representacién. Con
respecto al subnivel ACF, tomamos el criterio de no
alterar inicialmente la definicién de las etiquetas de los
dominios. Por esta razén, todos los pardmetros a;; del
modificador semdntico ACF se inicializan a 1.

Este criterio de inicializacién de los pardmetros de los
modificadores seménticos es justificable, ya que de-
seamos que las etiquetas utilizadas para representar el
conocimiento extraido sean lo més parecidas posibles
a las que se proponen inicialmente.

Al igual que sucede con la generacién de la poblacién
inicial, los operadores genéticos aplicados al nivel de
variable y al subnivel de activacién coinciden con los
ya propuestos anteriormente. Sin embargo, es nece-
sario establecer los operadores genéticos para el sub-
nivel ACF. En este subnivel se definen tinicamente los
dos operadores usuales: el operador de mutacién y el
operador de cruce.

El criterio utilizado para la construccién del operador
de mutacién se basa en provocar pequefias modifica-
ciones que consisten en incrementos o decrementos de
los parametros de los operadores seménticos, de ma-
nera que el algoritmo genético determine el sentido
mé4s apropiado en el que los pardmetros deben evolu-
cionar. El uso estricto del criterio anterior provoca
que los pardmetros de los modificadores semdnticos
tiendan a tomar valores que modifican las etiquetas
originales. Por esta razén, en el operador de mutacién
aplicado a estos subniveles aumentamos la probabili-
dad de que cada pardmetro tome el valor que no mo-
difica la etiqueta original.

El operador de cruce definido para este subnivel es el
cruce por intercambio sobre dos puntos. A pesar de
que este subnivel mantienen codificacién real, no apli-
camos cruces del tipo BLX, como se hace en el nivel
de variable, porque no deseamos que se produzcan
fuertes modificaciones en los pirametros de los opera-
dores seménticos, ya que esto aumentarfa el tiempo de
convergencia del proceso evolutivo, atin a pesar de que
posiblemente las descripciones que se obtengan sean
mejores.

La caracterfistica fundamental del proceso de co-
evolucién que se propone consiste en que no se es-
tablece una evaluacién individualizada por niveles,
sino que existe una tnica funcién de evaluacién que
determina la bondad para cada individuo dependiendo
de la informacién global (es decir, de la agrupacién
de todos los niveles). Debido a esto, el proceso de



seleccién no se realiza de forma individualizada, sino
que en funcién de la valoracién de cada individuo se es-
tablece un orden lineal sobre todos los elementos de la
poblacién. De esta forma, la nueva poblacién se cons-
truye seleccionando individuos completos de la dltima
poblacién. Por consiguiente, mientras la aplicacién de
los operadores genéticos es particular para cada nivel,
las operaciones de seleccién y evaluacién son aplicadas
a individuos completos.

La funcién de evaluacién usada en SLAVE se defini6é en
base a una evaluacién funcional lexicogréfica (ELF) so-
bre varios criterios. Evaluacién que sigue siendo véalida
para esta nueva redefinicién del médulo de seleccién de
reglas, sin més que incorporar en el calculo, tanto del
grado de satisfaccién de la condicién de consistencia
débil, como del grado de completitud, las modifica-
ciones provocadas por los modificadores en las etique-
tas originales. Ademds, deseamos incorporar un nuevo
criterio a la EFL de forma que premie en situaciones
de empate de los criterios anteriores la menor modifi-
cacién posible sobre las etiquetas iniciales.

Se puede establecer un criterio apropiado atendiendo
a una medida de distancia, tomando como referencia
el valor del operador seméntico que no modifica la eti-
queta original.

Definicién 3.2 Sean (di,...d,) los pardmetros del
operador ACF que afectan a las etiquetas iniciales que
aparecen para cada variable en la descripcion de un
individuo 1. Definimos la diferencia entre las etique-
tas resultantes con respecto a las inicialmente pro-
puestas, que notaremos por Difer scr(I), como la dis-

tancia entre los pardmetros (d,,...d,) con respecto a

(1,...,1), es decir,

DiferAcp(I) =

Por consiguiente, la nueva funcién Fitness de eval-
uaciéon de individuos queda definida como una EFL
con cuatro criterios ordenados de la siguiente forma:
Dada una regla R, definimos la valoracién de la regla
R como una evaluacién funcional lexicogréfica con los
siguientes criterios:

{ Orden | Criterio |
1 ma.x{A(R) X Fhkz (R)}
2 max{S(R)}
3 max{CP(R)}
4 min{Diferscr(R)}

4 ESTUDIOS EXPERIMENTALES

Una vez planteado el modelo de aprendizaje con la
inclusién del modificador semantico y la nueva refor-

mulacién de la funcién de evaluacién, deseamos com-
probar experimentalmente el comportamiento de este
algoritmo de aprendizaje.

En esta estudio experimental utilizaremos el conocido
problema del péndulo. Asf dado un conjunto de ejem-
plos que describe el comportamiento del sistema, de-
seamos aprender el conjunto de reglas que permiten
controlarlo. Si asumimos que el valor de 8] << 1 (ra-
dianes) la ecuacién diferencial no lineal que describe
el comportamiento del péndulo es

2do 1

. dé
m-é--a—t-Z— = 5(—f+m g stnd — k—

dt
donde k& %% es una aproximacion de la fuerza de friccién.

Por tanto, el sistema se puede describir a través de dos
variables de estado 6 (dngulo) y w (velocidad angular)
y la variable de control f (fuerza). Para la simulacién
real se ha considerado un péndulo de 5 kg de peso y
5 m de largo, al que se han aplicado fuerzas sobre el
centro de gravedad cada 10 ms. Con estos parametros,
los referenciales de las variables son los siguientes:

6 € [-0.277,0.277],

w € [0.458,0.458],
f € [~1593,1593).

De forma experimental, hemos obtenido dos conjuntos
de ejemplos bajo las anteriores condiciones, el primero
de ellos tiene 213 ejemplos y se ha usado para aprender
(conjunto de entrenamiento) y el segundo contiene 125
ejemplos y se ha utilizado para comprobar el compor-
tamiento de las reglas aprendidas (conjunto de test).
Estos conjuntos de ejemplos se han obtenido de las
ecuaciones anteriores teniendo en cuenta dos condi-
ciones iniciales diferentes:

a) 0=-0.277 y w=0,
b) 6=0.277 y w=0.

El primer paso para aprender consiste en discretizar el
rango de las variables mediante etiquetas difusas. La
figura 4 muestras las etiquetas construidas para cada
variable, mientras que la figura 5 muestra la funcién
que describe el comportamiento del péndulo.

Esta base de datos se ha aplicado a los siguientes
tres algoritmos, SLAVE[1] que representa al algo-
ritmo SLAVE propuesto en la seccién 2 de este tra-
bajo, SLAVE(2] que es el algoritmo SLAVE con la in-
clusién de modificadores semanticos y WM algoritmo
de aprendizaje basado en modelos difusos propuesto
en [16].

Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla
1. Esta Tabla muestra tres parametros: el error
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TN
Angulo
-0.524 +0.5021 -0.3493 -0.1746 0.00 0.1746 0.3493 0.5021 0524
NL  NM NS R s PM PL
Velocidad
-0.858 -0.322 0572 ~0.286 0.00 0.286 0572 0.822 0.858
NL M NS ZR Ps PM PL

Fuerza

/

-29%0 -2855.8)  -1986.66  -993.33 0.00 991.33 198666 2855.83 2980

Figura 4: El problema del péndulo

2000 ~

1000

1000

Figura 5: Superficie original del problema del péndulo

cuadratico medio sobre el conjunto de entrenamiento
y el conjunto de prueba, asi como el nimero de reglas
de la base de datos obtenida por cada algoritmo de
aprendizaje.

Los resultados muestran que la incorporaciéon del mo-
dificador semdntico provoca una mejora sustancial
en la capacidad de aproximacién de SLAVE[2] sobre
el algoritmo original SLAVE([1l]. Podemos ubservar
que el ndmero de reglas para ambos sistemas es el
mismo. Esto significa que las reglas obtenidas con-
tienen en sus descripciones las mismas etiquetas origi-
nales, pero la alteracién de la seméntica de dichas eti-
quetas provocadas por el modificador seméntico per-
mite a SLAVE([2] una mejor representacién del com-
portamiento que refleja el conjunto de ejemplos.

SLAVE(2] también mejora sensiblemente el resultado
obtenido por el algoritmo WM, necesitando un ntimero
muy inferior de reglas para representar el compor-
tamiento del sistema.
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Tabla 1: Resultados obtenidos por los distintos sis-
temas sobre la base de datos PENDULO

| Entrenamiento | Prueba | N.Reglas |
SLAVE[1 5.0690 6.3751 5
SLAVE|[2 0.1236 0.1524 5
WM 1.2044 7.6490 13

5 CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado una modificacién
del algoritmo de aprendizaje SLAVE que incluye en su
modelo de regla modificadores seménticos. Estos mo-
dificadores semdnticos permiten alterar la semdantica
de las etiquetas modificando ligeramente las etique-
tas propuestas inicialmente para la resolucién del pro-
blema. Los resultados experimentales muestran que la
incorporacién de modificadores mejora los resultados
obtenidos por el sistema.
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METODOS DE RAZONAMIENTO APROXIMADO BASADOS
EN EL CONCEPTO DE MAYORIA DIEUSA PARA SISTEMAS
DE CLASIFICACION *
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Resumen

El método clasico de razonamiento en Sis-
temas de Clasificacién Basados en Reglas
Difusas clasifica un patrén con la clase in-
dicada en el consecuente de la regla con
la que tiene mayor grado de asociacién.
Algunos métodos de razonamiento alter-
nativos consideran la informacién propor-
cionada por todas las reglas compatibles
con el ejemplo. En este trabajo se propo-
nen dos métodos de razonamiento aproxi-
mado que seleccionan la informacién a con-
siderar en el proceso de inferencia, en base
al concepto de mayoria difusa y al uso
de operadores de agregacién de la familia
OWA.

Palabras Clave: Clasificacidn,
Métodos de Razonamiento.

Reglas difusas,

1 INTRODUCCION

Los Sistemas Basados en Reglas Difusas se han apli-
cado con éxito en el disefio de Sistemas de Clasifi-
cacién. Combinan precisién en la prediccién con un
alto nivel de interpretabilidad, lo que los hace muy
adecuados para el disefio de sistemas de clasificacién
en problemas reales.

En un Sistema de Clasificacién Basado en Reglas
Difusas (SCBRD) se distinguen dos componentes prin-
cipales: 1) La Base de Conocimiento (BC) formada por
una Base de Reglas (BR) y una Base de Datos (BD)
para un problema de clasificacién especifico, y 2) el
Método de Razonamiento Difuso (MRD).

En la bibliografia especializada, se han propuesto
distintos métodos de aprendizaje supervisado para la
generacién de BCs, algunos de los cuales se pueden
encontrar en (1, 4, 8, 12, 13, 14, 17].

Respecto al MRD, el mas utilizado clasifica un
ejemplo con la clase determinada por la regla con
mayor grado de asociacién con el mismo ([1, 5, 13,

*Trabajo realizado en el proyecto CICYT-TIC96-0778
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14, 16, 17]). Este MRD no considera la informacién
proporcionada por otras reglas difusas con etiquetas
lingiiisticas distintas que representan el valor del ejem-
plo para la variable correspondiente, aunque en menor
grado. En (3, 5, 6, 15] se mostr6 el poder de generali-
zacién de un SCBRD constituido por un MRD que uti-
liza la informacidn de todas las reglas compatibles con
el ejemplo, agregéndola a través de las operaciones de
suma normalizada y media. En [7] se propuso un mo-
delo general de razonamiento que incluye como instan-
cias particulares, el MRD clésico, y los basados en los
operadores suma normalizada, media aritmética, me-
dia quasiaritmética, Badd, y Sowa or like entre otros.

La caracteristica comun a todos estos MRDs alter-
nativos al cldsico, es la participacién en la clasificacién
de un nuevo ejemplo de todas las reglas compatibles
con el mismo. En BRs con cardinalidad alta, esto
puede llevar a errores en la clasificacién por la fuerte
influencia que ejercen muchas reglas con un grado de
asociacion pequefio con el ejemplo, frente a otras -en
ocasiones menos numerosas- que representan mejor el
conocimiento extraido sobre la zona del espacio en la
que se incluye el ejemplo.

En este trabajo, desarrollamos nuevos MRDs que
seleccionan la informacidn a considerar en el proceso
de inferencia. Esta seleccién es modelada a través de
algunos operadores de la familia OWA, bajo el con-
cepto de mayoria difusa. La inclusién de un MRD
de este tipo en un SCBRD, aumenta la capacidad de
prediccién del sistema y afiade descripcidn lingiiistica
al proceso de inferencia y por tanto al SCBRD resul-
tante.

La contribucién se organiza como sigue: En la
Seccidn 2, se describen brevemente los aspectos basicos
de un SCBRD. En la Seccién 3, se presentan las pro-
puestas de MRDs basados en el concepto de mayoria
difusa. Posteriormente, en la Seccién 4, se analiza el
poder de generalizacién aportado por los MRDs pro-
puestos. En la Seccidn 5, se exponen las conclusiones.



t
!
i
i
¢
'

2 SISTEMAS DE CLASIFICACION
BASADOS EN REGLAS DIFUSAS

Como se ha mencionado, un SCBRD est4 formado por
dos componentes: La BC y el MRD. El disefio de
un SCBRD implica la determinacién de ambos, y si
se realiza a través de un proceso de aprendizaje su-
pervisado, parte de un conjunto de ejemplos correcta-
mente clasificados (ejemplos de entrenamiento) y tiene
como objetivo final el disefio de un Sistema de Clasi-
ficacidn que asigne etiquetas de clase a nuevos ejem-
plos con el minimo error. Finalmente, se calcula el
rendimiento del sistema sobre datos de prueba para
obtener una estimacion del error real del SCBRD. Este
proceso se describe en la figura 1 y la estructura de sus
componentes, se explica brevemente en las siguientes
subsecciones.

2.1 Base de Conocimiento

La BC estd formada por la BR y la BD. Para el diseno
dela BR, en la literatura especializada se han utilizado
distintos tipos de reglas: Reglas difusas con una clase
en el consecuente ([1, 12]), con una clase y un grado
de certeza asociado a la clasificacién en esa clase en
el consecuente ([14]) y aquellas que describen en el
consecuente el grado de certeza asociado a la clasifi-
cacién en cada una de las clases posibles ([17]). En
[8] se desarroll6 un método genético de aprendizaje
utilizando BRs de cada uno de los tipos menciona-
dos, y se mostré que las reglas difusas con una clase y
el grado de certeza asociado en el consecuente, repre-
sentan mejor el conocimiento sobre la zona del espa-
cio correspondiente. En este trabajo, consideraremos
SCBRDs formados por una BR de este tipo:

Rip: Sizies Aby ... yzyes Ak (1)
entonces Y es Cj con ¥

donde:

e 21,...,xn son las caracteristicas seleccionadas
para el problema de clasificacidn,

o AF,. ..,A’,‘\, son etiquetas linguisticas usadas
para discretizar €] dominio continuo de las va-
riables,

oY es la clase C; € {C),...,Cr} a la que
pertenece el ejemplo, y

o »* es el grado de certeza de la clasificacién en la
clase C; para un ejemplo perteneciente al subes-
pacio difuso delimitado por el antecedente de la
regla Rg.

La BD contiene la definicién de los conjuntos difu-
sos asociados a los términos lingliisticos usados en la
BR. Es comin a toda la BR para mantener el caracter
lingiistico del SCBRD.

2.2 Maétodo de Razonamiento Difuso

Un MRD es un procedimiento de inferencia que deriva
conclusiones entre un conjunto de reglas difusas y un
ejemplo. En [7] presentamos un modelo general de
razonamiento que, particularizado para una BR for-
mada por reglas con una clase y su grado de certeza
en el consecuente, se describe a continuacién.

En la clasificacién de un ejemplo E* = (e}, ..., ely)
laBR R= {Ry,..., R} se divide en M subconjuntos
de acuerdo a la clase indicada por su consecuente,

R=R01URCQU...URCM (2)
y se sigue el siguiente esquema:

1. Grado de compatibilidad. Calcular el grado
de activacidn del antecedente de todas las reglas
de la BR con el ejemplo, usando una t-norma

(2, 9D

Rk(Et) :T(“A’l‘(etl)v'-'»/"Aj"v(eEV)) (3)

k=1,...,L

2. Grado de asociacién. Calcular el grado de
asociacion del ejemplo E* con las M clases de
acuerdo a cada regla de la BR.

bzk — h(Rk(Et),'/'k): k= ]_,...,lRC,-[ (4)
P 1,,]\4

3. Funcién de ponderacién. Ponderar los valo-
res obtenidos mediante una funcién g. Una po-
sibilidad es incrementar los valores mas altos y
penalizar los menores.

Bf = g(b}), k=1, ...,|Re,] (5)
i:l,..-,Al

4. Grado de clasificacién del ejemplo en cada
una de las clases. Para calcularlo se usa una
funcién de agregacion ([2, 9]) que combina -para
cada clase- los grados de asociacién positivos cal-
culados en el paso anterior, y obtiene el grado de
clasificacién del ejemplo en esa clase.

Yi=f(Bik,k= oo [ Reyl yBik>0), (6)
i=1,...,.M

siendo f un operador de agregacién con compor-
tamiento entre el maximo y el minimo. Selec-
cionando para la funcién f el operador méaximo,
tenemos el MRD clasico.

5. Clasificacién. Se aplica una funcién de decisién
F al grado de clasificacion del ejemplo en todas
las clases. Esta funcidén devolverd la etiqueta de
clase que corresponde al maximo valor.

Ci=F(Y1,...,Yu)tal quey; = _max Y;

i
(7
Algunas alternativas para los diferentes operado-

res implicados en el modelo general se describen en la
tabla 7.

ey
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" Sistema de clasificacion

basado en reglas difusas
~

Base de conacimiento

Datos de pruchi

Metodo razonamicnto difuso

=|| de prueha

Figure 1: Diseilo de un SCBRD (aprendizaje/clasificacién).

3 METODOS DE INFERENCIA
BASADOS EN EL CONCEPTO
DE MAYORIA DIFUSA

En el modelo general de inferencia todas las fun-
ciones propuestas como operador de agregacién (Tabla
7) consideran la informacién aportada por todas las
reglas compatibles con el ejemplo. Este compor-
tamiento puede provocar que, en bases de reglas
grandes, muchas reglas con un grado pequefio de aso-
ciacién con el ejemplo tengan mas influencia que otras
con mayor grado, y orienten el sistema hacia una clasi-
ficacion errénea.

La incorporacién, de un MRD que considere en
cada nueva prediccidn sélo la informacién propor-
cionada por el subconjunto de reglas mas adecuado
para el ejemplo, puede mejorar el rendimiento del sis-
tema. Esta seleccién puede realizarse con operadores
de la familia OWA,| bajo el concepto de mayoria difusa.

Los operadores OWA (Ordered Weighted Averag-
ing) [11, 18, 19, 20], constituyen una clase de opera-
dores de agregacidn que cubren completamente el in-
tervalo entre los operadores maximo y minimo. Su
caracteristica mds importante es la utilizacién de pesos
para los valores a agregar no asociados a valores par-
ticulares sino a su posicién ordenada. Esta propiedad,
nos permite asociar, en el proceso de inferencia, pesos
a los grados de asociacién del ejemplo con las distintas
reglas de forma ordenada, y por tanto, potenciar las
reglas més predictivas para ese ejemplo.

Un operador OWA es una funcién de agregacién
definida como

.f7(01,'~~,as)=zwh~bh (8)
h=1

donde (b;,...,b;) es una permutacién del vector
(a1,...,a.) en la que los elementos estdn ordenados
de forma decreciente, y W = (w!, ..., w*) es un vector
de pesos asociados que verifica que

1) w*ef0,1], Vz=1,...,s 9
2) Zj‘:lwi:l ()
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Se puede encontrar mds informacién sobre las
propiedades de esta familia de operadores en [11, 18,
19, 20).

Existen al menos dos formas de obtener los pesos
w?. La primera implica la utilizaciéon de un mecanismo
de aprendizaje que use un conjunto de ejemplos, sus
argumentos y los valores agregados, e intente ajustar
los pesos a esa coleccidn de datos a través de algiin
tipo de modelo de regresién. Otra alternativa es dar
significado a los pesos. Este trabajo se centra en este
dltimo enfoque, y en él se calculan pesos para la agre-
gacidn realizada mediante el operador OWA usando
cuantificadores lingiisticos que representen el concepto
de mayoria difusa.

La mayoria difusa es un concepto relajado de
mayoria representado habitualmente mediante un
cuantificador difuso ([21]) que constituye un intento
tanto de establecer un puente entre los sistemas for-
males y el discurso humano, como de proporcionar una
herramienta de representacién del conocimiento mas
flexible, y cuya seméntica se puede representar con
un conjunto difuso. Trabajaremos con cuantificadores
proporcionales no decrecientes @, definidos de forma
que para cualquier r € [0,1], Q(») indica el grado
con el cual la proporcién r es compatible con el sig-
nificado que representa el cuantificador. En el caso de
los cuantificadores proporcionales no decrecientes, la
funcion de pertenencia puede representarse asi:

0, sir<a
Q(r) = =2, sia<r<b (10)
1, sir>b

con a,b,r € [0,1],

En la figura 2, se muestran algunos ejemplos de
cuantificadores proporcionales, donde los pardmetros
ay bson (0.3, 0.8), (0, 0.5), y (0.5, 1).

Una forma de calcular los pesos del OWA usando
cuantificadores difusos es la siguiente ([19, 20]): Para
un cuantificador proporcional no decreciente @, el



0 03 0.8 x i}

“La mayuria®

0.5

"Al menos la mitad”

x o 03 1 *

"Tantos como sea pasible®

Figure 2: Algunos ejemplos de cuantificadores difusos proporcionales.

cdlculo de los pesos vendra dado por

wizQ(§i>—Q<i;1>, i=1,....s (1)

siendo s el nimero de valores a agregar.

El operador OWA junto con esta forma de célculo
de los pesos asociados, nos permite determinar la pro-
porcién de reglas més compatibles con el ejemplo que
queremos que intervengan en el proceso de inferen-
cia. Para ello, no tendremos mas que especificar los
pardametros a y b que definen el cuantificador difuso y
calcular el vector de pesos para el proceso de agre-
gacion bajo el cual subyace ese cuantificador. De
esta forma estamos definiendo un método de inferen-
cia en el que no intervienen todas las reglas, sino ”la
mayoria”, y este concepto de mayoria difusa esta re-
presentado por un cuantificador difuso.

Basdndonos en el concepto de agregacion que pro-
porciona la familia de operadores OWA, podemos
definir otro método de inferencia basado en el ope-
rador Quasiowa definido en [11]:

faay,...,a5) = h™? [Zw*‘ -h(bk)] (12)
k=1

siendo h una funcién continua estrictamente
mondtona.

En nuestros experimentos hemos utilizado la
funcién h(z) = 2” con p € R que forma parte de la
definicién del operador media generalizada y propor-
ciona un efecto compensativo en los valores a agregar

[9, 10].
4 EXPERIMENTACION

La experimentacion se ha realizado sobre dos bases
de ejemplos conocidas: IRIS y PIMA, de la siguiente
forma:

e Se ha considerado una particién difusa consti-
tuida por tres etiquetas con funciones de perte-
nencia triangulares en el caso de PIMA, y cinco
en el caso de IRIS.

e Para el calculo de una estimacién del error
real del SCBRD, se han usado cinco particiones
aleatorias de cada base de ejemplos en conjuntos
de entrenamiento y prueba (70% y 30% respec-
tivamente).

o Los resultados que aparecen en las tablas son
medias del porcentaje de clasificacién correcta
en cada caso.

e Para mostrar la independencia de los resultados
del método de generacién de reglas empleado, se
han utilizado dos técnicas de aprendizaje: la ex-
tension del algoritmo de Wang y Mendel (W-M)
a reglas de clasificacién ([5]), y las dos primeras
etapas del método genético de aprendizaje de
SCBRD desarrollado en [8]. En las tablas, los
SCBRDs resultantes, se notardn como SCBRD-
T1 y SCBRD-T2, respectivamente.

e Los distintos MRDs estdn referenciados por la
funcién de agregacion en la que se basan, y el
MRD clasico, se nota como fy.

4.1 Iris

Los resultados obtenidos para esta base de ejemplos,
con una BR generada con la extensién del algoritmo
W-M, y los MRDs difusos basados en los operadores
Owa y Quasiowa, se describen en la tabla 1. En la
tabla 2, se muestran los porcentajes de clasificacién
correcta alcanzados con los MRDs que consideran to-
das las reglas.

I a b p { Entr.  Pru. | Entr. Pru.
J1 g2

fo | 0.0 0.0 97.31 94.32

| 0.0 0.3 96.39 95.23 | 96.57 95.23
f: 100 05 96.39 94.81 | 96.39 94.81
f 100 08 96.76 92.98 | 96.41 93.89

- ]103 0.8 93.88 91.05 | 94.06 91.48

- 105 1.0 87.88 89.88 | 89.87 89.88
fs | 0.0 03 20| 97.11 94.81 | 97.11 94.81
fs | 0.0 05 207 97.31 94.81 | 97.31 94.81
fs 1 0.0 0.8 20| 97.31 94.32 | 97.31 94.32
fs {03 0.8 20 ] 9570 93.44 | 95.70 93.93
fs | 0.5 1.0 20| 9245 91.97 | 92.62 91.97
fas | 0.0 0.3 50| 97.11 94.81 | 97.11 94.81
fe 1 0.0 05 509731 9481 | 97.31 94.81
fs 1 0.0 0.8 50 97.31 9432 | 97.31 94.32
fs | 0.3 0.8 50| 9570 94.36 | 95.88 94.36
fs | 0.5 1.0 50| 92.62 9197 | 92.62 91.44

Tabla 1: IRIS. SCBRD-T1 (1)

[ Tnferencia [ Entr.  Pru. |
fs(p=10) + g1 | 96.77 94.32
fs (@ =0.5) +g1 | 96.77 94.32

fo(p=5) +g1 | 97.12 94.32

Tabla 2: IRIS. SCBRD-T1 (2)
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Se puede observar que los MRDs basados en el con-
cepto de mayoria difusa, incrementan el poder de ge-
neralizacién del SCBRD.

Este incremento, se muestra también en un
SCBRDs obtenido con el método genético de apren-
dizaje de SCBRD propuesto en [8] (Tabla 3). Ademas,
la inclusidén de MRDs alternativos al clasico en el pro-
ceso de aprendizaje inductivo permite la obtencién de
un SCBRD con mejor comportamiento.

{ Inferencia [ Entr. Pru. |
To 98.57 94.72
Ji{a=06=0.8)+ g1 100 95.73
fo(a=00b=08p=20)+g; | 99.65 96.28

Tabla 3: IRIS. SCBRD-T2

4.2 Pima

Los resultados obtenidos con los MRDs basados en
los operadores Owa y Quasiowa, y con los MRDs que
consideran todas las reglas, con una BR generada con
el método de W-M, se muestran en las tablas 4 y 5
respectivamente.

I a b p | Entr.  Pru. | Entr.  Pru.

o g2
fo | 0.0 0.0 85.11 73.23
f~ 100 03 83.97 73.12 | 84.38 72.71
f 100 0.5 83.37 73.12 | 84.21 72.71
fr 100 08 83.37 71.77 | 85.12 72.09
7103 0.8 77.93 70.23 | 78.70 70.85
f7 105 1.0 74.06 (8.38 | 74.24 68.70

fs | 0.0 0.3 20| 84.63 73.53 | 84.63 73.53
fe | 0.0 0.5 20| 84.59 73.95 | 84.63 73.95
fs [ 0.0 0.8 20 | 8578 73.44 | 85.81 73.13
fs |03 0.8 20| 79.95 70.75 | 80.02 71.05
fe 105 1.0 20 (7546 69.00 | 75.70 68.79
fs 100 03 50| 84.59 73.43 | 84.59 73.54
fs | 0.0 0.5 50| 84.56 73.64 | 84.56 73.75
fs | 0.0 08 50 (8574 73.23 ) 85.74 73.34
fse | 0.3 0.8 50| 80.02 71.05 | 80.06 70.95
fa | 0.5 1.0 50 [ 75.77 73.12 | 84.38 72.71
Tabla 4: PIMA. SCBRD-T1 (1)

[ Inferencia [ Entr.  Pru. |

fa(p=250)+ g2 | 85.78 73.44
fe (p=5)+ g2 | 8580 73.53
fo (p=10) + g1 | 85.85 73.53
Tabla 5: PIMA. SCBRD-T1 (2)

Para esta Base de ejemplos, el método de razo-
namiento que presenta mejor comportamiento es el
basado en el operador Quasiowa. Esto es debido a que
este operador, ademas de la seleccién impuesta por el
concepto de mayoria difusa, realiza por su definicién,
una compensacion de los grados de asociacién, com-
portamiento que tiene buenos resultados en bases de
reglas de cardinalidad alta, como la generada para este
ejemplo por el método W-M.

También para este ejemplo, con el segundo método
de generacién se observa que se incrementa el poder de
generalizacién del SCBRD con la utilizacién de MRDs
que seleccionan la informacién a agregar. Los resulta-
dos se muestran en la tabla 6.
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{ Inferencia | Entr. Pru. |
o 78.67  73.66
fra=06=038) + g 82.71  75.70
fs (a=0b=08p=20) +g, | 81.56 74.26

Tabla 6: PIMA. SCBRD-T?2

5 Conclusiones

En este trabajo hemos presentado una nueva pro-
puesta de métodos de razonamiento aproximado para
Sistemas de Clasificacién Basados en Reglas Difusas.
Los MRDs propuestos seleccionan la informacién a
considerar en el proceso de inferencia a través de
operadores de la familia OWA y bajo el concepto
de mayoria difusa. Hemos estudiado los resultados
obtenidos por estos MRDs con dos bases de ejemplos
y dos métodos de aprendizaje inductivo para la gene-
racién de reglas, comparandolos con los obtenidos por
otros MRDs.

Se ha mostrado que los MRDs propuestos, al se-
leccionar una mayoria difusa de los mejores grados de
asociacion entre las reglas y el ejemplo, incrementan el
poder de generalizacién y de descripcién del sistema.
Ademés se ha apuntado la mejora obtenida por la in-
tegracion de los MRDs un proceso de aprendizaje in-
ductivo, para la obtencién de una BR cooperativa con
el MRD utilizado por el sistema.
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1. Grado de compatibilidad
RM(E?) = mini=y,.. v iy ()

2. Grado de Asociacion
h(R*(E? ,1'1’.‘ = RF(EY). r}'
3. Funcidn de ponderacién. Propuestas:
gi(e)==z, VYzel0,1]
siz <05

—_— zz’
928)= 1 /7, siz>05

4. Funcion de agregacion. Propuesias:
Clasico

Jo(ai,...,as) = maxj=y _,a;
Suma Normalizadas
a;
A a) =

8
Sloee = MaXj=1. M E a;
i=1

Media Aritmética
s

S

Cads) = —i=ls

fa(ay,.
Media Quasiaritmética .
faar,...,a;) = H? [} > H(ai)]
H(z)=2zP, peR =

Sowa and-like ,
falar, ... a5) = a - amin + (1 = a)%Zai
a €[0,1], amin = min{ay,.. .,as}i=1
Sowa or-like )
fslay,...,a5) = & @maz + (1 —0)%201'

i=1
QE[O,I], -,as}

Amar = maz{ay, ..

Badd

8
a4l

>
ot

fe(ar,...,a;) = =5 , «€R
>
i=1

siendo ay,...,a, los valores a agregar

para un ejemplo E* respecto a la clase C;

Tabla 7: Propuestas para los operadores del
Modelo General de Razonamiento
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Abstract

Gilboa and Schmeidler have proposed a so-called
case-based decision theory, where decisions are
chosen according to their performance in
previously experienced decision problems.
Recently, it has been suggested to adapt Dubois
and Prade's possibilistic decision model to the
framework of case-based decision problems.
However, some technical problems that may
appear have already been pointed out. In this
paper we further focus on this issue. In
particular, when solving some of those
problems we are led to extend the original
Dubois and Prade's decision model to cope with
belief states represented by non-normalized
possibility distributions, accounting for belief
states that can be inconsistent to some extent.
We provide axiomatic characterizations of
preference relations among decisions induced by
qualitative utility functions which are formally
similar to the original ones up to modifying
factors coping with the possible lack of full
consistency in the belief representations.

Keywords: Case-based Decision, Qualitative
Utilities.

1 INTRODUCTION

Gilboa and Schmeidler [8] claim that Decision Making
under uncertainty is, at least, partly case-based. They
suggest that people choose acts based on their
performance in the past and they propose the so-called
Case-based Decision Theory (CBDT), as an alternative to
the classical Expected Utility Theory (EUT). This theory
assumes a set M of decision problem instances storing
the performance of decisions taken in different past
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situations as triples (situation, decision, consequence), and
some measure S of similarity between situations. The
Decision Maker, in face of a new situation sg, is proposed
to choose a decision d which maximises a counterpart of
the expected utility, namely the expression

Usy M@ = X(s.d.x)e M S(s0.s)-u(x)

where S is a non-negative function which estimates the
similarity of situations and u provides a numerical utility
for each consequence x. Gilboa and Schmeidler
axiomatically characterise the preference relation induced
by this U-maximisation.

Dubois and Prade [7] propose another approach to Case-
Based Decision. Instead of averaging the utility of
consequences obtained in similar situations, weighted by
a similarity value, they propose to look for decisions that
always gave good results in experienced similar
situations. With this objective they estimate the utility of
a decision d in terms of the degree of inclusion of the
fuzzy set of situations which are similar to the new
situation and where the decision d was experienced into
the fuzzy set of situations where decision d led to good
results.

Dubois and Prade {6] have also suggested a qualitative
counterpart of Expected Utility Theory, in the spirit of the
Von Neumann and Morgenstern's axiomatic foundations
for EUT [9]. They assume that uncertainty is of
possibilistic nature, i.e. belief states are represented by
normalised possibility distributions &, and make only use
of commensurate ordinal preference and uncertainty scales,
equipped with the maximum, minimum and an order
reversing operations. This (Possibilistic) Qualitative
Decision Theory (QDT) appears as the natural decision
theory related to Possibility Theory. In a recent paper [5]
it is proposed an improved axiomatic setting for this
Possibilistic Qualitative Decision Theory [6]. Two



qualitative criteria are axiomatized in a finite setting that
generalise the well-known maximin and maximax criteria.

In [5] a link is established between Dubois and Prade's
Case-based and Qualitative Decision models by estimating
how much plausible x is a consequence of a decision d in
the current situation sg in terms of what extent sg is
similar to situations in which x was experienced after
taking the decision d. So again, a decision or action d can
be identified with a possibility distribution on
consequences. This link between similarity on situations
and possibility distributions on consequences allow us to
apply the previously mentioned qualitative criteria to case-
based decision problems.

However unsatisfactory results may appear if the
distributions associated with the decisions are non
normalised. Indeed, when the distributions are normalised
the optimistic criterion scores a decision higher than the
pessimistic one, as it is expected, but when the
distributions are non normalised the pessimistic utility
may result higher than the optimistic utility. In
possibility theory, non-normalised distributions account
for partially inconsistent representations of belief states.
In order to solve this problem and to include these kind of
distributions in the model, in this paper we extend the
model and provide their corresponding characterisations.

Before analysing the problematic of non normalised
distributions, in Section 2 we summarise already known
results about the possibilistic framework for decision
making. In Section 3 we propose an extension of the
framework and we provide an axiomatic setting
characterising generalised utility functions for non
normalised distributions. Finally, in Section 4 we relate
them to case-based decision and we end up with some
conclusions.

2 BACKGROUND

2.1 POSSIBILISTIC QUALITATIVE
DECISION THEORY

In Dubois and Prade's Qualitative Decision Theory, the
working hypothesis is that uncertainty is modelled by
possibility distributions. Also, it is assumed the existence
of a utility function u: X — U, being U a linearly
ordered finite scale modelling Decision Maker's
preferences on consequences, i.e. the greater is u(x), the
more preferred is x. In a similar way, an increasing in
n(x) means the plausibility of x increases.

In such a framework we may identify each decision with a
normalised possibility distribution on X. Therefore,
choosing the "best"” decision is equivalent to choose its
associated possibility distribution maximising a utility

function % on Pi(X), being Pi(X) the set of normalised
possibility distributions on X, that is,

ded  iff mgcmg  iff Mng) < Mng).

In what follows, S will denote a finite set of situations
and X will denote a finite set of consequences of acts. A
decision or actd, is represented by a functiond: § — X
which provides the consequence of the decision in each
possible situation. V will denote a finite linear scale of
uncertainty, with inf(V) = 0, sup(V) = 1, and Pi(X) the
set of normalised possibility distributions also called
possibilistic lotteries on X over V, ie. Pi(X) = {m: X
— V|3 xe X:n(x)=1}. For the sake of simplicity,
we shall use x for denoting both an element belonging to
X and the possibility distribution on X such that ni(x) = 1
and n(z) = O for z # x. In general, we shall also denote by
A both a subset A < X and the possibility distribution on
X such that m(x) = 1 if x € A and n(x) = O otherwise.
With this convention, we can consider X as included in
Pi(X). The so-called Possibilistic mixture is an
operation defined on Pi(X) that combines two possibility
distributions ®j and my into a new one, denoted
(AMmy, W/nn), with A, p € V and max(A, p) = 1, and
defined as

(M, Wro)(x) = max(min(A, m1(x)), min(i, ©2(x))).

In particular the possibilistic lottery (A/x, Wy) is defined
as the possibility distribution on X such that

A ifz=x
Mx, )Wy)zy=  ifz=y
0 otherwise

Finally, U will denote a finite linearly ordered scale of
preference, with sup(U) = 1 and inf(U) =0, ng: U 5 U
will denote the order reversing involution in U.

As a consequence of the Possibilistic mixture definition
we have the following property (reduction of lotteries):

(Mx, wio/x, Pry)) =(max(A, min(y, o))/x, min (&, B)/y).

In this framework a conservative qualitative criterion is to
look for distributions such that all its plausible
consequences are preferred, while a more optimistic looks
for distributions such that at least one of its plausible
consequences is preferred. In order to define these criteria,
Dubois and Prade [6] assume the existence of an order
preserving mapping h between the plausibility scale V
and the preference scale U such that h(1) = 1 and h(0) = 0.
Then the following pessimistic and optimistic qualitative
utilities are defined respectively:

QU (m) = minye x max(n(m(x)), u(x))
QU*(m) = maxye x min(h(nt(x)), u(x))
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where n: V = U is the order reversing function n=ny o h.
The optimistic criterion has been first proposed by Yager
[15] and the pessimistic criterion by Whalen [14]. One
can easily notice that QU-(r) and QU*(x) are nothing but
the necessity and possibility measures of the fuzzy set u,
with U-valued membership function, w.r.t. the
distribution =¥ (with n*(x) = h(n(x))), namely
QU-(r) = Necg+u and QU*(m) = Pos+u .

Some Remarks:

o QU-and QU coincide with the well know maximin
and maximax criteria when 7 is an all or nothing
distribution.

« QU can be seen as a degree of inclusion of the fuzzy
set 7 of plausible consequences into the fuzzy set u of
preferred consequences, while QU* can be seen as a
degree of intersection of both sets. Indeed, under usual
conditions, QU~(xt) = 1 iff u(x) = 1 for all x that are
somewhat plausible (1t(x) > 0), while QUt(r) =1 as
soon as there exists a fully plausible x (m(x) = 1) such
is that u(x) = 1.

* QU- and QU* preserve the possibilistic mixture, in the
sense that the following expressions hold:

QU (M/my, pima) =

= min{max(n(), QU~(})), max(n(y), QU (n2))}.
QU*(Mry, wnp) =

= max{min(h(2), QU¥(n)), min(h(w), QU*(m2))}.

A first set of axioms was proposed by Dubois and Prade
in [6] for a preference relation E on Pi(X) to be
represented by the (conservative) qualitative utility defined
above. In [S] an improvement of those axioms is
proposed, together with a new proof of the representation
theorem. In the following ® ~ =' means ®' E ® and
TE T

*+ Al: E is a total pre-order (i.e. E is reflexive,
transitive and complete).

* A2 (uncertainty aversion): f tST=> T E 1.

¢ A3 (independence):
1~ 12 = (Mnl, /) ~ (AM/n2, wn) .

* A4 (continuity):
For all & € Pi(X) there exists A € V such that
7 ~ (1/X , Mx), where X and x are a maximal
and a minimal elements on (X, E) respectively.

It has been shown that the set of axioms AX = {Al, A2,
A3, A4} faithfully represent the preference orderings
induced by the above pessimistic qualitative utilities.

Representation Theorem 1. (Pessimistic Utility) A
preference relation E on Pi(X) satisfies axioms Al, A2,
A3 and A4 if, and only if| there exist
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(i) alinearly ordered preference scale U with inf(U) =
0 and sup(U) =1,
(i) a preference function u: X — U such that ul(1)
#@ #u1(0), and
(iii) an onto order reversing function n: V — U such
that n(0) = 1 and n(1) =0,
in such a way that it holds:

T Cr iff #' K7,

where X is the ordering on Pi(X) induced by the
qualitative utility QU", i.e. T <y ©" iff QU(m) < QU (n'),
with QU~(t) = minye x max(n(n(x)), u(x)).

With respect to the optimistic preference criterion, the
uncertainty aversion axiom A2 is changed by a
uncertainty-prone postulate

s A2 iifn < thennE '
and axiom A4 is adequately modified into

« A4t: for all T € Pi(X), there exists A € V such that
7 ~ (MX, 1/x), where X and x are a maximal
and a minimal elements on (X, E).

It is also shown in [5] that AXt = {Al, A2%, A3, A4t}
faithfully represent the preference orderings induced by the
above optimistic qualitative utilities, providing its
respective representation theorem.

2.2 A GENERALISATION FOR MAX-T
POSSIBILISTIC MIXTURES

The possibilistic mixture operation considered in the
previous section to combine possibilistic lotteries was a
max-min combination: (c/%n{, B/n2) = max(min(a, 7y),
min(pB, mp)). Possibilistic mixtures, definable as
consensus functions on L—decomposable measures, L
being a t-conorm operation!, have been studied in [9]. It
is shown there that for possibility measures, i.e. max-
decomposable measures, an admissible class of mixture
operations is obtained by defining

M+(®, T; o, B) = max(oTx, BT

where T is a t-norm? on V and max(a, §) = 1. The
following generalised qualitative utilities are proposed in
[5], as extensions of the qualitative utilities QU™ and

LA measure g: 2X ., Vis L-decomposable if g(AUB) =
g(A)Lg(B) when AnB = @, where Lis a non-decreasing,
associative and commutative binary operation on V, with
vi0=vandvil=1forallve V.

2 A t-norm operation T on V is a non-decreasing, associative
and commutative binary operation on V, verifying v10=10
and vTl=v forallve V.



QU when My is considered instead of the usual
possibilistic mixture,

GQU™(m) = minxieX n@(xi) T Aj)
GQUY(n) = maxye X h(n(xi) T &)

where n(A;)= u(xj) and h(§;)= u(x;). As usual, in these
expressions n and h are an order reversing mapping and an
order preserving mapping from V to U, but further
verifying the following coherence conditions w.r.t. T

n(}) = n(K) = n(oTA) = n(oTR)
h(A) = h() = h(aTA) = h(aTp)

for all o, A, 4 €V. These condition guarantees the
correctness of the above definitions. Now, the reduction of
lotteries follows the next rule:

M+ (M(my, 725 A1, A2), Mr(my, mp; . M2),0, B) =
M(m, m; max(aTAp, BTH), max(oTAy, BTH2)).

In order to characterise GQU™ it is proposed in [5] the set
of axioms AXt = {Al, A2, A3+, A4}, where

* A3+ (independence):
T ~ 7y = M(ny, T o, B) ~ M(m2, 7; @, B)

e A4;: For all T e Pi(X) there exists A € V such that &
~ M+(X, x; 1, &), where X and x are a
maximal and a minimal element of X with
respect to £ respectively.

together with the following representation theorem.

Representation Theorem 2. A preference relation &
on Pi(X), equipped with the mixture operation My,
satisfies the axiom set AX+ if and only if there exist

@) a linearly ordered preference scale U with inf(U) =
0 and sup(U) =1,

(i)  a preference function u: X — U such that ul()
#@=ul),

(iii) an onto order reversing function n: V — U such
that n(0) = 1, n(1) = 0, satisfying coherence
w.rt. T, i.e. n(A) = n(n) = n(@TA)=n(TU),
forall o, A, p eV,

in such a way that it holds:

nCn iff i’ gy,
where <y is the ordering on Pi(X) induced by the
qualitative utility GQU".

For the modelization of the optimistic behaviour, in [5]
they consider the axiom set AXtt = {Al, A2%, A3,
A4}, where

* Ad4*1: For all © € Pi(X) there exists A € V such that
T~ M+(X, x. A, 1) where X and x are a
maximal and a minimal element on X with
respect to & respectively,

and provide the following representation theorem

Representation Theorem 3. A preference relation £
on Pi(X), equipped with the mixture operation My,
satisfies the axiom set {Al, A2%, A3, A4t} if, and
only if, there exist
@) a linearly ordered preference scale U with inf(U) =
0 and sup(U) = 1,
(ii)  a preference function u: X — U such that u~1(1)
0 #ul(0),
(iii) an order onto preserving function h: V. —» U
such that h(0) = 0, h(1) = 1, satisfying coherence
w.r.t. T, i.e. h(A) = h(t) = h(aTA) =h(aTp)
forall o, A, n eV,
in such a way that it holds:

' Eriff i’ qQy =,
where <, is the ordering on Pi(X) induced by the
qualitative utility GQU™*.

2.3 POSSIBILISTIC CASE-BASED
DECISION

As already mentioned, Dubois and Prade [7] propose an
approach to case-based decision, based on possibility and
necessity measures. They assume a given memory of
cases M, a "similarity"3 function 8: S X S — [0,1] that
measures the degree of similarity between two situations,
and a utility function u: X — [0, 1] representing
preferences on consequences. Given a new situation sg and
a decision d, let 89:{ s | (s, d, x) € M} — [0,1] be the
fuzzy set of situations which are similar to sg and where
decision d was experienced, with membership function
84(s) = S(s, sg) and let Gd:{s | (s d )€ M} — [0,1] be the
fuzzy set of situations where decision d led to good
results, with membership function Gd(s) = u(x). They
propose the following utility function

U-SO,M(d) = min(s d,x)e M S(s, 50) = u(x),

where — is chosen as (x — y) = N(x)Ly with 1L a
conorm and N an involutive negation, that measures the
degree of inclusion of 89 into G4. When only ordinal
interpretations are meaningful, 1 = maximum, so

U~sp M(d) = mings d,x)e M max(N(S(s, s0)), u(x)).

The corresponding dual "optimistic" behaviour consists in
selecting decisions which led to good results in at least
one situation similar to sg, using the dual criteria

U*so M(d) = max(s,d,x)e M min(S(sp, 5)), u(x)).

Applying the following Case-Based Reasoning Principle
[4], "The more similar is sg to s, the more possible x is a

3 Actually we are speaking about fuzzy proximity relation on
S, i.e. 8is symmetric and reflexive.
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consequence of d at sp" to each case (s, d, x)e M, in [5]
they define the possibility distribution mq 55: X = V
associated to d and sg (depending also of $and M) as

nd,so(x) = max{S(sp, s) [ (s, d, x) e M},

where, by convention, we take max @ = 0. g, s0(X)
represents the plausibility of x of being the consequence
of sg by d. So, a decision or act d, at the new situation
sp. can be identified with its possibility distribution
T4,sq- If there exists an element s in S such that
(s,d, x) € M and S(sg, s) = 1, Td,sq will be normalised.
Taking U = V =[0,1], it can be shown that

U-so(d) = QU-(nd,so) and U+s()(d) = QU+(nd,SO)-

If my 5 is normalised it is always the case that U*g,(d) 2
Usy(d), as expected. However, if Tg g is not normalised
we may obtain unsatisfactory results like the fact that the
pessimistic utility U~g,(d) may be higher than the
optimistic utility U+So(d). Indeed, when max(s d,x)e M
S(s, sg) < 1, i.e. when decision d has been never
experienced on a situation completely similar to sq, for
example if for all x, {s | (s, d x)e M, S(s, sg) >0} =@,
we have U'So(d) =1 which is counterintuitive. In order to
solve this problem, it is proposed in [4], taking U=V =
[0, 1], to modify the previous definitions as

Ursg(d) = min{4(tq s))). QUM s))}
U+so(d) = max { nU(z‘(nd,so))» QU+(/V(7[d‘50))}

with 4 being the height of the distribution, i.e. 4(x) =

maxxe X K(x), and #(xt) the normalisation of T, i.e. the

distribution Mr)(x) = 1 if w(x) = &(x) and MR)(x) = &(x)

otherwise. In the case we are requiring V and U to be

finite, linear and commensurate scales, it is proposed in

(3]

Ursg(d) = min{h(4(mg,5()), QU (M1g,50))}
U+so(d) = max{ n(/‘(nd,so)), QU+(”(7td,So))}

with h and n as usual.

3 REPRESENTATION OF POSSIBI-
LISTIC UTILITIES FOR NON NOR-
MALISED DISTRIBUTIONS

3.1 THE PURE ORDINAL CASE
We consider now the set of possibilistic lotteries as the
set Pi®*(X) of non necessarily normalised distributions on

V. We keep the same notion of possibilistic mixture in
Pi¢%(X) as in Pi(X), i.e.

PME(z, 72, A, W) = Mgy, p/np) =
= max{min(A, x(x)), min(K, x(x))}.

where max (A, i) = 1. Thus the reduction property
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(Mmy W(oumy, Pima)) =
= (max(A, min(W, a))/xy, min(y, B) /x2)

still holds. Now we consider the qualitative (or ordinal)
utility functions on Pi®*(X), corresponding to those
considered at the end of section 2.3 in the case-based
decision framework:

QU (m) = min{ QU (Mm), h(4(x))}
QU* () = max {QUH(Mm), n(4(m))}.

Let & be a preference relation in Pi€*(X). We will denote
by E its restriction to Pi(X), ~c and ~ the corresponding
indifference relations and inv the reversing involution in
Pi(X)/~4. In order to characterise the preference orderings
induced by the utility QU-, we extend the axiom set AX,
defined on (Pi(X), E) in Subsection 2.1 with the
following additional axiom

* AS: For all T € Pi®*(X) there exists A €V such that
~c (1/M(x), Mx), where X and x are a maximal and
a minimal elements of (X, E) respectively, and A
€V is such that my € inv[(1/X, 4(w)/x)], with m)=
(1/%, AMx).

The intuitive idea behind this axiom is that, according to
the above utility function QU", a non-normalised
possibilistic lottery &t is indifferent to the corresponding
normalised lottery #A(x) provided that this is modified by a
uniform uncertainty level corresponding to the normality
degree of the lottery expressed by the its height 4(x).
Notice that x is indifferent to the whole set X, so &t is
indifferent to the lottery (1/Mx), 4(x)/X).

Representation Theorem 4 ("Pessimistic” Utility).
A preference relation ¢ on Pi®*(X) satisfies axiom set
AX = AX U {AS} if, and only if, there exist
(i) alinearly ordered preference scale U with inf(U) =
0 and sup(U) = 1,
(ii) a preference function u: X — U such that uwl(y#
@ = u1(0), and
(iii) an onto order preserving function h: V — U such
that h(0) =0 and h(1) =1,
in such a way that it holds:

ECem iff '
where < is the ordering induced on Pi®*(X) by the
qualitative utility QU".
Proof.
<) Let us introduce the order-reversing mapping n:V— U

defined as n(A) = ny(h(XA)). Consider now the utility
function QU defined in terms of n and u. Axioms AX are

4When we have both scales of uncertainty and preferences,
Pi(X)/~ is "isomorph” with U, and then inv is like nyj.



verified because of QU- restricted to Pi(X) is equal to QU-
and by theorem 1, we have that X satisfies AX, where
Xy is the ordering induced by QU-in Pi(X). Now we
verify AS. Using that h is onto, we may choose A such
that n(A) = h(4(xm)), then as QU- preserves possibilistic
mixtures

QU-(I/Mm), Mx) = min{ QU (Mx)), n(A}} =
= min{ QU (M®)), h(4(m)} = QU-(m).

—) Since E satisfies axioms AX we may apply theorem
1. So, we have determined the existence of U, n and u
satisfying (i) and (ii) such that QU- represents £, with
QU (n) = minge x max(n(n(x)), u(x)). Now we define
h = ny o n, h satisfies (iii). Since A5 guarantees that 3 A
such that & ~. (1//4(x), Ax), we define

QU (m) = QU(1/Mxm), M).

Now we verify that QU" represents &, in the sense that
n'C.n iff QU (n") < QU (). By AS and A4 we have
that exist A, A’ such that T ~, m), &' ~¢ 7ty and QU (m)
= QU (m), QUA(x) = QU (my). So ' E¢ miff 'S¢ My,
and as QU- represents E we have that QU (wy") £
QU (7). Then recalling that QU- coincides with QU™ on
Pi(X), we obtain that indeed

T E¢ niff QU(x) < QU (m).

It remains to prove that QU () = min{ QU(M(x)), h(4(x)}.
Since QU- preserves mixtures, and A5 guarantees that 3 A
such that t ~¢ (1/#4(x), A/x),

QU (m) = QU (I/M(x), Mx) = min{QU-(M(®)), n(A)},

and since m), € inv[(1/X, 4(®)/x)] we have that n(_) =
h(4(x)), so we finally obtain that

QU (m) = min{QU(M(xm)), h(4(m))}. O

In a similar way, we may characterise the "optimistic"”
utility on Pi€*(X), using the set of axioms AX™ plus

* A5t: For all t € Pi®X(X) there exists A € V such that
T ~¢ (I/#(m), MX), where X and x are a
maximal and a minimal elements on (X, )
respectively and A € V is such that
7y, € inv[(h(m)/ X, 1/x)], with ), = (M X, 1/x).

We then have a corresponding representation theorem for
th eoptimistic behaviour, whose proof is very analogous
to the pessimistic case and it will be omitted.

Representation Theorem 5 ("Optimistic” Utility). A
preference relation (Pi®*(X), E.) satisfies axioms Al,
A2%, A3, A4t and AS*, if and only if there exist
(i) alinearly ordered preference scale U, with inf(U) =
0, sup(U) =1,
(ii) a preference function u: X — U such that uwl) =
@ = u1(0), and

(iii) an onto order reversing function n: V — U such
that n(0) =1, n(1) = 0,
in such a way that it holds:

TERIffr 4F,

where < is the ordering on Pi®X(X) induced by the
qualitative utility QU.

3.2 THE CASE OF MAX-T POSSIBILISTIC
MIXTURES

In order to extend the above decision model coping with
possibly non normalised distributions to the case of
generalised max-T mixtures introduced in Section 2.2 of
the form

M+(z, &) o, B) = max(aTz, BTI)

with max(a, B) = 1, now defined in Pi®*(X), we propose
to consider the following utilities

GOU(m) = min{GQU"(Mxm)), hi4(m))}
GQU*(m) = max{GQU(M®)), n(4(m)}.

In a very mimetic way to previous sections, we consider
the axiom set AX+ ={Al, A2, A3+, Ad+, AS5+}, where
the new axiom AS+ is the suitable adaptation of previous
axiom AS for the present type of mixtures.

* AS+: For all & € Pi®X(X) there exists A € Vs.t. T ~
ML (MT), X, 1, M), where X and x are a maximal
and a minimal elements on (X, £) respectively
and A € V is such that m) € inv[M(X, x, 1,

H(m)], with my = M(X, x, 1, A).

Representation Theorem 6. A preference relation &
on (Pi¢*(X), M) satisfies axioms AX~ if, and only if,
there exist
(i) alinearly ordered preference scale U with inf(U) =
O and sup(U) =1,
(ii) a preference function u: X — U such that ul(h) =
@ = u1(0), and
(iii) an onto order preserving function h: V — U such
that h(0) = 0 and h(1) = 1, satisfying coherence
w.r.t. T, i.e. h(A) = h(u) = h(aTA) =h(aTp)
forallo, A, L eV,
in such a way that it holds:

E'Ecrn iffr' g x,
where X is the ordering in Pi¢*(X) induced by the
qualitative utility GQU".

Proof. The proof is very similar to the case when T is the
minimum. Consider n = ny o h. To verify axiom A5+
take in account that GQU" preserves extended mixtures, in
the sense that
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GQU-(M+(ryq, Mo, A, W) = min{n(AT 81), n(uT 82)}
with n(Sj) = GQU(x;), and the fact that by the coherence
condition, we have that

n(d7) = 0 implies n(1t T 82) = n(W).

So, we only sketch the proof for the "only if" part. As E
satisfies AXt, we may establish the existence of n, U and
u, such that GQU"(n) = min;e x nOT(x{) T Aj), where
n(A;)= u(x;), represents E. Consider h = nyj o n. Since for
any & € Pi®X(X) A5+ guarantees that 3 A such that
I ~c M (ME), x, 1, A), we define

Q—QLJ-.(E) = GQU-(MT(/V(E)y X, 19 A’))

As before, we may verify that GQU" represents &¢ using
the fact that GQU- represents E and axiom A5 and
A4+ It remains to prove that

GQU () = min{ GQU (M), h(4(xm))}.

By A5+, there exists A s.t. & ~c M+ (Mx), x, 1, L), s0 as
GQU () = GQUM (M), %, 1, 1)) and

GQU-(M(my, w2, A, 1)) = min{n(AT &), n(1L T 33)}
with n(8j)= GQU (w;), we have that
GQU (M1 (Mm), x, 1, A)) = min{n(1T &), n(A T 32)}

with n(81) = GQU-(#x)) and n(82) = GQU-(x) =0 =
n(1). Therefore using the coherence condition of n w.r.t.
T and the fact that n(87) = n(1), we obtain that

GOU(x) = min{GQU"(Mn)), n(M}},

and because of Ty inv[]M+(X, x, I, 4(x)] we have that
n(A) = h(4(xt)), we obtain that

GOU (m) = min{ GQU(MD)), h(4(m))}. a

As usual, we also have a similar representation theorem
for an optimistic case with the extended mixture,
corresponding to the following axiom set AX*+={Al,
A2% A3q, A4t A5}, where

« AS*+: For all & € Pi®%(X) there exists Ae V such that
I ~c M(#m), X, 1, L), where X and x are a
maximal and a minimal elements on (X, E)
respectively and Ae V is such that
e tv[M1(X, x, 4(&), 1], with ) = M(X,
x, A, D).

4 BACK TO CASE-BASED DECISION

Finally, using the link between similarity on situations
and possibility distributions on consequences described in
Section 2.3, we just propose here to apply the generalised
qualitative utility functions GQU- and GQU™* (for a given
t-norm T defined on the uncertainty scale V, see 2.3) for
case-based decision.
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First, we recall our hypotheses. We assume as given a
deterministic memory of cases M c S x D x X, being S a
finite set of situations, X a finite set of consequences and
D the set of decisions available. We have two finite
qualitative scales linearly ordered V and U for similarity
and preferences respectively, being commensurable
between them, and a "similarity” function 8: Sx S - V,
that measures the degree of similarity between two
situations, and a utility function u: X — U representing
preferences on consequences. As previous, let 89 be the
V-fuzzy set of situations which are similar to sg and
where decision d was experienced, with membership
function sd(s) = $(s, sg) and let G4 be the U-fuzzy set of
situations where decision d led to good results, with
membership function Gd(s) = u(x).

So, if we are interested in acts s.t. that in all the
situations similar to sg, d led in good results, we are
looking for decisions that maximise this function,

GU () = GQU (ng 5 =
= min{h(4(1d sp))» GQU (Mg 50))}

while if we are looking for decisions which gave a good
result is a similar situation we may want to maximise

GU*sy(d) = GQU*(rq,s) =
= max {n(4(14 5)), GQU*(ﬂ(nd,SO))}.

Finally, let us remark that GQU'(ﬂ(nd,SO)) can be still
regarded as the degree of inclusion [$9 ¢ GY] of the fuzzy
set of situations similar to sg into the fuzzy set of
situations in which d led to good results if we define

(89 € GY) = Ming/s d.x)e M (8(s) = GY(s))

where a > b(ae V, b e U) is a many-valued
implication function of the type "not(a and not b)",
interpreting the "and” by a t-norm T, and because of the
different domains involved (V, U) has to be formally
expressed as a —> b = n(a T B), where n() = b.
Analogously, GQU*(ﬂ(nd,so)) is still a degree of
intersection [$9 N G9] provided that we define

[89 " GY] =Maxg/s.d.xeM (59(s) ® Gd(s))

where ® is a t-norm like function (a many-valued
conjunction operation) defined as a ® b = h(a) Ty b,
where Ty is a transform of the t-norm T (defined on V)
into U.

5 CONCLUSIONS

In this paper we have been concerned with representational
issues of preferences in the framework of a possibilistic
(qualitative) decision model under uncertainty, originally
introduced by Dubois and Prade. This decision model
differs from other alternatives to EUT found in the
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literature (see for instance [1, 2, 3, 6, 8, 10, 12, 13]) in
that only ordinal scales of uncertainty and preference are
required. The model is extended here to cope with decision
problems where the belief state may be partially
inconsistent. This amounts to let the model allow for
ranking possibly non-normalised possibility distributions
on the set of decision consequences. The model provides
dual conservative and optimistic evaluation functions,
formally similar to the original expressions which cope
with ordinal uncertainty up to modifying factors which
cope with the lack of normalisation of belief states. The
lack of normalisation may appear quite naturally when
applying the possibilistic decision model for case-based
decision problems, as it has been discussed in the paper.
Finally, generalisations of the model by allowing non
purely ordinal expressions in the utility functions have
been also considered.
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José M. Benitez, Ignacio Requena
Dpto Ciencias Computacién e Inteligencia A.
Universidad de Granada

requenaiddecsai.ugr.es

Resumen

La segmentacién sin clases previas en
situaciones reales, tiene el problema de la
asignacion de una semantica a las clases
obtenidas. Una vez realizada la

clasificacion, difusa o no, el experto
necesita manejar las clases, poniéndoles un
nombre (0 una semdntica) para que les sean
utiles en su quchacer cotidiano. En este
trabajo se propone una metodologia, basada
en reglas difusas, para la asignacidn de esta
semantica
Palabras  Clave:

Segmentacion, reglas

difusas. asignacion de semantica a clases..

1 INTRODUCCION

El problema de la segmentacion es muy

importante en muchas situaciones de la vida real.

Muchas empresas o  instituciones  realizan
continuamente segmentaciones de sus clientes,
productos. que permiten a la empresa realizar
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acciones directas sobre los mismos, controlar
procesos, etc..

Por ejemplo, en un banco o entidad financiera,
las relaciones con los clientes es una de las
componentes mds importantes para el éxito de la
empresa. Las necesidades de cada cliente han de estar
claras en la mente de los expertos que desarrollan la
planificacién estratégica de la entidad. La mcjora v
diversificacion de los productos ofertados c¢s una
constante diaria, debido a la creciente competencia
entre diferentes entidades.

La segmentacidén juega un papel crucial en el
conocimiento del comportamiento de los clientcs, y
este es basico para el desarrollo de estrategias de
actuacién en temas de concesion de créditos.
introduccién y ofertas ce nuevos productos etc..

Lo habitual es definir unas clases de
comportamiento y asignar a cada cliente una de las
clases, de acuerdo con la informacién que se tiene de
los mismos. Esta segmentacion suele ser excluyente.
estan realizando

aunque ultimamente se

segmentaciones difusas. segmentacion suele  ser
excluyente, aunque dltimamente se estdn realizando
segmentaciones difusas. La identificacion de las clases sc

suele hacer por expertos de la propia empresa o contratando



una consultora. La segmentaciones excluyentes tienen el
problema de ser muy rigidas en las fronteras de separacién
entre unas clases y otras, 1o que con frecuencia distorsiona
un poco la situacién. Por ello se tiende cada vez mas al uso
de las segmentaciones no excluyentes, entre las que se abren
paso de forma importante las segmentaciones difusas.

En muchas situaciones reales, la determinacion
previa de las clases distorsiona la realidad, por lo que seria
muy interesante hacer la segmentacién sin establecer
previamente las clases. En este caso, y suponiendo una
clasificacion aceptada de los items (clientes, productos, ...),
surge un problema adicional, que es ¢l de establecer una
semdntica adecuada a las clases obtenidas, para que los
diferentes departamentos de la empresa puedan hacer util la
segmentacion realizada.

En trabajos anteriores, hemos desarrollado
metodologias basadas en Redes Neuronales, para obtener un
conjunto de reglas difusas que describan correctamente un
sistema [1.2 ]. En otro trabajo [3], apuntamos la
posibilidad de realizar las asignaciones de una semdantica a
las clases, ¢ indicabamos la forma de hacerlo. En este
trabajo se desarrolla lo indicado en [3], usando los métodos

sefialados en [1,2]

2 REGLAS DIFUSAS PARA UNA SEGMENTACION
SIN CLASES PREVIAS
En [1] se describe un procedimiento de obtencién
de reglas difusas. que llamamos metodologia de seleccion,
mediante un proceso de seleccién de reglas, a partir del
conjunto de todas las reglas posibles, de acuerdo con un
conjunto de etiquetas previas para cada variable. Se entrena
una RNA con los ejemplos disponibles del sistema y se
comprueba para cada regla, de todas las posibles, su
adaptacion a la RNA entrenada, rechazando las que no se
adaptan bien. Sobre las reglas no rechazadas, se aplica un
algoritmo tipo greedy (voraz), que va seleccionando las

reglas que cubren mejor los ejemplos del sistema, segin un

grado de cobertura. El proceso finaliza cuando la cobertura
sobre los ejemplos es suficiente.

En [2] se describe un procedimiento constructivo,
que permite obtener las variables relevantes para cada salida
del sistema, y no necesita ectiquetas previas para las
variables, ya que se construyen directamente.

En primer lugar se obtiene un conjunto de pre-reglas
para cada salida posible del sisterna (cada clase en
problemas de segmentacion). En segundo lugar, para
construir las ctiquetas, se consideran los valores de las
variables que intervienen en una salida y se realiza una
clasificacion (clustering ) difusa, mediante un método de
clasificacion difusa (C-medias difusa, Mapas de Kohonen
difusos, ...). Cada clase dara lugar a una regla efectiva.

Para construir las etiquetas de la regla, se ordenan los
datos de la clase para cada variable en la pre-regla, v se le
asigna a cada valor una frecuencia proporcional al grado de
pertenencia a la clase. Se obtienc asi. una distribucion
estadistica de los valores de esa variable en cada clase.

Construimos la etiqueta correspondiente a cada
variable, como un niimero difuso trapezoidal. considerando
los valores extremos para el soporte, v los cuartiles 1 y 3 de
la distribucién para la moda.

Estos procesos, aplicados a problemas de
segmentacion, necesitan que las clases sean conocidas
previamente, yva que se utiliza aprendizaje supervisado.
Cuando las clases no se conocen prcviamente, antes de
aplicar los métodos sefialados mds arriba, se realiza una
segmentacion sin clases previas adecuada. Nosotros hemos
utilizado el método de Chiu [4]. Este método permite
obtener una clasificacion difusa sin fijar previamente el
naumero de clases ni los centros.

Para ello, asigna a cada ejemplo, una medida de su
potencialidad como centro de una clase, y selecciona como
centros los que parece que mejor van a representar al
conjunto de ejemplos. Los datos han de estar normalizados
en el mismo rango (normalmente el intervalo [0.1]. El

potencial de cada punto depende de la distancia a los demas
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puntos, y de un pardmetro inversamente proporcional al
radio de la clase (cuantos mas puntos haya dentro de ese
entorno,

Con la segmentacion obtenida, ya podemos aplicar los
reglas  difusas,

procesos de obtencion de descritos

anteriormente.

3 ASIGNACION DE UNA SEMANTICA A LAS

CLASES

En los procesos de segmentacion sin clases
previamente definidas, un aspecto intercsante es la
asignacion de una semdntica a las clases obtenidas, es decir,
describir la clase en forma suscinta y clara, para que el
usuario pueda manejar las clases, sin tener que controlar la
lista completa de los items en la misma. Este aspecto, que
en la literatura cientifica es poco relevante ya que importan
sobre todo el nimero de clases y los centros de las mismas,
es un aspecto crucial en aplicaciones y situaciones reales,
va que para los expertos que han de manejar las clases
obtenidas, es fundamental ponerles un “nombre” a cada
clase. que refleje de forma adecuada la pertenencia de cada
item a las clases.

Proponemos la siguiente metodologia para asignar
una semdntica a las clases obtenidas en un proceso de
segmentacidn sin clases previas, en situaciones de la vida
real. donde la opinidn de los expertos que posteriormente
van a manejar las clases tiene gran importancia.

Suponemos que disponemos de un conjunto de
ejemplos que incluyen los valores de las variables que
vamos a usar en la clasificacién. No tenemos un conjunto de
clases previamente definido. Separamos los ejemplos en un
conjunto para el aprendizaje, y otro para la verificacion
(test) de los resultados obtenidos. Entonces, los pasos a

seguir son:

1) Con los ejemplos de aprendizaje, realizamos una

clasificacién sin clases previas, siguiendo el método de
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2)

3)

4

Chiu [4].

Junto con los expertos del sistema, se revisa la
segmentacion obtenida, usando por un lado el
conocimiento que los expertos tienen del sistema, para
analizar la  homogeneidad intraclases y la
heterogeneidad interclases, y por otro lado el conjunto
de ejemplos de test. Este andlisis se basa
fundamentalmente en la experiencia de los expertos,
que conocen, de acuerdo con los datos de los registros,
si dos registros pueden y/o deben estar en la misma

clase, y si las clases obtenidas parecen adecuadas.

Para obtener los resultados adecuados
al criterio de los expertos, a veces habra que
modificar levemente los parametros del
método de Chiu.

Generalmente, la aportacion de los
expertos suele ser la necesidad de incorporar
clases no obtenidas por el proceso de
clasificacion sin clases previas, pero que son
fundamentales en la planificacion estratégica

de la entidad.

Con la clasificacion obtenida, aplicamos la metodologia
constructiva para obtener un conjunte de reglas que
describan adecuadamente el sistema obtenido en los
pasos 1) y 2).

Asignamos una semantica inicial a cada clase, teniendo

en cuenta lo siguiente:

- A cada variable en la(s) regla(s) que definen la
clase le asignamos un intervalo de valoracion.
obtenido a partir del centroide de la etiqueta de la
variable, de forma que su amplitud a izquierda v
derecha recoja la forma de la etiqueta.

- Cada clase puede estar definida por una o mds
reglas, y en cada regla puede haber varias
variables. Los intervalos de las variables en Ia

misma regla se unen con el conector “Y”. Los



correspondientes a distintas reglas, se unen con el
conector “O”.
- Lasemadntica tendra la forma:
SI all <varll<bll Y al2<var2l<b2l Y ...
0]
SI a2l <var2l<b2l Y a22 es valor22 Y ...

ENTONCES elitemestien la clase Cl

La variable a22

cualitativa, no numérica.

refleja una variable

Ut
A

De nuevo se dialoga con los expertos del sistema o

entidad, con dos objetivos:

- Estar seguros de que los expertos comprenden bien
la semantica establecida

- Buscar junto con los expertos un “lenguajc” mas
cercano al uso que se hard de la segmentacion que
describa la semantica establecida.

6) Establecer la semantica definitiva y fin del proceso

La intervencién de los expertos del sistema
que tratamos de clasificar es fundamental en dos fases de la
metodologia. En el paso 2, para estar seguros de que las
clases obtenidas y la asignacion de los items a las clases
responde realmente al sistema. En el paso 5, para estar
seguros de que la forma en que las clases estin descritas
son adecuadas al uso que de estas descripciones se va a
hacer en la realidad.

Teniendo en cuenta que el método de
obtencion de reglas difusas es valido, tanto si la
clasificacidn de partida es crisp o difusa, la asignacion de Ia
semdntica a las clases obtenidas puede realizarse tanto para
una segmentacion crisp como para una segmentacion difusa.
En este caso, el grado de pertenencia de los items a la clase

se calcula como agregacion (usando p.e. el minimo para los

“conectores Yy el maximo para los conectores O) a partir de

una asignacion lineal entre el centroide (valor 1) y los
extremos (valor 0) del intervalo asociado a cada variable

en el paso 4 de la metodologia descrita.

4 CASO DE ESTUDIO

Hemos utilizado el procedimiento descrito en el
apartado anterior, durante el desarrollo de un Proyecto de
Investigacion  sobre Segmentaciéon Difusa de Clientes,
realizado para una entidad bancania.

Se trataba de verificar con la tecnologia sefialada,
si la segmentacién que la Entidad venia usando era
ratificada o no por nuestro procedimiento, tanto en munero
de clases consideradas, como en la asignacién de los items a
las distintas clases.

La Entidad disponia de una segmentacion crisp de
los clientes en 8 clases. Para la asignacion de los items a las
clases se¢ utilizaban hasta 15 variables diferentes. En el
preprocesamiento de los datos, necesario para otras fascs del
proyecto, estas 15 variables fueron resumidas en 9
variables de entrada. Dispusimos de 3000 items, de los
cuales, 600 fueron usados para el aprendizaje, y el resto para
la fase de verificacion.

Describimos ahora la aplicacion del proceso.

PASO 1.-

Tras la aplicacion del método de Chiu, les
presentamos a los expertos de la entidad. dos
segmentaciones crisp ligeramente diferentes con 6 clases
cada una. También se les present6 una segmentacion con 35
clases. Estas segmentaciones diferentes se obtuvieron
modificando ligeramente los parametros internos del

método de Chiu.

PASO 2.-
En el dialogo con los expertos, se deseché la
segmentacion de 5 clases, y se aceptd de forina basica, una

de las de 6 clases. Aunque nuestro sistema no las considerd
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como clases diferenciadas, los expertos afiadieron 2 clases
mas que consideraban importantes, de acuerdo con la
planificacion estratégica de la Entidad.

PASO 3.-

La aplicacion def método constructivo para obtener
las reglas difusas nos permitié obtener un conjunto de 10
reglas, 1 por clase, excepto 2 clase con 2 reglas cada una. A

titulo de ejemplo, la regla obtenida para una de las clases

era:
SI wvarl (0,0,0,0) Y var3 (45, .45, 46, .47)
Y var7 (0,0,0.01,0.1)
ENTONCES C4
PASO 4.-

Se obtuvieron las descripciones de las clases en la
forma ya sciialada anterioremente. A titulo de ejemplo, la
semantica asignada a la clase C4 fue:

La semdntica inicial obtenida para esta clase fue:

SI wvarl aprox. 0 Y var3 menor que 17
Y wvar7 menor que 900
ENTONCES C4
PASO 5.-

En el dialogo con los expertos de la Entidad,
pudimos observar, ya que era el objetivo principal del
experimento, que las clases obtenidas, con sus semdanticas
respectivas estaban bdsicamente de acuerdo con las clases
iniciales que la Entidad manejaba, teniendo en cuenta las
dos clases afadidas por planificacién estratégica de la
propia entidad.

Donde si habia diferencias, importantes en algunos
casos, era en la composicién de las clases, es decir, en la
asignacion de items a algunas de las clases. Esto hacia que
las semanticas asociadas a las clases, vilidas basicamente,
para la segmentacion obtenida con nuestro procedimiento,
no fuesen totalmente vdlidas para 3 clases de la

segmentacion de la Entidad.
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PASO6.-

Se establecieron las semanticas definitivas para la
segmentacion obtenida con este procedimiento, y se ratifico
su comprension con expertos que no habian participado en

el proceso de asignacion de seméntica a las clase.

5 CONCLUSIONES

Se ha dado un procedimiento, aplicable a
situaciones de la vida real, para asignar semdnticas, y
a partir de éstas, posiblemente nombres simples, a las
clases obtenidas mediante procesos de segmentacion
sin clases predefinidas. Para ello, se ha utilizado una
metodologia basada en reglas difusas.

Se ha aplicado en un proceso real de obtencion

de clasificaciones difusas, como alternativa a las

clasificaciones excluyentes, en clientes bancarios.
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RESUMEN

En los problemas de razonamiento numerico
solemos conocer solamente una proporcién o
porcentaje del total de clementos de un
conjunto que cumple determinada propiedad, tal
como pertenecer a otro conjunto. Si tenemos
varios de estos datos , las reglas de
razonamiento numérico tratan de determinar o
de acotar el conocimiento relativo a porcentajes
de total de elementos que cumplen otras
propiedades no explicitadas en los datos de
partida. El método que se presenta en este
trabajo trata de extender a este tipo de
razonamiento la operacién acumulacién y la
inferencia de resultados que puede realizarse
cuando los datos que se tienen son relativos a la
verdad o la falsedad de los enunciados

Palabras Clave: razonamiento numérico, razonamiento
aproximado,acumulacién,agregacion. Propagation rules

1. INTRODUCCION

En [2] y [4] se presenté un concepto y un método para
realizar una acumulacion de los conocimientos , €xactos o
aproximados,relativos a la valoracién en el intervalo {0 1]
de la verdad de enunciados referidos a un universo finito.
Esta acumulacién es aplicable también a enunciados
valorados en {0,1} mediante una operacién interna del
conjunto de simbolos {0,1,*k} (Casasnovas (31
estudiada ya por Belnap[l] ), que representan la
afirmacién , la negacién, 1a ignorancia y la contradiccion,
respectivamente.En [5] se extiende el método a medidas
de Posibilidad y de Necesidad
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El interés de esta acumulacién consiste en que , ademas
de ser un método operativo, es capaz de mostrar al final
del proceso el total de la informacién disponible sobre
cada uno de los elementos del 4lgebra de enunciados, con
lo cual es posible enunciar nuevas proposiciones
verdaderas o calcular la valoracién exacta o aproximada
de estas nuevas proposiciones.

En este trabajo se realiza 1a aplicacion del método a un
ejemplo sencillo de razonamiento numérico que se
encuentra , entre otras, en [7]. En este ejemplo se
comprucba que con la acumulacién de la informacioén
disponible se consigue un conocimiento numeérico,
aunque aproximado, superior al precisado para la
deduccion del resultado buscado y que, por tanto, €s
posible por una parte precisar mds €l resultado y por otra
realizar valoraciones de otros enunciados.

La cuestion que se plantea es la siguiente:

Sean A, B y C predicados clasicos sobre un universo de
discurso U, finito. Supongamos que se conocen los datos:

pAsonB,gBsonC
pBsonA,q'CsonB

Por una parte :
y, porotra:

Donde p,qp’.q° son nimeros en [0 1], por ejemplo
porcentajes

La pregunta es : jqué puede concluirse en la forma :
rAson C, r’Cson A?

La solucién que aparece en [7] es la siguiente:

TEOREMA:
Se cumple:

p/p’ Max (0,p+q-1) <r<min(1,1 ~p+q- p/p’) m
q/qMax (0,q+p - 1) <r<minl, 1-q’+p-q/q) (2)

y la demostracion es aritmética, después de expresar
convenientemente el predicado “A'y C”




2. EXPLICACION DEL METODO QUE SE
PROPONE

El método que aqui se quicre aplicar es el siguiente:

La informacion completa referente a 1a situacion que nos
ocupa consistiria en conocer:

la parte del total de elementos de A que sonde By de C

la parte del total de elementos de A que son de B pero
no sonde C

Ia parte del total de elementos de A que nosonde By
son de C
Ia parte del total de elementos de B que nosonde Ay
son de B
etc.

Es decir, informacion numérica referente a cada uno de
los enunciados que hemos colocado en un diagrama para
mayor capacidad de sintesis

Tabla 1
TanIBAlC | TanBATC
TAABAC | TAABAC
AABBAC | AABAC
AABBAIC | AnBATC

Pero el problema es que esta informacion en general no
estd disponible, sin6 que solo poseemos los datos
numéricos de algunas de las casillas de 1a tabla 1,0 del
total de un grupo de ellas.

Por ejemplo, en el caso que nos acupa , disponemos de la
siguiente informacion:

Si llamamos |A| al cardinal del conjunto A y
analogamente para los otros conjuntos ; si representamos
por ¢l simbolo * la ausencia de informacion (sea o no

deducible por el método que sea)
Tabla 2
*
a-p)iBl
*
* *
* *

Tabla 3
* *
a-q)lcl qiBl=
=qlcl
* *
Tabla 4
* *
* *
aplal  |plalkp Bl

Cualquier afirmacién sobre las  proporciones
cuantitativas en cada casilla que no produzca
contradicciones al acumularla a los datos es una situacion
posible

Lo que queremos averiguar es precisamente el maximo y
el minimo posible de la suma x +y en una afirmacién
como la siguiente:

Tabla 5
* *
* *
ylAl x|Al
* *

De forma que la acumulacién con la informacién
disponible no produzca contradicciones

Tal como se expone en [2], si tenemos informacion sobre
un conjunto de n casillas y la acumulamos con
informacion no contradictoria sobre un subconjunto de m
casillas, se produce informacion sobre el subconjunto de

n —m casillas restantes
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Asi, si acumulamos toda la informacién disponible
(expresada en las tablas 2,3 y 4) con el resultado
incognita (expresado en la tabla 5) obtendriamos:

Tabla 6

(19 B|-
* plakxla
a-q)lck

—ylal QB kxlal

yl,[:‘ll XAl
=
—yli)l PlAlxA|

Las condiciones para que el resultado de la acumulacién
sean validos , es decir no contradictorios es que los
resultados obtenidos en cada una de la casillas no sean
negativos, es decir :

xlalz0 3)

qBlxlAl>0 (C)

pal=xlal>o0 )

a-gBl-plal+xlalzo (6)
que puede expresarse:

max 0, pla |- (1-q@ B < x|A < min(plal, qBh(7)
o<ylAl<min(@-plAl, a-q)ich ®

Este resultado es mds fuerte que la tesis del teorema
enunciado, expresado en (1) ,ya que si sumamos miembro
a miembro las desigualdades (7) y (8), y teniendo en
cuenta que:

Bkpp lal; ICl=qq B ©)
obtenemos una cota inferior para x +y igual precisamente
a max (0, pp’(p’ +q — 1)), mientras que obtenemos una
cota superior menor o igual que min(p+1-p, 1-p+
+q-pp)

Analogamente, si acumulamos la informacién en
funcién de la parte del total de elementos de C,

obtenemos: Tabla 7
(-9 BIl-
* -p B
+x’ lcl
a-qlck |qlck
- icl -’ lc|
Y’ ic| x' Bl
a-plal-{pBl-
-y'Icl —~x’Ic|

Y la condicién para la ausencia de contradiccién es 1a no
negatividad en cada casilla, con lo cual obtenemos :
Max(0, q'/q @1+ @ lCh<x’ICI<
< min(q’ICl, p'q’/qiCh (10)

o<y’ IClsmin((1 ) Icl, pa/pa @ -pylch an

lo cual es mas fuerte también que lo precisado para
demostrar 1a tesis (2) del teorema propuesto

Ademas, hemos obtenido acotaciones para cada una de
las cantidades x,y,x’, € y* por separado y , sustituyendo
valores obtendriamos facilmente acotaciones para cada
casilla.

3. EJEMPLOS:
3.1.- Supongamos los datos:

1/5 parte de elementos de A son de B y una ; parte de
elementos de B son de C, por otra parte, sabemos que
5/12 parte de B son de A y que 6/32 parte de C son de B

Entonces :

max(0, 1/5/5/12(5/12-1+%)<x+y<
<min (1, } - 1/5+1/2 - 1/5/5/12) 12)
Es decir,
0<x+ys<l (13)

Sin embargo, aplicando (1) y (2), resulta,
respectivamente:
0<x<min(l/5 %-1/5/512)=1/5 (14)

0<y<min((1-V5),(1- 6/32)%-1/5/6/32-5/12)=
= 4/5 (15)

cuyas acotaciones determinan( tomando por ejemplo, lal
= 25) las situaciones extremas expresadas en las tablas 8
y9:

Tabla 8
* 1
26 6
0 0
20 5
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Tabla 9 Tabla 12
* 6 * 9
6 1 2 14
20 5 0 0
0 0 20 5
Tabla 13
Siendo posible cualquier situacion intermedia, como:
* 14
Tabla 10
0 9
* 3
2 5
8 4
18 0
18 2
Y no es posible :
2 3 Tabla 14
Pero no del tipo: * 14
Tabla 11
-2 9
* 6
4 5
6 0
16 0
17 6
0 Aunque sigue cumpliendo 0<x+y<1
2

Apesardequesecumple: 0<x+y<l1

3.2.- Ejemplo:

Supongamos que 1/5 de elementos de A son de B, % de
elementos de B son de C, que 5/28 elementos de B son de
A yque 14/16 de C son de B. (y que tomamos €l niimero
de elementos de A es de 25)

Entonces:

0 =Max(0,1/5/5/28 - (5128 + 12— 1)< x+y<
<min(1,1-1/5+%-1/5/5/28)=1 (16)
Pero:
0=Max(0,1/5/5/28 - (5/28 + 2 - 1)< x <
<min(1/5, 1/5 - 1/2/5/28 )= 1/5 a7n

0<y<
< min (4/5, (1 — 14/16) - 1/5:1/2/(5/28:14/16)) = 2/25 (18)

que detemina las siguientes situaciones extremas:

3.3.- Ejemplo: (propuesto en [7))

El 90% de los estudiantes son jovenes; 25% de los
jOvenes son estudiantes

El 90% de los jévenes son solteros; 60% de los solteros
son jévenes

En [7]se obtiene:

Al menos el 54% de los estudiantes son solteros
El porcentaje de solteros que son estudiantes varia entre el
10%y el 56°7%

Mientras que con la acumulacion sc obtiene, ademds de
los anteriores, resultados como:

Al menos el 54% de los estudiantes son jévenes y solteros
Como maximo el mimero de estudiantes jévenes que son

solteros es de 90%
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Como méximo el nimero de estudiantes que son solteros
pero no jovenes es del 10%
Etc.

5. CONCLUSIONES

El método que se ha aplicado en este trabajo no es una
demostracién en sentido clasico de un resultado
propuesto, sind que se realiza una acumulacién de la
informacién disponible independientemente de los
resultados buscados y , posteriormente se estudia la
veracidad del resultado propuesto acumulandolo a la
informacion disponible.

Ademas, 1a acumulaciéon de la informacién disponible
permite estudiar la veracidad de cualquier otro resultado
que se proponga.

La aplicacion de un método que cstaba formulado para
un tipo de resultados verdadero-falso de enunciados de la
propia algebra al razonamiento numérico permite albergar
la opinién de que el método es extensible a un
razonamiento que utilice proposiciones borrosas
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