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Presentacion

En 2016, coincidiendo con su designaciéon como Capital Europea de la Cultura, Donostia-San Sebastian
acogera del 25 al 27 de mayo la celebracion del XVIIl Congreso Espaniol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy
(ESTYLF 2016).

El ESTYLF celebra en esta especial ocasién sus 25 afios de existencia desde que tuvo lugar su primera
edicion en Granada en 1991. Desde ese momento, el congreso ha constituido un foro de discusién, abierto a
todas las personas interesadas en la Légica Fuzzy y sus aplicaciones, en el que presentar resultados, debatir
ideas y exponer proyectos relacionados con el area.

Este volumen recopila los resimenes de las 5 conferencias plenarias y los 117 trabajos aceptados para
su presentacién en el congreso. Se han organizado 13 sesiones especiales cuyas diferentes tematicas cons-
tituyen una muestra de la extensa variedad de aplicaciones en las que la lo6gica y las tecnologias fuzzy tienen
cabida.

Deseamos agradecer a todos los que han hecho posible el buen desarrollo que este congreso, incluyendo
a autores, miembros de los comités, organizadores de sesiones especiales, evaluadores, patrocinadores y, en
general, a todas aquellas personas que de una u otra manera han contribuido a su celebracién.

Donostia-SanSebastian, Mayo de 2016
Cristina Alcalde
Humberto Bustince
Francisco Javier Fernandez
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The age of aggregation

Bernard De Baets

KERMIT, Department of Mathematical Modelling, Statistics and Bioinformatics
Ghent University, Coupure links 653, 9000 Gent, Belgium
Bernard.DeBaets@ugent.be

The study of aggregation functions is undeniably one of the most important spin-offs of fuzzy
set theory. Although the major part of the literature considers the aggregation of numerical
values, also qualitative linearly or partially ordered scales are witnessing increased attention.
One could say that there is a shift towards the aggregation on structures.

Given the data-generating era we are living in, materialized in the buzzword big data,
a dedicated study of aggregation processes has become even more indispensable. This lec-
ture is an appeal to the fuzzy set community to play a key role in this endeavour. This can
only be achieved with an open mind. Firstly, although the unifying conditions of aggregation
functions (boundary conditions and monotonicity) are extremely basic, we claim that their
generality might be questioned. Secondly, the aggregation of structured information, such as
rankings, graphs, trees, posets is likely to become a hot topic.

In short, we expect to see an increasing interest in the aggregation of relational data, just
as has been the case already in the closely related field of machine learning. We will focus
on the aggregation of rankings, point to largely ignored monotonicity issues and downgrade
the role of distance metrics in favour of the recently introduced monometrics, which should
be appealing to the fuzzy set community.

In this way we might all work together to achieve aggregation 2.0.
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La combinacién de la gran cantidad de datos disponible en la actualidad y de las herramien-
tas necesarias para su procesamiento conforman lo que se conoce como big data. Aunque el
término big data se refiere al tamano de los conjuntos de datos a procesar, también implica
la necesidad de su andlisis en tiempo real cuando recibimos flujos continuos e ingentes de
datos, y la posibilidad de manejar una gran variedad de estructuras, datos numéricos, textua-
les, enlaces, Hay que tratar con datos cuyo volumen, diversidad y complejidad requieren el
uso de nuevas arquitecturas, técnicas, algoritmos y andlisis para gestionar y extraer el valor y
conocimiento oculto en ellos... por ello se habla de las 3 V’s (volumen, velocidad y variedad).

Los datos y la capacidad para procesarlos y extraer conocimiento son el "nuevo oro" en
la economia digital en la que nos adentramos. Como consecuencia, ha surgido un area de-
nominada ciencia de datos que recoge todos los escenarios en los que los datos tienen un
papel estelar con el objetivo de convertirlos en conocimiento. La ciencia de datos engloba a
las 4reas conocidas como aprendizaje automético, mineria de datos, big data,

Los sistemas difusos comenzaron utilizdndose para la representacion de conocimiento
experto, conocimiento expresado lingiliisticamente que permitié el desarrollo de los controla-
dores difusos. Posteriormente se emplearon para representar conocimiento extraido de bases
de datos y comenz6 el auge del aprendizaje automdtico de sistemas difusos, desarrollando-
se multiples propuestas con diferentes herramientas tales como redes neuronales, algoritmos
genéticos, clustering, modelos ad-hoc, ... Después asistimos al largo y rico debate sobre el
equilibrio entre interpretabilidad y precision en el modelado difuso, y el papel que la inter-
pretabilidad jugaba en el disefio y posterior uso de los sistemas difusos, debate como ejercicio
dialéctico que perdura y que en la mayoria de los casos no termina con conclusiones que ten-
gan una utilidad real a nivel practico. Abierta queda la discusion sobre el papel que juegan
los sistemas difusos frente a otros modelos igualmente interpretables como los arboles de
decision o sistemas basados en reglas en general, asi como su papel dentro de la teoria del
aprendizaje automdtico y la ciencia de datos. Todos estos estudios han ido en paralelo al
desarrollo de aplicaciones, muy reconocidas en el uso de controladores difusos, actualmente
una tecnologia mds a disposicion de los ingenieros. Igualmente podemos encontrar multiples
aplicaciones de sistemas difusos en el modelado de datos.

Hoy en dia esté aceptado que los sistemas difusos son una herramienta mas en el modela-
do de datos, aunque todavia no se han desarrollado estudios que analicen el papel que juegan:
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"cudndo y donde deben ser utilizados y por qué". No basta hacer referencia a la interpreta-
bilidad, hay que mostrar el porqué de esa interpretabilidad, o por qué apostar por el uso de
los modelos de reglas difusos, modelos con solapamiento frente a los modelos tipo divide
y venceras como los drboles de decision. Se pueden plantear varias preguntas para reflexio-
nar sobre la interpretabilidad: ;Cudndo es titil la descripcion lingiiistica o las reglas fuzzy?
(Son utiles los modelos interpretables en problemas complejos y con gran cantidad de datos?
. Se deben seguir diseiando modelos fuzzy mas complejos y no interpretables via fusion de
modelos, para ser competitivos en precision? Por otra parte, existen otros modelos mas alla
de los sistemas basados en reglas, como los prototipos difusos representados por técnicas de
vecino mds cercano, donde los algoritmos "fuzzy kNN" son otra excelente alternativa a los
modelos clésicos, o el uso de la teoria de los conjuntos difusos fusionada con otros modelos
de aprendizaje (SVM, redes neuronales fuzzy, arboles de decision fuzzy, ). Todos ellos son
alternativas estudiadas en la literatura especializada, cuyo uso no estd analizado a nivel teéri-
co ni caracterizado a nivel préctico.

En el escenario actual de big data, se nos abren importantes posibilidades para el empleo
de los sistemas difusos. El uso del modelo de programacion "MapReduce" nos sitia en un
nuevo escenario donde nos encontramos los problemas ya conocidos de "falta de densidad de
datos", "pequefios conjuntos aislados", consecuencia del particionamiento de los datos en la
etapa "Map". Por otra parte obtenemos modelos parciales que hay que combinar para mos-
trar modelos globales en un entorno de big data. Estudiar bajo qué condiciones los sistemas
difusos pueden ser una herramienta importante para estos problemas es un reto actual en la
teoria de sistemas difusos que puede hacer de éstos una herramienta importante en este nuevo

escenario.

En este contexto, la conferencia se planteard desde una doble perspectiva: por una parte
hacer una breve introduccién al uso de los sistemas difusos en big data, mostrando los resul-
tados existentes y los retos abiertos; y por otra discutir su aplicacién en la ciencia de datos,
analizando el papel que juegan los modelos de aprendizaje basados en conjuntos difusos en
la actualidad, y los retos abiertos en los multiples escenarios de la ciencia de datos. Una pre-
gunta queda en el aire: jcudl es el sitio de los modelos de aprendizaje basados en conjuntos
difusos y/o sistemas difusos en la ciencia de datos? Es labor de la comunidad de soft compu-
ting dar argumentos tedricos y practicos para que jueguen un papel importante en los nuevos
restos de la ciencia de datos.
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De las funciones de agregacion a las multidistancias:
toda una experiencia

Gaspar Mayor
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Cuando uno llega a una cierta edad y la vida le ha permitido dedicarse durante mucho
tiempo a la investigacion, no estoy seguro que sea una buena idea hacer balance de lo que
ha significado para los demds y para uno mismo esa dedicacién. No s€ si es bueno recordar
los logros alcanzados, los fracasos acumulados, el tiempo perdido en busquedas inutiles, la
emocion de una idea fructifera, etc., pero la amable invitacion de la que he sido objeto, y que
agradezco de todo corazén, me libra de la duda, y me aboca a hacer un repaso del trabajo
de investigacion llevado a cabo desde principios de los afios ochenta (del siglo pasado) hasta
hoy.

Lo primero que tengo que hacer es recordar a los principales responsables de que durante
mds de 35 anos haya trabajado en esto de la creacion cientifica y, mds concretamente, en
algunos de los temas que pertenencen al intervalo marcado por el titulo de esta contribucion.
Por otra parte, vienen a mi memoria aquellos libros y articulos que me aportaron ideas para
empezar a trabajar en mis primeros temas de investigacion. Sin duda es importante para
un investigador haber tenido la suerte de contar con buenos maestros, y de haber topado con
publicaciones sugerentes. Este es mi caso, y por ello agradezco a unos (los maestros) y a otros
(los autores de las publicaciones) su decisiva contribucién a mi carrera como investigador.

Entre las mayores satisfacciones que he tenido en todos estos afos tengo que citar las
derivadas de la direccion de tesis doctorales, que, ademds, han marcado hitos en mi propia
actividad investigadora. No importa decir, en esta misma linea, que la constitucién del grupo
LOBFI (Loégica Borrosa y Fusion de la Informacién) a finales de los afios ochenta ha repre-
sentado seguramente uno de los mayores logros en los que he podido participar. Ha sido una
satisfaccion ver crecer a este grupo de investigadores que se ha convertido al cabo de los afios
en un grupo de referencia tanto en Espafia como fuera de ella.

Para terminar esta introduccion, seria obligado referirme a las lineas de investigacion en
las que he trabajado y que, en definitiva, constituyen la principal razén de ser de mi con-
tribucion, pero creo que serd mejor que las exponga, junto con el desarrollo de lo anterior,
hablando de viva voz.

Dedicado a mis maestros y a mis discipulos.
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El anélisis de conceptos formales (FCA) se ha convertido en una linea de investigacion muy
activa, tanto desde el punto de vista tedrico como del préctico. Su gran aplicabilidad es mo-
tivo suficiente para estudiar de un modo més profundo sus mecanismos subyacentes, y una
forma importante de este conocimiento adicional se obtiene a través de la generalizacidn.

Se han desarrollado diversas variantes de FCA, la mayoria de las cuales se centran en
incluir modos de razonamiento alternativos que dan lugar al uso de adjetivos adicionales (di-
fuso, posibilista, rough, etc.). Sin embargo, no se ha publicado mucho en ciertas nociones
especificas, tales como los vinculos entre contextos formales.

Una de las motivaciones para introducir la nocién de vinculo fue la de proporcionar una
herramienta para el estudio de correlaciones entre contextos formales, de alguna manera imi-
tando el comportamiento de las conexiones de Galois entre sus reticulos de conceptos co-
rrespondientes. En esta charla trataremos con generalizaciones de la nocién de vinculo en un
entorno L-difuso.
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Cosas que he aprendido en mis cuarenta afos de logica borrosa

Enric Trillas
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Trataré, Unicamente, acerca de dos temas que me parecen relevantes para quienes
investiguen, o quieran aplicar, la I6gica borrosa. Ambos tienen a ver con una correccion que
me gusta hacerle a la conocida afirmacion de Zadeh, ‘fuzzy logic is a matter of degree’,
para transformarla en ‘fuzzy logic is a matter of degree and design’ remarcando la
diferencia con metodologias de tipo mas formal ™. Hablaré sobre los conceptos de ‘fuzzy
set” y de enunciado condicional, que son parte de cuanto mis mas de cuarenta afios
dedicados a la l6gica borrosa, me han ensefiado que presentan sombras que pueden llevar a
disefiar mal un sistema. Ninguno de los dos puede darse por cerrado y, como se mostrara,
en ambos existen cuestiones aun abiertas que les otorgan un interés que va mas alla de una
simple descripcion.

1. De forma abusiva, se confunde un conjunto borroso de etiqueta linglistica P en
un universo del discurso X, con una de sus funciones de pertenencia pp: X [0, 1] cuando,
de los conjuntos borrosos, no se sabe bien qué tipo de entidades son, al no conocerse
ningun criterio de identidad que los individue. Por el contrario, al identificarlos con una
funcion de pertenencia y con la identidad funcional punto a punto, resulta que cada
predicado P origina en X una multitud de conjuntos borrosos y sin que exista evidencia de
ello en el lenguaje natural que esta en la base de la llamada l6gica borrosa. Es una vision
formal que deja lagunas tales que parece razonable repensar aspectos como es, por ejemplo,
qué representa una funcién pp, qué nos muestra realmente del conjunto borroso. Se
intentara explicarlo partiendo de que P genera una pseudo-entidad (ciertamente nebulosa)
llamada el ‘colectivo linguistico de los P’ como es, por ejemplo, si P = joven y X =
habitantes del Pais Vasco, ‘los jovenes vascos’, o si P = pequefio en X = [0, 10], ‘los
nimeros pequefios entre 0 y 10’; tales colectivos linglisticos estan, por lo menos, bien
anclados en el lenguaje, significan algo que sabemos reconocer. Por mas que sea facil
contra-argumentar que asi no se hace sino cambiar ‘conjunto borroso’ por ‘colectivo’,
conviene afiadir que si, en un dmbito que no es puramente formal !, algo observable debe
tomarse siempre por inicial, lo significativo es no solo explicar qué representa up mas alla
de una funcién ™, sino ligarlo con su disefio, con su especificacion v, asf, poder ver al
colectivo bajo otra luz; algo en lo que aun hay algin cabo suelto que se mostrara en la
charla y que hace que el tema aun deba considerarse abierto.

2. Nada en la logica borrosa es universal, sino situacional, dependiente del
significado contextual y, con frecuencia, guiado por un propdsito como son, por ejemplo,
las funciones de pertenencia, las que representan a los conectivos, los modificadores y los
cuantificadores ™. También es asi con los enunciados condicionales o reglas, “Si p,
entonces g’ (p->q) que, en general, no muestran sino una relacion entre el antecedente p y
el consecuente g y presentan, para su disefio y por lo menos, dos caras distintas; la de su
significado y la forma que este le impone, asi como la de su representacion acorde con el



XVIII Congreso Espanol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy (ESTYLF 2016)

uso que se pretenda del mismo. En suma, su forma simbdlica y su especificacion ™. Por
ejemplo y en el caso clasico, una forma ‘material’ que quiera usarse para deducir-adelante,
debera cumplir la desigualdad del Modus Ponens (p - (p->q) < q) y para deducir-hacia-atras
la del Modus Tollens (q” - (p->q) < p’). Sin embargo y en el razonamiento de sentido
comun aparecen otros usos en los que el consecuente solo es conjeturable desde el
antecedente y la regla, debiéndose cumplir por tanto, p - (p->q) </ q’. Un problema
relacionado es el de la representacion de los condicionales en las formas conjuntivas de
Mamdani o Larsen ™, imponiendo la rara conmutatividad de la conjuncién en el lenguaje.
La importancia practica de los sistemas descritos por reglas linglisticas imprecisas, muestra
el interés del ya viejo problema de los enunciados condicionales que, no obstante, tampoco
puede considerarse resuelto por completo. Las més de cuarenta funciones que han sido
empleadas para representar las reglas borrosas y pertenecientes a varias formas distintas,
son una muestra de ello.

La Idgica borrosa mantiene sus puertas abiertas a nuevas, no rutinarias y creativas
ideas, especialmente si se la ve, en lugar de otro tipo de l6gica deductiva, como un estudio
experimental y teérico en los ambitos reales del lenguaje natural y el razonamiento
ordinario no necesariamente de tipo deductivo formal. Ese es, a mi modo de ver, el camino
a seguir hacia el ‘Computing with Words’ de Zadeh ™! que no hace, en realidad, sino volver
a sus primeras ideas'® y que, a la vez, podria permitir desanudar el llamado ‘nudo gordiano’
de la Inteligencia Artificial.
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From a theoretical point of view, negation operators have been extensively studied in
different works [4, 5]. Two of the environments in which these operators have a remarkable
importance are fuzzy logic and fuzzy logic programming. In this abstract, we will remind the
notion of adjoint negations which arise as a generalization of residuated negations. Adjoint
negations are defined from the implications of an adjoint triple [1] and several properties
of them have been recently introduced [2]. We have also introduced an algorithm which
computes the whole set of negation operators from two finite posets considering the strong
negations only.

Definition 1. Let (P, <|) and (P>, <5) be two posets, (P3,<3, 13) be a lower bounded poset
and (&, ,™\) an adjoint triple with respect to Py, P, and P3. The mappings n,: P, — P,
and ng: Py — Py defined as: ny(x) = L3\ x, ng(y) = L3z y, forallx € P, y € P, are
called adjoint negations with respect to P and P>. The operators ng and n, satisfying that
x = ng(n,(x)) and y = ny(ns(y)), for all x € Py and y € P, are called strong adjoint negations.

The following theorem shows that adjoint negations can be uniquely defined from strong
adjoint negations by means of a bijection between adjoint negations defined on two posets
and strong adjoint negations defined on two complete meet-semilattices [3]. This theorem
extends an interesting result about the relationship among weak and strong negations defined
on a complete lattice studied in [4].

Henceforth, two posets (P, <p), (Q,<p) and two complete meet-semilattices (P', <p),
(@', =) with maximum elements T p and T, respectively, such that P C P and Q' C Q
are considered. Hence, they are complete lattices although they are not complete sublattices
since, for example, the join in P’ is not the join in P.

Moreover, Npr o) (P, Q) will denote the set of pairs of adjoint negations (ns,n,) with
respect to P and Q satisfying that ng(P) = Q" and n,(Q) = P, and SN(P', Q') will denote the
set of pairs of strong adjoint negations (n},n/,) with respect to P’ and Q'.

Theorem 1. There exists an one to one correspondence between Np: o\ (P, Q) and SN (P, 0.

Corollary 1. Given a pair of strong adjoint negations (nl,,n,) with respect to P’ and Q', there

s$1°'n
exists a pair of adjoint negations (ns,ny) with respect to P and Q defined as:

n(p) = ni(zp) with zp=Ap{y€P'|p<y}
na(q) = mylzg) with zg=Ng{x€ Q' |q<x}
such that ng ,, = n, My = n,,, and ng(P) = Q', n,(Q) =P
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Now, from these results the following algorithm to compute the whole set of adjoint
negations w.r.t. two finite posets is introduced.

Algorithm 1: Computing N(P, Q)
input : Two finite posets (P,<p) and (Q, <)
output: N(P, Q) - Adjoint negations which can be defined on (P, <p) and (Q,<p)

Meet-Subsemilattices of P with Maximum (MSM(P)) := 0;
Meet-Subsemilattices of Q with Maximum (MSM(Q)) := 0,
Dual[MSM(P)] :==0;

Isomorphisms(Dual[MSM (P)|,MSM(Q)) := 0;

Computing the power set of P: 2(P) = {P'| P’ C P};

for each A € Z(P) do

L if (A, <p) is a complete meet-semilattice with maximum element then

XA N R W N -

| add (A, <p) to MSM(P)

9 Dual[MSM(P)] := {(A,<2) | (A,<p) € MSM(P)};

10 Computing the power set of Q: Z2(Q) ={Q' | Q' C 0};

u for each B € #(Q) do

12 if (B, <p) is a complete meet-semilattice with maximum element then
13 | add (B,<g) to MSM(Q)

14 for each X € Dual[MSM(P)| andY € MSM(Q) do
15 if Isomorphisms(X,Y) # 0 then
16 L add Isomorphisms(X,Y) to Isomorphisms(Dual [ MSM(P)|,MSM(Q))

17 N(P,Q) := Isomorphisms(Dual[MSM (P)],MSM(Q));
18 return N(P,Q)

where Dual(MSM(P)) will contain the dual poset of each meet-semilattice with maximum
in P and Isomorphisms(X,Y) is the set of isomorphisms between X and Y at the end.
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Fuzzy relation equations were introduced by E. Sanchez [5] and they have been applied
to different frameworks, such as, approximate reasoning, decision making, fuzzy control, etc.
The existence of the solutions of these equations have been studied in many papers [1, 2, 4].
Nevertheless, the characterization and computation of the minimal solutions has not been
studied so much.

Based on a general framework, in which the minimal solutions of each solvable fuzzy
relation equation exist, this paper introduces an efficient procedure in order to obtain the
minimal solutions of a general fuzzy relation equation, in which the operators may neither be
commutative nor associative. For that, an extra property in the operators is assumed which is
not very restrictive since, for instance, it is satisfied by the usual t-norms.

The general residuated operator considered to define the fuzzy relation equation will be
denoted as ®: L x L — L and will be order preserving operators with an operator —: L x L —
L satisfying the following adjoint property with ®, for each x,y,z € L,

x®y=z ifandonlyif y<x—z (1)
Definition 1. Given the pair (©®,—), a fuzzy relation equation is the equation:
RoX =T, 2)

where R: U XV — L, T: U xW — L are given finite L-fuzzy relations and X : V xW — Lis
unknown; and Ro X : U X W — L is defined, for eachu € U, w € W, as

(RoX)(u,w) = \/{R(u,v) ©X (v,w) | v € V}.
It is well known that the fuzzy relation equation (2) has a solution if and only if
(R=T){v,w) = N\{R(u,v) = T(u,w) |uc U}

is a solution and, in that case, it is the greatest solution, see [5, 6].
The following property is fundamental in order to ensure the computation of the minimal
solutions.

10
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Definition 2. Given an operator ©: L X L — L, we will say that it holds the IPNE-condition
(making reference to that © is Infimum Preserving of arbitrary Non-Empty sets), if it verify

a® \{bi|ieT=N{aob;|ieT} (3)
for each element a € L and each non-empty subset {b; | i € T'} C L.

In [3], the following procedure was proposed for a linear lattice (L, <). Given the fuzzy
relation equation (2), where R, X, T are finite, and ® satisfies the IPNE-Condition; if it is
solvable, then, for each (u,w) € U x W

Viw ={vs €V | R(u,vs) © (R=T){vg,w) =T (u,w)} # 0
For each vy € V,,,,, let us consider

ey = /\{d el ‘ R<M,Vs> Od= T<M,W>},

e, 1f v=y

and the fuzzy subsets S,,s: V — L of V, defined by S,,,s(v) = { 0 otherwise

And, let us consider S, = {Syus | Vs € Vi }. From these sets, the following characteriza-
tion arises.

Theorem 1. A fuzzy relation X : V X W — L is a minimal solution of Equation (2) if and only
if, for each w € W, the fuzzy set X,,: V — L, defined by

Xpw(v) =X (v,w)
is a minimal cover of {Sy,, |u € U}.

The necessity of considering nonlinear lattices in the applications has increased in the last
years. Hence, generalizing the previous characterization is a need. The procedure is more
complex, since other level of subsets need to be considered and the conjunction among them
is different. The details of this generalization will be presented in a next extension of this

paper.
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El uso de las tecnologias digitales a lo largo de la cadena de valor manufacturera juega un
factor clave para el impulso del crecimiento en la productividad de los procecos industriales
[1]. La fabricacién avanzada implica una monitorizacién de las lineas de produccién y el
acceso rapido a la informacién generada. Por lo que el andlisis inteligente de datos se estd
estableciendo en el sector como una herramienta esencial a la hora de extraer conocimiento
util en forma de modelos, y su posterior uso para la toma de decisiones.

Este articulo presenta el trabajo realizado para analizar un proceso de soldadura por re-
sistencia (figura 1.a) que representa un paso critico dentro de una linea de fabricacién de alta
cadencia. En la soldadura por resistencia, la union entre diferentes metales se consigue medi-
ante la aplicaciéon combinada de calor y fuerza en el punto de unién. En el proceso analizado,
ésta combinacion es muy delicada tanto para la degradacion de los electrodos, como para la
calidad de la pieza producida. Los electrodos se van deteriorando progresivamente y afectan
directamente a la calidad de las piezas producidas. Se ha realizado un andlisis de datos de
proceso basado en la 16gica difusa [2], con el objetivo final de avanzar hacia un escenario
de fabricacion con cero defectos. El andlisis se centra en evaluar la calidad de las piezas
producidas y el estado de degradacion de los electrodos, para lo que se busca: (1) determinar
cuantitativamente las relaciones entre la aparicion de defectos con diferentes patrones de fun-
cionamiento, (ii) correlacionar las condiciones de fabricacién con los atributos de calidad de
las uniones obtenidas, (iii) identificar pardmetros de proceso que afectan significativamente
en la calidad de producto final. Esta evaluacién permitird determinar (a) cudndo deben cam-
biarse los electrodos y (b) la combinacién optima de pardmetros de soldadura para extender
la vida util de los electrodos asegurando asimismo la calidad de las piezas producidas.

Actualmente, el conocimiento del proceso estd basado en la experiencia de operarios
cualificados. Este trabajo propone realizar un andlisis y modelado “off-line”, en el que se
ejecuta un agrupamiento de atributos de calidad de pieza (pardmetros de salida) empleando el
metodo FKM (fuzzy k-means clustering) y se obtienen cinco clases. Posteriomente, se utilizan
los parametros de soldadura (8 pardmetros de entrada) para clasificar las clases identificadas.
Para implementar el modelo de clasificacion difuso se ha utilizado inicialmente el metodo
de Isibuchi (FRBCS.W) del paquete frbs [3]. Para cada uno de los 8 pardmetros de entrada
se han definido 5 etiquetas con funciones de pertenencia triangulares. El tipo de -norma y
t-conorma selecionados son MIN y MAX respectivamente y se ha utilizado la funcion de
implicacion de Zadeh. Los ratios de clasificacion medios obtenidos son del 88.5%.

Proyecto realizado en colaboracién con la empresa ORKLI, S.Coop.
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Los resultados obtenidos (figura 1.c) muestran que se pueden determinar los atributos
de calidad de las piezas producidas y la degradacién de los electrodos en funcién de los
parametros de soldadura. El trabajo realizado se usard como base para desarrollar un sistema
de inspeccion de calidad no destructivo en tiempo real que serd utilizado para la toma de
decisiones. Por dltimo, cabe mencionar que este trabajo también representa un intento de ver
la aplicabilidad, en forma de velocidad y facilidad de uso, de la 16gica difusa para entornos
de fabricacion reales.
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Figura 1: a) Esquema del proceso de unién por resistencia para unir chapas metdlicas. b)
Evolucion de una variable durante el ciclo de vida de un electrodo. En verde los valores de
cada pieza producida. Las lineas negra y rojas muestran el valor medio y las desviaciones
estandar respectivamente. c) Reglas obtenidas en el clasificador difuso. El drea de los circulos
es proporcional al nimero de reglas de cada clase donde aparece la etiqueta correspondiente.
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La relacion que existe entre predrdenes y operadores de consecuencias borrosos usando t-
normas ha sido ampliamente estudiada ([1],[2]). En esta relacion subyace, entre otras nocio-
nes, la transitividad borrosa.

El concepto de transitividad se define usando una t-norma. Sin embargo, en algunos casos,
una t-norma puede ser demasiado restrictiva. En este contexto, se introduce un concepto de
transitividad mds general, usando un operador mas general, denominado conjuntor, exigiendo
s6lo la monotonia y la preservacion de las condiciones de contorno que extienden la nocién
de transitividad en conjuntos clasicos ([3]).

En el presente trabajo se generalizan la regla composicional de Zadeh, el concepto de
preorden y la nocién de coherencia usando conjuntores y se analizan bajo qué condiciones
los resultados fundamentales que existen con el uso de t-normas son mantenidos usando el
concepto de conjuntor.

Definicion 1.-Una operacion binaria x en [0,1] se dice que es un conjuntor si
(C1) x1%y1 < xp % y2 siempre que X1 < x2; y1 < y2
(C2)0x0=0,0%x1=0;,1x0=0;1x1=1.

Definicién 2.-Un conjuntor x en [0,1] verificando ax 1 = 1xa = 1 para todo a € [0,1], se
dird conjuntor con unidad o con identidad.

En lo que sigue, * denotard un conjuntor cualquiera con unidad (es sencillo probar me-
diante ejemplos que los resultados presentados en este trabajo no se mantienen, en general,
para conjuntores sin unidad).

Definicion 3.-Una relacion borrosa R definida en un universo X se dice x-preorden borroso
Si

(P1)R(x,x) =1V x€X (reflexividad)

(P2) R(x,z) > R(x,y) *R(y,z) V x,y,z € X (*-transitividad).

Recordemos la definicion de operador de consecuencias borroso.

Agradecemos la financiacién parcial del Gobierno de Espafia bajo los proyectos FIS2011-28820 y
TIN2014-59543-P
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Definicién 4.-Un operador entre subconjuntos borrosos C : [0,1]X — [0,1]X se dice Opera-
dor de Consecuencias Borroso (FCO, abreviadamente) si:

(C1) 1 C C(u) para todo subconjunto borroso u € [0,11%  (inclusién)

(C2) 1y C tp = C(u1) C C(Up) para todos y, ps € [0,1]X (monotonia)

(C3)C(C(u)) = C(u) para todo u € [0,1]X  (idempotencia).

La siguiente nocién de *-coherencia juega un papel esencial en la construccion de predrdenes
a partir de operadores de consecuencias borrosos. De hecho, como veremos, es una condicién
suficiente para que la relacién inducida por un operador C mediante Re(x,y) = C(¢x)(y)
resulte un x-preorden.

Definicién 5.-Un operador entre subconjuntos borrosos C : [0,1]X — [0,1]X se dice que es
x-coherente si [1(a) * C(@,)(x) < C(u)(x) para todo u € [0,1)X para todos (a,x) € X x X,
donde @, representa la funcion caracteristica ordinaria del singleton {a}.

Para el proceso de generacion de FCOs a partir de relaciones borrosas, se tiene:

Teorema 1.-Si R es un x-preorden borroso entonces el operador Cy dado por la regla com-

posicional de Zadeh, Cy(1t) = [t o* R es un FCO, donde (1 o* R)(x) = sup {t(w) *R(w,x) }.
weX

Ademds, Cy es un FCO x*-coherente. Para el proceso inverso, se tiene:

Teorema 2.-Si C es un FCO x-coherente, entonces Rc(x,y) = C(¢x)(y) es un x-preorden

borroso.

Teorema 3.-Cy(¢x)(y) = R(x,y) y Rc; (x,y) = R(x,y).

Con los resultados antreriores, tenemos la siguiente cadena de contenidos:

Q,CcQ'cQ,cQcQ  donde,

Q' = {C’ C: [07 I]X — [07 1]X}’

Q = {C|C es FCOY,

Q, = {C € Q| Rc es * —preorden},
Q*={Ce Q| Ces*—coherente} y

Q, ={Ce€Q[3IR x—preorden,C = Cg}.

Finalmente, se muestra, mediante amplias familias de operadores, que la cadena de conteni-
dos anterior estd formada por contenidos estrictos.
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En una serie de articulos cldsicos Chang ([1]), Lowen ([4]) y otros desarrollan la teoria de
espacios topoldgicos fuzzy. Ligadas a estas nociones aparecen distintintas definiciones de
compacidad fuzzy ([5]). Por otra parte Rosenfeld en [6] formula los elementos de una teoria
de grupos fuzzy. A partir de los enfoques de Lowen y Rosenfeld, Foster ([2]) desarrolla el
concepto de grupo topoldgico fuzzy.

Recordemos que un grupo fuzzy G en X se define como un conjunto fuzzy en X cum-
pliendo G(xy) > min(G(x),G(y)) y G(x~ ') = G(x).

Si X tiene una topologia fuzzy v, podemos considerar en G la topologia inducida 7.
Entonces G es un grupo topoldgico fuzzy si las aplicaciones (x,y) — xy y x — x~! son rela-
tivamente fuzzy continuas.

Partimos de un grupo topoldgico localmente compacto abeliano Hausdorff (X, 7) al que
dotamos de la topologia fuzzy inducida por 7, ®(7), dada por el conjunto € (X,I,) de las
funciones continuas de (X, 7) en I,, donde I, es el intervalo unidad, con la topologia 7, =
{(at,o)NI: o € R} ([4]).

Consideramos el espacio de funciones formado por los homomorfismos fuzzy continuos

de (X,w(7)) en (T,w(7,)) donde T denota el circulo unidad {z€ C: |z] =1}, y 7, es la
topologia usual en T. Este espacio de funciones tiene estructura de grupo que denotaremos

X" := FChom ((X, (7)), (T, (1,)))

En X" se pueden considerar distintas topologias fuzzy. En este trabajo consideramos la to-
pologia compacto-abierta fuzzy tal y como la definen Kohli y Prasannan en [3]. Esta topologia
compacto-abierta se determina del modo siguiente: para cada x € X definimos e, : X"+ T
mediante e,(f) = f(x). Utilizando la nocién apropiada de compacidad, los fuzzy-abiertos
subbdsicos en la topologfa compacto-abierta fuzzy que consideramos en X", son subconjun-

tos fuzzy de la forma
Ku = /\ ey ! (m)

XESop K

donde Kk es un fuzzy-compacto en X, i es un conjunto fuzzy-abierto en T, sop k indica el
soporte de k' y e; ' (1) (f) = p(ex(f)) = u(f(x)) como es usual.

Los autores agradecen la financiacién recibida del Ministerio de Economia y Competitividad de Espana
dada por los proyectos MTM 2013-42486-P y FIS 2011-2820.
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Tanto en X como en X’ tienen estructura de grupo y estdn dotados de topologias fuzzy,
por tanto podemos considerar grupos topolégicos fuzzy tanto en X como en X

Exploramos en este trabajo una nocién adecuada de anulador y de grupo dual, que nos
permita discernir cuando dos grupos topoldgicos fuzzy G en X y H en X”* son anuladores uno
del otro o estdn en dualidad.
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1. Introduccién

En la actualidad existe una proliferacion de herramientas, dispositivos y aplicaciones que
permiten capturar datos de la actividad de cada persona y que ofrecen meramente la
posibilidad de su visualizacion. La integracion de la informacion disponible y su posterior
andlisis mediante algoritmos inteligentes daria la posibilidad de ofrecer unos servicios
personalizados al usuario que le podrian ayudar, por ejemplo, a planificar su semana de
trabajo.

En este articulo se propone el analisis de la informacion que proporcionan herramientas
relacionadas con la productividad y el uso del tiempo (Time Tracking Tools,
Cuantificadores, etc.) con el fin de crear un modelo complejo de comportamiento que
permita ofrecer diferentes funcionalidades como una evaluacion de la situacion del estrés,
diferentes recomendaciones con respecto a la situacion actual y predicciones sobre lo que
va a pasar en un futuro cercano.El principal problema a abordar cuando se intenta analizar
estas fuentes de informacion reside en la imprecision inherente al registro de los datos. Con
el fin de poder manejar datos de estas caracteristicas la ldgica borrosa ofrece mecanismos
que permiten introducir conocimiento experto y formalizar la incertidumbre que existe
sobre el tema.

Con este fin, se parte del andlisis de los factores que pueden influir en la organizacion
del tiempo para posteriormente utilizar técnicas de l6gica borrosa como los Prototipos
Deformables Borrosos [1] que permiten realizar inferencias sobre las situaciones
presentadas. De esta manera, los usuarios disponen de una herramienta que les proporciona
no sélo una forma de visualizacion de la informacion recogida, sino conocimiento inferido
que les ayudara a organizar sus tareas diarias.

2. Planteamiento

En el momento en el que una persona va a planificar el desarrollo de una semana de
trabajo maneja un abanico de prototipos determinados por una serie de factores, es decir,
debe decidir qué tipo de semana es previsible, existiendo diferentes formas de evaluacién
segun las caracteristicas de la misma. Siguiendo la teoria de prototipos de Zadeh[2] el
concepto de semana con respecto a su productividad engloba un conjunto de prototipos, los
cuales representan la buena, baja o media compatibilidad de los ejemplares con el concepto.
Desde este punto de vista se puede hablar de una semana ‘“altamente productiva',
“medianamente productiva” o “escasamente productiva”.

Con el fin de detectar las relaciones entre las diferentes semanas y con ello obtener
aquellas de escasa, mediana y alta productividad, se realiza un proceso de clustering
jerarquico sobre los indicadores extraidos para cada semana de los registros de tiempo
(tiempos totales desglosados por dia de la semana, tiempo total, nimero de interrupciones,
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etc.). Posteriormente, se aplican funciones de resumen sobre las semanas de cada tipo con
el fin de calcular los valores las caracteristicas que van a definir cada uno de los prototipos
de evolucidn del trabajo semanal(dias trabajados, tiempo total, interrupciones, distribucion
diaria del trabajo, distribucién del trabajo dentro de los dias, etc.). Finalmente, cada uno de
estos prototipos se representa mediante el uso de nimeros borrosos para lo cual se realiza
un proceso de ejemplificacion. Los factores que determinan a priori la progresion del
trabajo de una semana se pueden concentrar en los siguientes: desplazamientos previstos,
presencia de dias festivos, tiempo cambiante/extremo/normal, etc.

A partir de estas definiciones se trata simular la capacidad de interpretacion de la
situacion, es decir, encontrar el modelo de evolucion de la productividad mas adaptado a las
circunstancias reales. Con este fin, en primer lugar se pregunta al usuario el valor real de
los factores de que determinan a priori la progresion del trabajo semanal. Su combinacion
dara unos grados de compatibilidad con losprototipos, aquellos prototipos con un grado de
compatibilidad no nulo se modificaran para dar lugar a la caracterizacién de la semana real
mediante una combinacion lineal cuyos coeficientes son los grados de compatibilidad
anteriormente obtenidos.

La previsidn establecida sobre el semana actual seria valida si no existieran factores
diarios que influyan en su desarrollo, lo cual ocurre con frecuencia, siendo necesario
modificar la previsién realizada si aparecen cambios inesperados en la situacién diaria. Los
factores diarios que se han extraido de la informacion disponible son los siguientes: tiempo
de trabajo el dia anterior, finalizacion del dia anterior, prevision meteoroldgica especial,
etc. Para modificar el desarrollo de la semana se realiza una modificacion diaria de acuerdo
a determinados valores de algunos de los factores. Por ejemplo, si aparece una prevision de
nieve se debe modificar la prevision del dia siguiente teniendo en cuenta dificultad en los
desplazamientos, etc.

Como prueba de concepto se ha realizado una herramienta Web que incluye gran parte
de las funcionalidades planteadas. En primer lugar permite la importacion de la informacion
de los registros de tiempo del usuario generados por diferentes aplicaciones (Toggl, etc.).
Ademas extrae la informacion meteoroldgica (historico y previsiones) de forma automatica
mediante técnicas de WebScraping. A partir de estos datos se ofrece al usuario diferente
informaciéncomo graficos de monitorizaciéon (diagramas de control, mapas de calor,etc.),
recomendaciones linguisticas sobre el nivel del estrés tedrico que se detecta y predicciones
sobre la evolucion del estrés y del uso del tiempo durante los proximos dias.

3. Trabajo Futuro

Como trabajo futuro se plantea desarrollar una aplicacion para teléfonos moviles
inteligentes que incluya las funcionalidades de la aplicacion web actualmente desarrollada.
Ademas se plantea que el propio usuario ofrezca su opinion sobre las recomendaciones
recibidas y de esta manera se pueda retroalimentar la aplicacion con este conocimiento.
También seria interesante estudiar con detalle como el trabajo en diferentes turnos puede
afectar al rendimiento y como herramientas de este tipo pueden ayudar a conseguir una
mayor productividad.
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En este trabajo se propone un sistema de suspensién activa con un control basado en la
I6gica difusa. El sistema de suspension utiliza el modelo de un cuarto de vehiculo, esto es,
dos grados de libertad. El controlador difuso disefiado tiene como entrada la diferencia de
desplazamiento vertical entre el chasis del vehiculo y la rueda, proporcionando como sefial
de control la fuerza ejercida por el actuador. Tanto el disefio del controlador como la
implementacion del modelo se han realizado mediante la herramienta MATLAB/Simulink.

En la actualidad las empresas de automocion dedican gran parte de sus recursos al
desarrollo e investigacion de nuevas tecnologias que permitan mejorar la seguridad en la
conduccion. Y cada vez con mas frecuencia estos nuevos sistemas de seguridad se
encuentran basados en técnicas de control inteligente, debido a la complejidad y a la no
linealidad que estos sistemas presentan. Por su parte, la suspension de un vehiculo como
sistema de seguridad proporciona una mejor maniobrabilidad, mejora el confort en la
conduccién, favorece el contacto entre el neumatico y la carretera, y reduce la transmision
de las perturbaciones del asfalto al conductor.

Todo este conjunto de caracteristicas suponen un reto muy interesante para los
desarrolladores e ingenieros de control de sistemas de suspension porque son sistemas no-
lineales que dependen de parametros externos como son el perfil de la carretera o el
coeficiente de rozamiento del asfalto, entre otros. Ademas son sistemas que pueden contar
con multiples objetivos de control, como puede ser lograr una buena maniobrabilidad y al
mismo tiempo un buen confort para los pasajeros.

Los sistemas de suspension se pueden clasificar en suspension pasiva, suspension
activa o suspension semi-activa. Los sistemas de suspensién activa, objeto de este trabajo,
son sistemas regulables mediante un actuador que proporciona la fuerza necesaria para
compensar los movimientos de balanceo y cabeceo del vehiculo, provocados por factores
como la carretera. Son los mas complejos pero su principal ventaja es el alto grado de
seguridad que proporciona al conductor, ya que permite tener un control independiente de
cada rueda.

El modelo seleccionado para simular el comportamiento de la suspension activa del
vehiculo es un modelo simplificado que representa un cuarto del vehiculo. Este modelo
cuenta con una masa suspendida, que es la carga que soportan las suspensiones en reposo,
es decir, la masa del chasis. Ademas cuenta también con la masa no suspendida, y que
representa el resto de las masas, como por ejemplo las ruedas, la propia masa de las
suspensiones, los neumaticos o los ejes. Los sistemas de suspension estdn modelados como
dos sistema resorte-amortiguador. Uno de ellos se encuentra entre las dos masas
mencionadas anteriormente, simulando el sistema de suspension real del coche. El otro
sistema resorte amortiguacion se encuentra entre la masa no suspendida y la carretera, con
el fin de simular el contacto del neumaético con las perturbaciones del asfalto.

Los sistemas de suspension activa se caracterizan por contar con un actuador que aplica
una determinada fuerza entre el chasis y las ruedas del vehiculo, modificando asi la
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actuacion del sistema de suspension en funcion de las perturbaciones de la carretera.  El
objetivo de control en una suspension activa consiste en mejorar la maniobrabilidad,
incrementar el confort y reducir la potencia del controlador. La relacion entre todas estas
caracteristicas no es inmediata, y en algunos casos es opuesta. Esto es, el incremento de la
maniobrabilidad se logra mediante suspensiones mas rigidas, mientras que para que las
perturbaciones de la carretera no se transmitan con tanta fuerza al conductor, la suspension
debe ser ligera. Asi se mejora el confort. Por lo tanto, el problema de control de una
suspension es multi-objetivo, aunque en este trabajo nos centraremos principalmente en
mostrar las ventajas de una suspension activa utilizando un control difuso en comparacion
con la suspension pasiva.

El control de légica difusa disefiado se compone de una entrada y una salida. La
entrada es la derivada de la diferencia de desplazamiento vertical entre ambas masas, y la
salida de control es la fuerza que aplica el actuador a las dos masas.

De acuerdo a los resultados experimentales obtenidos en diferentes estudios, se
considera que para lograr unos resultados aceptables de confort, la sobreoscilacion no debe
superar el 5% del valor de la entrada, y el tiempo de asentamiento debe ser inferior a 10
segundos.

En los resultados de simulacion se compara la respuesta obtenida por el controlador
difuso con el sistema de suspension pasiva. La sobre-oscilacion aunque no se han alcanzado
los limites aceptables de confort descritos. A pesar de ello si que se ha logrado reducir el
tiempo de asentamiento siendo eéste menor de 10 segundos en todos los casos estudiados.

El siguiente paso es afadir otra variable de control, como la aceleracion del
desplazamiento vertical de la masa suspendida, para mejor la respuesta de la suspension.

A pesar de todo, el principal inconveniente que presentan los sistemas de suspension
activa es el elevado precio que supone su implementacion, ya que se requiere de un
actuador adicional que proporcione la fuerza de control. Por ello, aunque existen una gran
variedad de técnicas de control inteligente que se pueden aplicar a estos sistemas, el
objetivo que se deberian marcar las empresas de automocion para asegurarse la rentabilidad
de estos sistemas seria la basqueda de sensores y actuadores de bajo coste. Es por ello que a
raiz de esta problematica surgieron los sistemas de suspension semi-activa.
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In this paper, an extension of the set of Hesitant Fuzzy Linguistic Term Sets (HFLTS) is
proposed. Different approaches involving linguistic assessments have been presented in
the decision-making literature to deal with the uncertainty connate with human prefer-
ences [2, 3]. Furthermore, different levels of precision can be used to give more realistic
assessments when uncertainty increases [4]. To model this kind of situations, HFLTS
were introduced in [5]. A lattice structure considering the operations intersection and
connected union was stablished in the set of HFLTS in [1].

With the aim of distinguish among pairs of HFLTS with empty intersection, a new
extension of this set is presented in this paper. To do so, the concept of negative HFLTS
is introduced in order to define an extended intersection, I, that results either the part
in common between two HFLTS or the gap between them in a single operation.

The introduction of this new concept makes us redefine the connected union of
HFLTS in contemplation of the negative HFLTS. This new operation is called extended
connected union, L. Properties satisfied by the extended connected union and the
extended intersection are also studied in this paper.

In addition, the extended set of HFLTS is defined as follows: given a partition of
a real interval defined by a set of landmarks B, and considering S the set of ordered
linguistic term sets associated to the subintervals of the partition, let Hs be the set of all
the HFLTS by means of S. Then, the extended set of HFLTS is Hs = HsU(—Hs) UB,
where —Hs is the set of negative HFLTS. Taking into consideration the two previous
operations, (Hs, L, M) is a distributive lattice.

Figure 1 shows the structure of the lattice (Hs,L,) in the case where & =
{ai,as,...,a,} and B = {bgy,b1,...,b,} with b; being the landmark between a; and
ai11 if ¢ # 0,n. The corresponding inclusion relation that can be seen in Figure 1 is
also studied.

Finally, a distance between HFLTS is defined as a distance between elements in the
lattice (Hs, LJ,M), based on the length of the shortest path from one element to another
one within the lattice.
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Figure 1: The lattice (Hs, L, M).
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Ontologies and fuzzy ontologies are information representation structures that have become
quite popular in the recent literature [1, 2, 3]. Thanks to them, it is possible to represent in-
formation in an organized way. They also allow users to carry out queries in order to retrieve
certain pieces of information. Fuzzy ontologies differ to crisp ontologies in the fact that they
are able to represent imprecise information thanks to the use of the fuzzy sets [4] and linguis-
tic modelling [5] computational environments.

There is plenty of literature about building ontologies using external information in order
to overcome certain challenges [1, 2, 3]. Nevertheless, there is a lack of papers exposing how
to deal with the gathered information in a general way that allow us to create good quality
ontologies with any kind of information. It is a fact that, in order to build a proper ontology;, it
is necessary to look for information in different resources. It is easy to note that the gathered
information is heterogeneous and difficult to dealt with due to the fact that several represen-
tation means are used for its representation.

We propose to solve this issue by using multi-granular fuzzy linguistic methods. Thanks
to this kind of methods, it is possible to transform information expressed using different rep-
resentation means into data expressed by an unique one. This way, it is possible to create a
fuzzy ontology using the scheme showed in Figure 1. First, information is uniformed and ex-
pressed using the same means using multi-granular fuzzy linguistic information. Afterwards,
fuzzy ontology can be built and users can make queries and retrieve the required information.

This paper has been developed with the financing of FEDER funds in TIN2013-40658-P and Andalusian
Excellence Project TIC-5991.
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Figure 1: Fuzzy ontology building process using multi-granular fuzzy linguistic modelling.
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Fuzzy Cognitive Maps (FCM) are recurrent neural networks where both neurons and causal
weights have a precise meaning for the modeled problem [1]. Unlike to feed-forward artificial
neural networks, FCM support backward connections that regularly form cycles in the causal
graph, which represent the underlying relation among variables. Equation (1) formalizes the
updating rule of FCM, where AE”D is the activation value of the ith neuron at cycle t + 1,
fi is the transformation function, wy; is the weight between cause neuron C; and effect neuron
C; and M is the number of concepts in the system. The updating rule is repeated until (i) the
system converges to a fixed-point attractor or (ii) a maximal number of iterations is reached.

The former implies that a hidden pattern was discovered [2] whereas the latter suggests that
the system outputs are cyclic or completely chaotic.

M
A = 1, Z Wji AJ@ +wi A, A hy |, i # @
=1

Recently, Napoles et al. [3][4] analyzed the convergence of sigmoid FCM used in pattern
classification scenarios. From numerical simulations the authors concluded that the proper
estimation of the sigmoid parameter A; leads to improved convergence performance, without
altering the capability for recognizing new patterns. Equation (2) shows the sigmoid function
used when transforming the activation value A; of the ith neuron, where A; > 0 is the sigmoid
inclination and 0 < h; < 1 represents the sigmoid offset.

filAu 2, ) = 1/(1 + e~@imhoki) (2)

In this paper we extend the above scheme by including the offset parameter h; into the
learning methodology in order to improve the system convergence. It should be highlighted
that our methodology attempts enhancing the convergence on previously adjusted FCM, and
therefore causal weights cannot be modified. As a second contribution, we studied the FCM
convergence and the parameter learning on simulation environments. Equation (3) shows the
error function to be minimized during the learning stage, where K is the number of training
patterns, T denotes the number of discrete-time steps, M is the number of neurons, w; is the

relevance of the current discrete-time step, while AE? is the expected response. The goal of
this learning model is to reduce, for each training pattern, the squared difference between the
response at each discrete-time step and the expected system response.
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To solve the real-parameter optimization problem associated to the Equation (3) we used
an approach based on Particle Swarm Optimization [5]. For simulations, we generated 990
FCM with different topologies (i.e. M ranges from 2 to 100) and 9900 activation vectors, that
is, 10 initial states for each map. The numerical results have shown that learning the sigmoid
parameter leads to enhanced convergence performance in the sense that FCM are capable to
produce responses which are similar to the desired output. It should be stated that we penalize
those solutions leading to non-acceptable numerical outcomes (e.g. the modified FCM does
not produce a reasonable response). Figure 1 illustrates the convergence improvements of 20
neurons across 50 discrete-time steps for the same activation vector.
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Figure 1: Activation values of 20 neurons for a) using fixed sigmoid parameters b) using
the sigmoid parameters learned by the proposed algorithm.

From empirical simulations we can conclude that the estimation of sigmoid parameters
may be convenient to improve the convergence on FCM where the causal relations cannot be
modified (e.g. FCM directly constructed from experts). However, determining the feasibility
threshold requires the intervention of experts since it regularly depends on the problem under
investigation. In order to address this serious drawback we may consider a solution as feasible
if the ordinal relation among map neurons is preserved. This can be determined by measuring
the Hausdorff distance between the ranking of neurons for the original FCM, and the ranking
of neurons for the FCM using the estimated parameters.
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Assigning papers to reviewers is a large and difficult task for conference chairs and sci-
entific committees. Conferences can receive excessively high numbers of paper submissions,
sometimes thousands of papers, with only hundreds of reviewers available. Often these as-
signments must be made within days after the submission deadline creating a huge burden on
the conference chairs. Hence, making recommender systems helpful in simplifying this task.

Much research has been conducted regarding this topic in terms of applicability and
methodology [1, 2]. In this paper, we focus our attention on aggregating multiple factors to
determine reviewer expertise to analyze the match with conference manuscripts. Specifically,
we elaborate on variables used to compute reviewer expertise. Although, some prior research
focused on keyword terms from publications and supporting information through human in-
tervention [3], we propose a more realistic approach to gathering expertise information using
an automated method to acquire reviewer profiles from publicly available information.

Reviewers expertise in different domains is imprecise and multiple factors may contribute
to the profile of a reviewer [4]. Therefore, we propose to apply a fuzzy approach to analyze
reviewer expertise. Specifically, the methodology considered is based on fuzzy OWA (Order
Weighted Average) aggregation functions to summarize information coming from different
sources. General constraints for the RAP (Reviewer Assignment Problem) have been incor-
porated: (i) avoiding conflicts of interest between the reviewer and authors, (ii) each paper
must have a minimum number of reviewers, and (iii) each reviewer load cannot exceed a
certain number of papers.

To prove the applicability of the proposed methodology an illustrative example has been
carried out. The dataset utilized comes from 17th International Conference of the Catalan
Association for Artificial Intelligence (CCIA 2014) held in Barcelona, Spain. The data con-
sists of 40 papers and 74 technical committee members. Each paper has a list of keywords
associated with it chosen by its authors.

We created a profile for each of the CCIA technical committee members by combing pop-
ular global and local researcher websites like Aminer, Portal Recerca (portal for the research
in Catalonia), and KTIA (a community of people interested in artificial intelligence). Each
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reviewer was identified according to his name and organizational affiliation. All available
information was collected for each reviewer and translated to English.

In order to fulfill the conflict of interest constraint, we scraped dblp’s website for biblio-
graphic information. We obtained each reviewer’s publication titles and co-authors. Next, we
collected bibliographic information from #dx (a catalog of doctoral theses presented at Cata-
lan universities), for reviewers theses and theses supervised in order to identify supervisors
and former students.

We compared the publicly available variables that we obtained to the variables proposed
in previous research on state-of-the-art RAP recommenders. Missing variables were added
if it could be determined from the available information. Finally, 12 variables were used to
determine a reviewer’s expertise: PhD Thesis Year, PhD Supervised, Books, Book Chap-
ters, Activity, Research Areas, Publications, Citations, H-index, Sociability, Diversity, and
Professional Age.

To evaluate our model, first we compared our results to the assignments made by the
conference chairs, then to a random assignment, and finally to a gold standard. This gold
standard was determined by several external experts. First, the expert assigned each reviewer
to the CCIA call for paper topics. There were 20 topics. The expert then read the keywords
and abstract of each paper submitted and assigned relevant CCIA topics to each paper. This
gave us a gold standard for all possible combinations of reviewers and papers.

Three main measures of performance are used: precision, recall, and coverage. The
results of our study show a promising way of utilizing publicly available information to create
expertise profiles and applying fuzzy logic to conference assignment problems.
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Se trata de retrotraer la génesis détaca fuzzya un momento previo a la propuesta de
Lofti Zadeh (1975). Se analizan a este respectpotibilidad de desarrollar un céalculo
modal formalizado a partir de las propuestas sdgenpor Sebastian Izquierdo (1601-1681)
en suPharum Scientiarum(1659) a proposito de laorrosidad u obscuridadie los
conceptos. A pesar de haber sido una propuestapostgrgada, sin embargo, introdujo
unos criterios muy precisos para separar la oldadiriy ambigiedad - o de la
correspondiente claridad y distincién -, de unaidrocespecto de la verdad y falsedad que
solo se puede atribuir a las proposiciones. Adens&s, tratd de una propuesta
manifiestamente diferente al célculo de las prdluiules objetivas de Pascal y de la l6gica
de Port Royal, o al célculo bayesiano de las piiidalles subjetivas, ambos del siglo
XVII. También seria una propuesta diferente dert@pesta cartesiana de una geometria
analitica o de un calculo combinatorio infinitesirda caracter bivalente, al modo también
propuesto posteriormente por Leibniz. En todos sestasos se pretendia formalizar
directamente el correspondiente calculo de projss, sin abordar previamente la
formalizacién de las llamadas nociones obscurasrm$as, dando un paso a todas luces
improcedente. Por su parte, también se diferemciiiladgica de la vaguedaden que ya

no se aplicaria s6lo a nociones en si mismasvaatdonde siempre se concibe segun un
MAas 0 un menos, sino también a nociones absolu@sppr las razones que sean, no
pueden cuantificarse de un modo claro y distintoc&alquier caso la mayor ventaja de la
propuesta de lzquierdo residiria en justificar ¢txin de borrosidad o obscuridad de la
correspondiente nocion fuzzy en virtud de légca modal concretamente en virtud de la
nocién deposibilidady necesidadde un concepto. De este modo no habria necedilad
romper con un principio de bivalencia que siemgrecdiere a la verdad o falsedad de una
determinada proposicion, siendo la critica habimas frecuente que se ha formulado a la
l6gica fuzzy posterior a Lofti Zadeh. De todos m®de mayor inconveniente de la
propuesta de lzquierdo estribaria en la carenciandeadecuada cuantificacion, aunque se
trataria de un defecto relativamente facil de sudnsaA este respecto la comunicacion
plantea la posibilidad de sustituir la nociénndés o menos verdadehabitualmente usada
en la légica fuzzy por una nocion cuantificadand&s o menos posihle mas o menos
necesarip como paso previo a la valoracion del efectiviowvale verdad otorgado a los
correspondientes puntos de corte de las respegirogmsiciones de la légica fuzzy. Se
trataria de una nocién modal de posibilidad y rnideesque se adaptaria mejor al caracter
borroso u obscuro que se debe asignar a los cascept la l6gica fuzzy, aunque
secundariamente también deberian poder remitusas determinadas proposiciones fuzzy
mas o menos verdaderas que fueran efectivamentprabables en la experiencia. Se
trataria en cualquier caso de una herramienta gépgpiea complementaria que permitiria
ayudar a justificar los complejos procesos utilamagor la logica fuzzy a la hora de
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proponer unos determinados puntos de corte resmlctia correspondiente nocién de
verdad, sin venir acompafiada en muchos casos dgustificacion légica adecuada al
respecto.
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La Programacion Légica (Prolog) permite el empleo de la 16gica de primer orden como len-
guaje de programacion. Entre sus principales puntos fuertes, destacan su proximidad con el
lenguaje natural y su capacidad para la representacion de conocimiento y el razonamiento.
Sin embargo, al estar basada en la 16gica de primer orden, también presenta algunas limitacio-
nes, entre las que destacamos su incapacidad para tratar la vaguedad intrinseca en el lenguaje
o el fendmeno de la cuantificacion (més alla de los operadores universal y existencial).

En este trabajo, abordamos una propuesta para modelar y representar automaticamente
el conocimiento del sentido comtin en una base de conocimiento de Prolog. En particular,
abordaremos el fendmeno de la sinonimia entre términos lingiiisticos, un fenémeno tipico de
este tipo de conocimiento. A pesar de que los seres humanos podemos manejarlo facilmente,
es un problema complejo de abordar desde el punto de vista computacional.

En la bibliografia existen diversas propuestas que abordan este fendmeno [3], introdu-
ciendo las denominadas Ecuaciones de Proximidad (EP) (1),

Wy Rwy=0« (D)

donde w; y wy son simbolos (constantes, funcién o predicado) de la base de conocimiento
del programa Prolog y a € [0, 1] denota el grado de similitud entre ellos, siendo 1 la mdxima
semejanza (i.e., igualdad) y O la nula semejanza entre ellos. Cuando las EPs cumplen las
propiedades de similitud se pueden dar resultados de correccion y completud.

Usualmente, las EPs son definidas ad hoc por el disefiador del programa [3]. Desde nues-
tro punto de vista, esto presenta las siguientes limitaciones: i) los o obtenidos son altamente
dependientes de la subjetividad del disefiador; ii) tienen que ser especificamente definidas
para cada base de conocimiento; y, iii) cualquier actualizacién de la misma tiene que ser
implementada manualmente.

Este trabajo ha sido realizado en colaboracién con el grupo de investigacion SOMOS (Software - MOdelling
- Science) y parcialmente financiado por la Direccién de Investigacion y la Facultad de Ciencias Empresariales
de la Universidad del Bio-Bio a través de la ayuda 130415 GI/EF, por el programa Becas Iberoamérica. Jévenes
Profesores e Investigadores del Bando Santander, por el Fondo Europeo de Desarrollo Regional (ERDF/FEDER)
a través de las ayudas CN2012/151 y GRC2014/030 de la Conselleria de Educacién de la Xunta de Galicia y
del Ministerio de Economia y Competitividad del a través de la ayuda TIN2014-56633-C3-1-R.
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En este trabajo, siguiendo las ideas descritas en [4], proponemos generar los valores de
las EPs a partir del conocimiento de sentido comtn. Asumiendo la hipétesis débil de Shapir-
Worf (i.e., los hablantes de una lengua, por hablarla, comparten una parte importante del
conocimiento del sentido comun), un thesaurus nos proporcionaria informacion de este tipo,
dado que recoge como la gente efectivamente usa el lenguaje. En este caso, proponemos usar
WordNet y alguna de las métricas basadas en él.

Por otra parte, dada la vaguedad intrinseca del lenguaje y los distintos usos que hacemos
de las palabras (una veces son usadas en un sentido estricto mientras que otras se usan en
sentido mds laxo o metaférico), proponemos modelar los valores ¢ de las EPs mediante
relaciones (o conjuntos) borrosas intervalo-valoradas (IVES) [1].

Los IVFESs, con respecto a los conjuntos borrosos tipicos, tienen un mejor comportamien-
to en el andlisis de un entorno con imprecision. El conocimiento del sentido comin es un
claro ejemplo y los conjuntos borrosos tipicos presentan algunas limitaciones [1]: 1) no to-
dos los individuos definen la misma funcion de pertenencia para una misma palabra; ii) no
proporcionan una buena aproximacion a la representacion del significado de una palabra; vy,
iii) las palabras pueden significar diferentes cosas para diferentes personas, lo que genera un
intervalo de incertidumbre. La aplicacién de los IVESs en el marco de Prolog no sélo nos
permitiria aumentar los recursos expresivos y de inferencia del lenguaje, sino también mode-
lar las diferentes creencias o percepciones compartidas por los hablantes de una comunidad
(gracias a WordNet) a la hora de realizar un proceso de representacién de conocimiento.

En este trabajo, usamos el sistema Bousi Prolog como entorno de programacion, al que
incorporamos los IVESs junto con WordNet y métricas de similitud. A continuacion, ilus-
tramos mediante un sencillo ejemplo un programa y las EPs modeladas con esta propuesta,
usando las métricas de Rada et al. y Wu and Palmer [2]:

practises™loves=[0.3,0.5]. loves(mary,mountaineering)
practises™likes=[0.3,0.5]. likes(john,football).
practises~plays=[0.3,0.5]. plays(peter,basketball).
sport~basketball=[0.2,0.8].

sport~football=[0.3,0.9]. healthy(X):- practises(X,sport).

sport “mountaineering=[0.1,0.5].
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Since Craig’s seminal paper [5], interpolation properties have proven to be useful tools to
understand what can be expressed or derived in a logical system. Besides theoretical interests,
algorithms to compute interpolants are essential to applications such as formal verification or
theorem proving (see [9, 10]). To cope with different situations, several forms of interpolation
properties have been introduced in literature (deductive interpolation, uniform interpolation
etc.). Although all these forms are equivalent in Boolean logic, the situation becomes much
more complicated when moving to nonclassical logics.

The aim of this talk is to concretely show how to effectively computes uniform inter-
polants in Nilpotent Minimun logic.

Nilpotent Minimum (NM) logic is a well-studied case in the setting of many-valued trian-
gular norms based logic (t-norms logics for short). In [6], Esteva and Godo have introduced
the Monoidal T-norm based Logic (MTL), that is precisely the logic of all left-continuous
t-norms and their residua [8]. NM logic lies in the hierarchy of schematic extensions of MTL
and it is the logic of the Nilpotent minimum t-norm [7]. Adding idempotency axiom to MTL
logic Godel-Dummett logic arises. The algebraic semantic of MTL is given by the variety of
MTL algebras. As Godel-Dummett algebras are exactly the prelinear Heyting algebras, NM
algebras are the prelinear Nelson algebras [4]. Hence, NM logic is to Nelson logic (construc-
tive logic with strong negation) as Godel-Dummett logic is to Intuitionistic logic.

In this talk, we exploit the concrete representation of free finitely generated Nilpotent
Minimum algebras given by Aguzzoli and Gerla in [1] to give a constructive proof of uni-
form interpolation property of Nilpotent Minimum logic. We show how to obtain uniform
interpolants in NM logic using the normal forms construction given in [1]. This technique
has been applied to obtain deductive interpolants in [2] for Godel-Dummett logic and then
generalized in [3] for Revised Drastic Product logic (another extension of MTL).
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CONDICIONALIDAD Y CONTINUA LINGUISTICOS
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Este articulo s6lo debe ser considerado como una exploracion, previa y abierta, acerca
del razonamiento ordinario, de cada dia o de sentido comun y, en ningtin caso pretende ser
de tipo conclusivo o dogmadtico; no es un trabajo inscribible en lo que se entiende por logica.
Sélo contiene algunas reflexiones iniciales y soportadas empiricamente en un simbolismo
matematico muy elemental. Supuesto que lo presentado fuese continuado por vias formales
y experimentos controlados se podria, eventualmente, llegar a una teoria cientifica del ra-
zonamiento ordinario y, en particular, de la deduccién, la abduccidn, la especulacion y, en
particular, la de tipo creativo.

CONDICIONALIDAD

De forma ingenua, representaremos simbdlicamente por p < ¢ al enunciado lingiiistico
’Si p, entonces ¢’, simplemente aceptandolo como una construccién mental que se reconoce
empiricamente y que estd en la base del razonamiento. Diremos que la relacion "<’ entre
enunciados es la ‘relacion empirica de inferencia natural’, de la que y de partida s6lo se acep-
tard que es reflexiva, es decir, que para todo enunciado p, es p < p. Con alguna frecuencia,
existen ternas p,q, r para las cuales la relacion de inferencia natural no es transitiva (p < q 'y
q < r: p <r)sino que, como en los ejemplos de las sensaciones y los sinénimos, es p < ¢
y g <r: p £ r. También existen ternas para las cuales se verifica la propiedad p-¢q < r,
representando por (-) a la conjuncién; se dird entonces que <’ verifica la transitividad re-
stringida respecto de la conjuncidén’. Noétese que en tales casos, de ser p < gy g < r, no se
sigue necesariamente que deba ser p < r, a menos que, por ejemplo, p - g sea idntico a p.

Debe observarse que nuestro planteamiento es previo a cualquier 16gica en la cual pre-
tenda formalizarse el razonamiento bajo leyes prefijadas. No coincide, por ejemplo, con el
célculo 16gico clésico en el cual ’Si p, entonces ¢” (p — ¢) se considera con el mismo sig-
nificado que no-p o g (p’+ ¢q). El célculo 16gico clasico tiene muchas leyes (las del dlgebra
de Boole) que no pueden suponerse en el lenguaje natural como son, por ejemplo, la con-
mutatividad de la conjuncién y la del reparto perfecto (p = p-q+ p - q/, para todo par de
enunciados py q).

CONTINUA LINGUISTICOS

Un par (X, <) es un continuo lingiiistico empirico - idea introducida por Henri Poincaré
para distinguir el continuo matematico del fisico o empirico - cuando existen ternas (p,q,r)
tales que p < g ,qg <r,pero p < r, es decir, ternas no transitivas. De hecho, dados p y r, se
dice que r es inferencialmente aislado de p cuando cualquier terna (p, g, r), no es <-transitiva.
Por ello, la densidad relativa de elementos enlazados inferencialmente con p, tomado como
punto de partida de la inferencia, juega un cierto papel en la posibilidad de que r no esté
aislado de p. Saber que la situacién inferencial es un continuo lingistico, obliga a ir con
mucho tiento para intentar alcanzar inferencialmente a r partiendo de p; encontrar cadenas

En memoria del profesor Lluis A. Santal6 (Girona, 1911- Buenos Aires, 2001).
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de elementos p1,...,py, tales que p < p1, p1 < p2, P2 < P3,---, Pn—1 < Pn> Pn < I que, de ser
’<’ transitiva, lleva a p < r y que, cuando "<’ puede identificarse con la deduccién formal,
no es sino una prueba formal de r bajo la hipétesis p. Andlogamente, puede llegarse a p < r/,
con lo que r es una refutacion de p; por el contrario, la existencia de continuos lingiiisticos
puede permitir que sea p £ 7/, con lo cual r es una conjetura de p. La existencia de roturas
o saltos, puede hacer que en lugar de seguirse r de p , sélo pueda conjeturarse en el sentido
de no ser contradictorio con p. Los r tales que r < p, se llaman hipdtesis o explicaciones
empiricas de p, en tanto que aquellos r inferencialmente aislados de p, reciben el nombre
de especulaciones de p y, obviamente, no pueden alcanzarse por cadenas inferenciales que
partan de p. Dado p, no hay mds que enunciados que se deducen de p, que explican p, que
refutan p, o que son especulaciones a partir de p.

En el caso de que < sdlo sea transitiva restringida, es decir, que para toda terna (p,q,r)
se verifique p-g <r,loque llevaa p-g < py p-q < g a partir, respectivamente, de las
ternas (p,q,p) y (p,q,q), el problema se complica y estd abierto, al tener que contemplar los
posibles recorridos de p hasta r, o hasta r/, por la existencia de elementos entre ambos, por
ejemplo, de un g tal que p < gy g < r, verificando p - g < r. Ello abre un posible camino a la
bisqueda heuristica de especulaciones de p, a través de enunciados ¢ con los cuales, aun sin
ser p < r, sea p-q < r; es una posibilidad que al igual que casi todo lo aqui esbozado resta
por explorar.

CONCLUSION

El gran prodigio del lenguaje natural reside en la alta conectividad de las palabras refle-
jada en el razonamiento y que, gracias a la capacidad de abstraccién y a cuanto los sentidos
y el cerebro permiten coordinar lleva, finalmente, a conocer el mundo inmediato a través de
conceptos. La representacion simbdlica de los conceptos permite la construccion de mod-
elos matematicos, con los cuales y ademds del razonamiento deductivo empirico, también
el deductivo formal puede aplicarse a organizar el conocimiento y tanto intentar prever su
comportamiento, como su futuro.

Como se insinda en esta contribucion, la basica operacion racional de inferencia requiere
para poder, por lo menos, deducir informalmente, la falta de continua lingiiisticos entre an-
tecedente y consecuente; el consecuente no puede estar aislado del antecedente, no puede
haber roturas entre ambos sino puentes, o pruebas, o cadenas de enunciados ligandolos.
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Sin lugar a dudas la capacidad de abstraccion es una de las caracteristicas més sobresa-
lientes del razonamiento humano. Ignorar o eliminar detalles no relevantes para focalizar
la atencion en lo realmente significativo de un problema bajo estudio se convierte en una
herramienta fundamental a la hora de abordar cuestiones complejas. La complejidad
se ve reducida si eliminamos interacciones no relevantes. En Inteligencia Artificial ha
sido donde mas esfuerzos se han realizado para encontrar modelos generales que dieran
cuenta del fenémeno [4]. Sin embargo la tarea ha fracaso en cierto grado cuando se han
buscado soluciones independientes del dominio y por ello los esfuerzos se han dirigido
mas hacia soluciones ad-hoc [6].

Uno de los mecanismos de modelizaciéon de la abstraccion ha sido la utilizacion de
conexiones de Galois [3, 2|. Recientemente su uso ha crecido en popularidad debido a
que diversas teorias como Rough Sets o Formal Concept Analysis[11] son ejemplos de
mecanismos de aproximacion modelizados mediante conexiones de Galois. Los conjuntos
Fuzzy son una herramienta para realizar abstracciones de la misma forma que el nom-
bre comtuin “arbol” abstrae todas las diferencias entre los diferentes arboles, dando lugar
a un concepto. Cuando anulamos detalles, provocamos que elementos distintos sean
considerados iguales, de esta forma el concepto de “indistinguibilidad” surge de forma
natural en este contexto. Es conocido que un sistema de reglas fuzzy puede interpretarse
como la aplicacion de la regla composicional de inferencia a una indistinguibilidad|5].
El operador de la regla composicional de inferencia ¢(u)(z) = sup,ex T(E(z,y), 1(y))
definido a partir de una indistinguibilid E es el coadjunto de una conexion de Galois
cuyo adjunto es Yp(p)(x) = infyex Ir(E(x,y), 1(y)), definido a partir de la implica-
cion residuada Ir. De esta forma un sistema de reglas fuzzy puede verse como una
aproximacion definida por una conexiéon de Galois.

Los modelos de Consecuencias, Hipotesis y Conjeturas [8, 9, 10| buscan dar cuenta
de los procesos de razonamiento de sentido comun en un marco formal basado prin-
cipalmente en la regla bésica de todo razonamiento, no contener contradiccion. Es in-
teresante hacer notar que la negacién es una conexiéon de Galois en cualquier reticulo
pseudocomplementado|1]. En [7] se definen las BFA (Basic Fuzzy Algebra) como estruc-
turas basicas que permiten analizar modelos CHC en el marco de los conjuntos fuzzy.
En este trabajo se explora la variacion de los conjuntos de Consecuencias, Hipotesis y
Conjeturas cuando se define una conexiéon de Galois en un par de BFAs, representando
la BFA imagen una abstracciéon de la BFA origen.

El autor reconoce el apoyo recibido por el Ministerio de Economia y Competitividad y los Fondos
Europeos de Desarrollo Regional (ERDF/FEDER) bajo la ayuda TIN2014- 56633-C3-1-R.
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Los modelos CHC (Conjeturas, Hipotesis y Consecuencias) formalizan, en base a oper-
adores de consecuencias, tipos de razonamiento ordinario distintos al puramente deductivo,
como el abductivo y el especulativo que, junto al razonamiento por analogia (como caso par-
ticular, el razonamiento basado en casos) constituyen la mayor parte del razonamiento que
realizamos [1]. En los modelos CHC, las sentencias légicas y proposiciones propias del ra-
zonamiento humano pueden representarse por medio de las denominadas Algebras Flexibles
Bdsicas (Basic Flexible Algebras, BFAs), de las cuales reticulos con negacion, por ejemplo
ortoreticulos y dlgebras de De Morgan, asi como dlgebras estindares de conjuntos difusos,
son casos particulares.

Dado un conjunto crisp y no vacio L de sentencias, un cuerpo de conocimiento (con-
junto de sentencias libre de incompatibilidades, donde el concepto de incompatibilidad puede
definirse de distintas formas) P C L, y un operador de consecuencias de Tarski C [3], e inde-
pendientemente del tipo de dlgebra empleado, los modelos CHC generan una particion crisp
de L en cuatro subconjuntos:

e Consecuencias de P en L, C(P), expresiones que se derivan como consecuencias l6gicas
del cuerpo de conocimiento de manera necesaria y segura.

e Hipdtesis de P en L, Hyp(P), expresiones contingentes que son “explicaciones” ten-
tativas del cuerpo de conocimiento, en el sentido de que todas las expresiones de éste
ultimo son consecuencias ldgicas de la hipotesis.

e Especulaciones de P en L, Sp(P), no tienen relacién en términos de consecuencia
l6gica con el cuerpo de conocimiento, siendo su Unica relacién que no son incom-
patibles con el mismo. Son elucubraciones contingentes con respecto al cuerpo de
conocimiento.

e Refutaciones de P en L, Ref(P), se caracterizan por ser incompatibles con el cuerpo
de conocimiento, es decir, la conjuncion de las expresiones que forman el cuerpo de
conocimiento y una refutacion respecto al mismo dan lugar a una contradiccion.

El conjunto de sentencias de L que no es incompatible con P se denomina conjeturas de P
en Ly se nota Conj(P), siendo Conj(P) =C(P)UHyp(P)USp(P)y Conj(P)NRef(P)=0.

Este trabajo ha sido desarrollado dentro del proyecto TIN2014-58227-P, financiado por el Ministerio de
Economia y Competitividad y por el Fondo Europeo de Desarrollo Regional (FEDER).
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En este trabajo extendemos el marco de los modelos CHC a la representacion por niveles
de la borrosidad [2]. Una representacion por niveles (RL, del inglés representation by levels)
sobre X no es un subconjunto difuso de X en general, sino que se caracteriza por una funcion
p:(0,1] — {0,1}*. Entre las caracteristicas de esta representacién podemos destacar:

e Contrariamente al conjunto de alfa-cortes de un conjunto difuso, o > 8 no implica

p(a) Cp(B).

e Las operaciones crisp en {0,1}X se extienden al caso de RLs operando en cada nivel
independientemente. En el caso de las operaciones usuales sobre conjuntos de unidn,
interseccion y diferencia, el conjunto de RLs sobre X forma un dlgebra de Boole con
estas operaciones [2], contrariamente a las algebras estindar de conjuntos difusos.

e [os conjuntos difusos pueden interpretarse como medidas de pertenencia de elementos
de X a una RL [2]. En general, dado un conjunto difuso F, existe mds de una RL
cuyas medidas de pertenencia de los distintos elementos de X es igual a F, entre las
que destaca la RL dada por pr (o) = Fy, siendo Fy, el a--corte de F.

Sea L un conjunto de expresiones y sea p; una RL sobre L que representa el grado de
cumplimiento de cada sentencia de L bajo una cierta interpretacién, p; : (0,1] — {0, 1}£. Sea
P C Ly ps =Pnp;. Diremos que P es un cuerpo de conocimiento si ps( ) es un cuerpo de
conocimiento Va € (0, 1]. Utilizando modelos CHC tenemos que, para cada a € (0, 1], pode-
mos obtener una particion crisp de L en base a P en cuatro conjuntos C(ps(a)), Hyp(ps(a)),
Sp(pp(@)), y Ref(pp(a)), pudiendo ocurrir en general que la particion sea distinta en cada
nivel, es decir, que por ejemplo paraun [ € Lseal € C(ps(e)) y I & C(pp(B)) para o #
B. Por tanto, una sentencia [ € L serd en general consecuencia, hipdtesis, especulacion o
refutacion de P con cierto grado.

Como consecuencia, C(P), Hyp(P), Sp(P) y Ref(P) no son conjuntos crisp. Es directo
proponer RLs de cada uno de los conjuntos anteriores: en el caso de las consecuencias,
pc(p)(@) = C(pp(at)), y de manera similar para el resto. También es posible obtener a partir
de cada RL un conjunto difuso midiendo el grado de pertenencia de cada sentencia / € L al
RL, obteniéndose el conjunto difuso C(P) : L — [0,1] a partir de p¢(p), y de forma similar

Hyp(P), Sp(P), y Ref (P) a partir de sus respectivas RLs. Se puede demostrar ademas que
estos cuatro conjuntos difusos forman una particion difusa de L en el sentido de Ruspini.
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Los enunciados condicionales transmiten a veces contenido causal, y los enunciados
causales son expresados frecuentemente en un formato condicional. Asi, Si tomo un
gramo de cianuro, muero puede ser expresado en forma causal diciendo que Tomar un
gramo de cianuro causa la muerte. Pero el enunciado Si Oslo es la capital de Noruega,
Madrid es la capital de Esparia, no puede ser parafraseada como Que Oslo sea la
capital de Noruega causa que Madrid sea la capital de Esparia. Causalidad y
condicionalidad presentan analogias, pero también diferencias. En este trabajo nos
dedicaremos a explorarlas.

Una primera tipologia de los enunciados condicionales distingue a los
condicionales materiales de los condicionales estrictos. Los condicionales materiales
expresan una relacion de condicionalidad real o ficticia entre un antecedente y un
consecuente y se formalizan asi: p=>q. Los condicionales estrictos revelan una relacién
de necesidad entre antecedente y consecuente y se formalizan con el operador modal de
necesidad: Ll(p—=2>q) que significa: es necesario que p—=2>q. Esto equivale a decir que no
hay ningin universo de discurso imaginable (ningin mundo posible) que haga al
antecedente verdadero y falso al consecuente. Los condicionales estrictos estan mas
proximos a expresar contenido causal que los condicionales materiales, pero no lo hacen
siempre, porque los enunciados causales indican una relacion real entre causa y efecto
que en los condicionales estrictos es posible evitar haciendo de modo artificial al
antecedente necesariamente falso (p. ej., afirmando que 2+2=6) o al consecuente
necesariamente verdadero (con un truco similar al anterior).

Los enunciados condicionales pueden ser también indicativos o subjuntivos. Si
son subjuntivos, pueden ser de tiempo pasado o de tiempo futuro. Los mas frecuentes
son los de tiempo pasado y se les denomina también contrafécticos, porque verbalizan
la negacion de un hecho anteriormente afirmado. De los enunciados contrafacticos se
dice que sirven para diagnosticar causalidad, porque sugieren que el efecto no se
hubiera dado si la causa no hubiese ocurrido. Un contrafactico puede expresar: (i) que la
causa, de facto, no se da, (ii) en el caso pluricausal, que se puede interrogar sobre las
consecuencia que tendria sobre el efecto intervenir sobre algiin factor causal alternativo
al considerado.

Dependiendo de la estructura del mecanismo causal, podemos conjeturar como
se transforma la dependencia o independencia entre los diversos factores causales
después de intervenir en alguno de ellos en una sucesion causal. Estos son los
escenarios estandar: (1) Conexion serial (A>B—=>C): A causa B y B causa C. Una
intervencion sobre B deshabilita el posible influjo de A sobre C; esto es, hace a C
independiente de A. (2) Causa comun (confounder) A€B—=>C. Al ser A y C efecto de
una misma causa (B), deberia mostrar dependencia o asociacion. Pero si se interviene
sobre B, saber de A no afiade nada a C; A y C son ahora independientes. (3) Causa
multiple (collider) (A>B<C). B es causado por A y C. En principio, A y C son
independientes. Pero si se sabe que B ocurre y A es la causa, abre la comunicacién con
C (ahora se sabe que la causa no es C), mostrandose asi dependiente de A.

Los condicionales, con o sin contenido causal, se usan en las reglas de inferencia
logicas como el MP: (a=>baa)=>b o el MT: (a>ba-b)>—a. Dos variantes de estas
reglas se conocen como falacias de negacion del antecedente NA: (a>ba—-a)>-b y
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afirmacion del consecuente AC: (a>bab)—>a. Mientras en una logica inferencial los
dos primeros esquemas son validos y los dos tltimos incorrectos, en una logica causal
se pone en cuestion la validez del MT como esquema correcto de inferencia causal.
Ademas, si se considera el contenido de los argumentos y no so6lo su forma, la veracidad
de los diferentes esquemas se ve reforzada o mermada por la existencia o no de
alternativas causales; es decir, de causas potenciales que deshabilitan o confirman al
enlace causal. En general, la presencia de factores que deshabilitan afecta a la
credibilidad de los argumentos MP y NA, y la presencia de causas alternativas a los
argumentos MT y AC.

Los condicionales se pueden expresar también en términos de relaciones de
orden o de relaciones conjuntistas: p=2>q = p=q = pC&q. La teoria de reticulos y la teoria
de conjuntos son ambas modelos, como la logica proposicional, del algebra de Boole.
En el caso clasico, la cardinalidad de los conjuntos es precisa y las relaciones de orden o
conjuntistas, determinadas. Pero hay condicionales con contenido causal que responden
a una relacion borrosa, como en Si vistes un traje gris, irds de oscuro. En ese caso,
‘gris’ y ‘oscuro’ son conjuntos borrosos y la relacion de orden admite grados. En el
ambito de la imprecision, el analisis causal de las oraciones condicionales con
predicados vagos se ha vinculado tradicionalmente a la inclusién borrosa, cuya
definicién recuerda a la de la probabilidad condicional.

En el caso unicausal, la definicion de inclusion de Zadeh (ACB syss ua(x)=<
up(x)) es aceptada, aunque parece rara, porque siempre tiene solucion precisa. Pero, en
situaciones pluricausales, antecedente y consecuente no son siempre completamente
comparables. E. Sanchez propuso a la cardinalidad escalar para calcular la inclusion
borrosa entre conjuntos. Usando esa definicion, Hegalson y Jobe ofrecieron, en un
contexto médico, un célculo de como se afectan mutuamente varias causas para obtener
el efecto deseado [1]

Como se dijo, los condicionales pueden formar parte de las reglas de inferencia
como el MP. En el caso borroso, el MP generalizado (MPG) es la regla de inferencia
por antonomasia. Permite, de las premisas ‘Si X es P entonces Y es Q’ y ‘X es P* (P*
similar, pero no idéntico a P), inferir Y es Q*. Trillas [2] plante6 una version del MPG
en términos de una relacion de orden:

grado(‘x es P*’ y (x, y) es C(P, Q))=grado(Y es Q%)
siendo y, una conjuncion modelada por una t-norma y C(P, Q) una funcién de
condicional. Dependiendo de cudl sea la t-norma y la funcion de condicional escogidas,
la relacion de orden de arriba se satisfard o no. En general, tendra tantas soluciones
como modelos de y y C satisfagan esa desigualdad.

Un tipo de razonamiento aproximado es el razonamiento por analogia. Se
caracteriza porque hay un argumento fuente, (source), ya conocido, que se recupera
para hacer otro razonamiento, (farget), por semejanza con ¢€l. La analogia puede ser de
forma o de contenido. En la analogia por contenido, la causalidad juega un papel
relevante, porque como relacion de orden superior que es, fortalece la fuerza de los
argumentos basados en una relacion de analogia.

El analisis de estas y otras cuestiones debe contribuir a clarificar la relacion entre
enunciados causales y enunciados condicionales tanto en el caso preciso como
aproximado.
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En los dltimos afios, se ha demostrado que las quasi-métricas ponderadas son ttiles a la
hora de modelizar muchos procesos en Ciencias de la Computacién. En el trabajo [5], partien-
do de la definicién de quasi-métrica ponderada se observa que se inducen de manera natural
varias ecuaciones funcionales. De hecho, las quasi-métricas ponderadas se caracterizan como
las quasi-métricas que satisfacen cierta ecuacional funcional de invarianza de circuitos. Ade-
mds, la funcién de disimetria de una quasi-métrica ponderada satisface la ecuacién funcional
de Sincov e induce un preorden total, diferente, en general, del orden de especializacién indu-
cido directamente por la quasi-métrica dada. Esto nos permiti6, en dicho trabajo establecer un
link entre nociones aparentemente dispares: 1) quasi-métricas ponderadas, ii) funciones reales
que satisfacen la ecuacion funcional de Sincov, y iii) predrdenes totales que se representan a
través de una funcion de utilidad real.

A su vez, en el trabajo [7] se muestra que el concepto de subconjunto fuzzy se puede
considerar desde un punto de vista alternativo, concretamente, la funcién caracteristica de un
subconjunto fuzzy se puede reinterpretar en términos de la ecuacion funcional de Sincov y
por tanto relacionar con la existencia de ciertos préordenes totales representables.

Asi, considerando los comentarios anteriores, analizaremos la relacion entre varias teorias
que, de algiin modo, se pueden considerar equivalentes, porque podemos usar cada una de
ellas para interpretar las otras. Mostraremos los resultado obtenidos como consecuencia de
dicho andlisis, asi como aplicaciones y cuestiones abiertas que nos planteamos.
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Las ecuaciones funcionales aparecen de forma natural cuando tratamos con conjuntos di-
fusos. La simple definicién de un subconjunto fuzzy S C X de un conjunto X a través de la
funcién de pertenenecia g : X — [0, 1] origina ,a través de la funcion F(x,y) = ps(y) — us(x)
una solucién de la ecuacion de Sincov F(x,y) + F(y,z) = F(x,z). Reciprocamente, las solu-
ciones acotadas de una ecuacion de Sincov pueden ser descritas a través de funciones de
pertenencia de subconjuntos difusos. Las relaciones presentes entre estos subconjuntos, las
soluciones de la ecuacién de Sincov y los predrdenes completos representables ligados a las
funciones de pertenencia de los subconjuntos difusos fueron estudiadas en [JIFS2014].

Esta relacién entre subconjutos fuzzy y ecuaciones funcionales fue posteriormente extendida
y presentada en el ESTYLF2014, mostrando alli cémo los resultados obtenidos para la ecua-
cién de Sincov podian adaptarse para una de las generalizaciones naturales de dicha ecuacion,
en la que la nulidad de las soluciones sobre la diagonal de X x X no es impuesta, aunque se
mantiene la necesidad de ser contante: F(x,y) + F(y,z) = F(x,z) + A. Estas soluciones estin
relacionadas con los semiérdenes represetables.

El siguiente paso obvio, y anunciado en ESTYLF2014, era tratar de ver hasta donde los re-
sultados obtenidos podian extenderse para ilustrar el comportamiento de las soluciones de la
ecuacion de Separabilidad F(x,y) 4+ F (y,z) = F(x,z) + F(y,y) en términos de subconjuntos
difusos y de los 6rdenes intervalo representables. Este estudio se desarroll6 en gran medida
en [JIFS2015] y en el mismo se muestra como ligados a cada solucién de la ecuacién de Se-
parabilidad aparecen dos subconjuntos Fuzzy S, T, entrelazados, anidados los soportes de sus
funciones de pertenencia [Lg, (17, hasta el punto de que el supremo del soporte de cualquiera
de ellas viene determinado por el infimo del soporte de la otra y por las cotas de la funcién
solucion de la ecuacion de Separabilidad. Llegar a entender su comportamiento mutuo en re-
lacién con las caracteristicas de la solucidn de la ecuacién funcional no podia hacerse con un
estudio similar al realizado para las ecuaciones funcionales mas restringidas (Sincov y Sin-
cov Generalizada) y supuso, entre otras cosas, ampliar los pardmetros de acotacion de dicha
solucion de la ecuacién funcional.

Nos proponemos ademads reinterpretar los variados resultados obtenidos para las funciones
Us y Ur asociadas a una solucién acotada de la ecuacién de Separabilidad, cuando exigimos
las condiciones de ser constante sobre la diagonal de X x X o nula. En este sentido son
especialmente interesantes los resultados sobre la unicidad de representacion.

Agradecemos al departamento de Mateméticas de la UpNa.
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OWA (ordered weighted average) operators, defined by Yager in [6] for real values in the unit
interval, have been described in different ways [4] as:

1. Weighted arithmetic means of the given values previously ordered [6].
2. Choquet integrals with respect to symmetric capacities [2].
3. Symmetric comonotone additive aggregation functions (from results in [2] and [5]).

In [3], OWA operators were extended from [0, 1] to a complete lattice (L,<;,T,S), where
T and S denote respectively a t-norm and a t-conorm defined on L. In this paper we analyze
some generalizations of each description of OWA operators given above to this new setting.

1. The generalization of this item to a complete lattice (L, <p,T,S) as above, is simply
the definition:

Definition 1 ([3]) For each distributive weighting vector o. = (o, ...,0) € L", the
OWA operator Fy : L' — L is a function assigning to any (ay, ..., a,) € L", the follow-
ing lattice weighted average:

Fa(al,...,an) :S[T(al,bl),...,T(an,bn)],

where by >1 by > --- > by, is the following rearrangement of the given values, ay, . .., a, €

L:
by=aV---Va, €L; bzz\/{ai/\aj\i<j€{1,...,n}}€L;~~;

bk:\/{ajl/\-../\ajk|j1<---<jk€{1’__.,n}}€L;...;
bn:al/\.../\aneL_

This work has been partially supported by Spanish project TIN2013-40765-P
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2. In this case, we consider a complete distributive lattice (L, <y, A, V) endowed with the
t-norm given by the meet and the t-conorm given by the join. The generalization of
description 2. to these lattices is stablished in the following result:

Theorem 1 (Th. 4.8 and Th. 4.9 in [3]) Let (L,<;,A\,V) be a complete distributive
lattice, P ={1,...,n} and & the set of all the subsets of P. If u : & — L is an L-fuzzy
measure on P, then the discrete Sugeno integral S, : L" — L given by

Sular,....an) =\ {N{ailie X} u(X);: X € 2} (ay,...,an) €L"

is an OWA operator if and only if i is symmetric, i. e., W(X) = u(Y) whenever cardX =
cardY .

3. The concept of symmetric aggregation function is generalized to the context of com-
plete lattices in a natural way. Now, the following result can be shown:

Theorem 2 Let (L,<y,A,V) be a complete distributive lattice. Then, the following
assertions are equivalent for any F : L' — L:

(a) F is a lattice OWA operator.

(b) F is a symmetric aggregation function which is both \/[-homogeneous and N -
homogeneous.

These different ways of looking at lattice OWA operators allows us to use a wide variety
of tools, taken from different theoretical fields, to work with this kind of lattice operators.
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La convolucion es una operacion matematica que transfooméudiciones con el mismo
conjunto dominio e imagen en una tercera funcion que, etacieedida, resume la infor-
macion de ambas funciones. En particular, la convoluci@udpser utilizada para construir
distintas funciones de agregacion [1, 4, 2].

Dadas dos funciones cualesquiérg : U — V, una definicion general de la operacién de
convoluciéon [3] viene dada por la ecuacion:

(feg)(U) = Vxoy=u(f(x)ag(y))

dondeo es una operacion binaria En A es una operacion binaria ¥ny ¥ es otra operacion
enV que puede ser definida para cualquier nimero de variablegdela.

En particular en este trabajo consideramos el conjuntomgdaoes cuyo dominio es un
reticulo acotadd; y su conjunto imagen un reticulo completo y completamergilutivo
L,. Es decir, consideramos el conjunto,

F={f|f:L— Lo}

Mediante la convolucion definimos las funcioneandr, dadas por, para toda, f; € IF:

fiuf2)= \/ (f1(0) A fa(y)) (1)
XVy=z

finfa 2=\ (fl)Afa(y)). (2)
XAY=2

dondeV andA son la union e interseccion de los reticulao Lo.

El propésito del trabajo es estudiar qué estructura algEbgeneran estas operaciones
sobre el conjuntd. Notese que un estudio similar para conjuntos difusos a@eZjguan-
doL; =[0,1] y Lo = [0,1] puede encontrarse en [3]. Sin embargo, el paso del reti@ulp
a un reticulo general cualquiera no resulta inmediato mejggunas propiedades, como la
idempotencia no se cumplen. Ello nos obliga a restringiroejunto de funciones a aque-
llas funciones que cumplen ciertas propiedades. En pkatjatonsideramos los siguientes
conjuntos:

El trabajo ha sido financiado por los proyectos TIN2013-%0y6l servicio de investigacion de la Univer-
sidad Publica de Navarra
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) N={feF| \/ f(x)=1};

xelq
i) C={feF| paratodo <X <Xz, f(x2) > f(x1) A f(x3)};

i) I={f eF| paratoda,xp € Ly,
f(xaVx2) > f(x) Af(x) y F(xeAX2) > F(x) A F(X2)}s

iv) S={f € F| existex" € L; tal quef(x*) =1y
para todox # x*, f(x) =0} .

Teniendo en cuenta estos conjuntos de funciones se puenasitar los siguientes re-
sultados.

Teorema 1 Las operaciones! y 1 dadas en las Ecuaciong$) y (2) generan un reticulo en
cualquier conjunto cerrado del conjuntéNINN.

Noétese que puede demostrarse Guel NN no es un conjunto cerrado y por lo tanto, las
operaciones no generan un reticulad@®&nINN.

Proposicion 2 Se pueden demostrar los dos siguientes resultados.

i) Sc CNINN es un subconjunto cerrado.

ii) SiLjy es un reticulo distributivo entonc&€N NN es un conjunto cerrado.
Del Teorema 1y la Proposicion 2 se infiere lo siguiente.

Corolario 3 Las operaciones! y M dadas en las Ecuacioned) y (2) generan un reticulo
ens.

Corolario 4 Sea l3 un reticulo distributvo. Entonces las operaciones dadassgicuacio-
nes(1)y (2) generan un reticulo ef. Ademas, el reticulo generado es distributivo.
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Partiendo de un conjunto X no vacio, consideramos aplicaciones bivariantes definidas en el
producto cartesiano del conjunto por si mismo, y tomando valores en la recta real. Siendo
F : X x X — R una tal aplicacién bivariante, genérica, podemos definir a partir de ella, de
manera natural, una relacion binaria sobre el conjunto X, relaciéon que denotaremos ZF,
definida mediante x%ry < F(x,y) > 0 para cualquier par (x,y) € X2. La intuicién que hay
detras de esta idea es que F, y por ende su relacion asociada Zr, establecen una preferencia
entre los elementos de la pareja (x,y) de manera que si F(x,y) es estrictamente positivo
podemos interpretar, en cierto modo, que “el elemento x es preferido al elemento y”. Sea cual
sea la interpretacion que hagamos aqui, el hecho interesante que analizaremos es el siguiente:
Cuando F satisface alguna ecuacién funcional estdndar, la correspondiente relacion binaria
Zr debe satisfacer ciertas propiedades estructurales adicionales. He aqui varios ejemplos:

1) Si F(x,x) =0 para todo x € X, entonces % es irreflexiva.

2) SiF(x,y)+F(y,x) =0paratodox,y € X (lo que se denomina ecuacién de hemisimetria),
entonces % es asimétrica.

3) Si F(x,y)+F(y,z)+ F(z,x) = 0 para todo x,y,z € X, o equivalentemente si F(x,y) +
F(y,z) = F(x,z) para todo x,y,z € X (ecuacién denominada de Sincov) , entonces Zr
es asimétrica y negativamente transitiva.

4) Si F(x,y) + F(y,z) = F(x,z) + F(y,y) para todo x,y,z € X (conocida como ecuacién
de la separabilidad), entonces bajo ciertas condiciones adicionales % es un orden
intervalo.

El problema reciproco al anterior, del que solamente se conocen ciertas soluciones parciales,
consiste en identificar aquellas relaciones binarias & para las que se puede definir una ade-
cuada funcion bivariante F' tal que Z y #%F coincidan. Por ultimo, este tipo de técnicas e
ideas basadas en ecuaciones funcionales pueden extenderse también al caso de relaciones bi-
narias fuzzy. En nuestra comunicacién analizaremos el “estado del arte” en relacion con este
tipo de cuestiones.

Este trabajo ha sido parcialmente financiado a través de los proyectos MTM2012-37894-C02-02, TIN2013-
47605-P y TIN2011-29520 (M.E.C., Espafa) y el Servicio de Investigacion de la Universidad Pudblica de
Navarra.
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We study aggregation operators that are point-sensitive, so that their values strongly depend
on the point where the functions to be aggregated are defined, as well as on the values of
those functions at that point. This analysis gives rise to consider several functional equations
that appear in a natural way.

Given two abstract nonempty sets X and Y, suppose that we have at hand a finite collection
of maps {f1, f2,...,fs} from the set X into the set Y. Then, any new map f,11:X — Y
obtained someway from the given ones f1, f2, ..., f, is usually called an aggregation of those
maps.

Three main situations can be considered at this stage:

e Case I: Given an element x € X, to obtain f,;1(x) we should know the maps f,..., f,
as a whole, maybe in all the points of its domain, or compulsorily at least in several
points different from the point x € X of reference.

e Case 2: Given an element x € X, in order to get f,11(x) we only need to have at hand
the values of fi,..., fu at that point x. That is: f,(x) directly comes from the n-tuple
(fi(x),..., fu(x)) € Y", and we may then assume that there exists a map G : Y" — Y
such that f,11(x) = G(f1(x),..., fu(x)) holds true for every x € X.

e Case 3: Given an element x € X, in order to get f,+1(x) we need to know the values
f1,--+, [ at that point x, as well as the given point x € X. That is: in this case, f;+1(x)
perhaps cannot be directly obtained only from (fj(x),..., f,(x)), Instead, it can actually
be got if we know (x, f1(x),..., fu(x)) € X x Y". The knowledge of the point x could
be decisive at this stage. Moreover, we may then assume that there exists a map H :
X xY" — Y such that f,,11(x) = H(x, fi(x),..., fa(x)) holds true for every x € X.

These nuances are essential in our approach throughout the present paper. The second case
corresponds to the so-called pointwise aggregation of maps, whereas the third case corre-
sponds to weakly pointwise aggregation of maps (also known as point-sensitive aggregation,
to which we pay an special attention here.

The authors acknowledge financial support from the Ministry of Economy and Competitiveness of Spain
under the research projects ECO2012-34828, MTM2012-37894-C02-02 and TIN2013-40765-P.

Notice that here the knowledge of the point x is not necessary if we already know the n-tuple
(fi(x),...,fu(x)). In other words, if x # ¢ € X are such that f;(x) = fi(#) (i =1,...n) then a fortiori

Jar1(X) = fur1 (2).
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Las funciones de implicacion borrosas se usan habitualmente para modelar los condicionales
borrosos y también en los procesos de inferencia borrosa, por lo que resultan ser de vital im-
portancia en el razonamiento aproximado y el control borroso [3]. El estudio de las funciones
de implicacion ha conocido un gran auge en las dltimas décadas y ello ha permitido no sélo
encontrar nuevas aplicaciones de las mismas sino también considerables avances en el campo
desde el punto de vista tedrico.

En este marco tedrico, una de las lineas de investigacion mds estudiadas es la construccion
de nuevas implicaciones a partir de otras dadas o a partir de otro tipo de operadores 16gicos
(ver capitulos 1 y 4 en [2]). En esta comunicacion presentamos un método de construccién
de implicaciones a partir de tres operadores 16gicos como sigue.

Proposicion 1 Sea F una funcion de agregacion disyuntiva (en el sentido de que F(1,0) =
F(0,1) = 1), N una negacion e I una funcién de implicacion borrosa. La funcion Irny dada
por:

Ipni(x,y) = F(N(x),I(x,y)) para todos x,y € [0,1], (1)

es siempre una funcion de implicacion borrosa.

Definicion 2 A una funcion de implicacion borrosa Ipn; construida mediante la ecuacion
(1) la llamaremos una FNI-implicacion. Cuando F sea una t-conorma S, diremos que Isny
es una SNI-implicacion.

En [4] se dej6 como problema abierto el andlisis de este tipo de implicaciones. Asi, en
este trabajo presentamos una introduccién al estudio de las FNI-implicaciones y lo hacemos
con un buen nimero de ejemplos que muestran que, en realidad, cualquier implicacién puede
obtenerse como una F'N/-implicacion (de hecho como una SN/-implicacion). Ademds, estos
ejemplos también muestran como muchas implicaciones, no previamente conocidas, pueden
obtenerse mediante este método.

Por otra parte, la importancia de estos métodos de construccion radica en el hecho de que
las implicaciones resultantes preserven las propiedades de las implicaciones iniciales. En este
sentido se demuestra en este trabajo que las F NI-implicaciones preservan siempre la propie-
dad (IP) y que, con algunas condiciones sobre F' y N, preservan también (CB), (OP),(NP) y
(CO) entre otras (para el significado de todas estas propiedades y otras usuales de las funcio-
nes de implicacion, ver por ejemplo [3]).

Este trabajo ha sido subvencionado por el proyecto TIN2013-42795-P.
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Otra caracteristica importante de este método es que las FNI-implicaciones se pueden
interpretar como un método para modificar una funcién de implicacién dada, 1, que no verifica
una determinada propiedad con el objetivo de que la Iry; resultante si la verifique. Todo
ello de forma similar al caso de las contrapositivaciones que modifican una implicacion para
que verifique la contraposicion respecto de una negacion (ver [3] y [1]). En este sentido,
en este trabajo se demuestra que, eligiendo adecuadamente la funcién de agregacién F y la
negacion N, las FNI-implicaciones resultantes pueden verificar propiedades adicionales que
no verifican las implicaciones inicialmente consideradas. De este modo, se pueden obtener
FNI-implicaciones que verifican por ejemplo (IP),(CO) o (SNP), a partir de implicaciones
que no verifican dichas propiedades.

Finalmente, queremos hacer notar que este trabajo es solo una introduccién a las FNI-
implicaciones y que éstas presentan diferentes lineas de trabajo abiertas. Dado que las FNI-
implicaciones dependen de tres operadores diferentes, se pueden investigar desde diversas
direcciones diferentes:

1. Se pueden fijar por ejemplo los operadores / y F' obteniendo de esta forma implicacio-
nes Iry7 que dependen de una negacion N y estudiar las propiedades de estas implica-
ciones en funcién de las propiedades de N. Un ejemplo de esta linea se puede ver en
[4] que es el origen del presente trabajo.

2. De manera similar se pueden fijar los operadores I, N obteniendo implicaciones Iry;
que dependen de una funcién de agregacion F (o de una t-conorma S) y estudiar sus
propiedades en funcién de las de F.

3. Finalmente, fijando los operadores N, F se obtienen funciones de implicacion a par-
tir de otra dada y se pueden analizar las propiedades que se preservan por esta cons-
truccién. Mds audn, se puede investigar qué propiedades adicionales verifica la nueva
implicacién que no verificaba la inicial.
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Los intervalos aparecen con frecuencia en problemas relativos a conjuntos fuzzy, espe-
cialmente cuando el grado de conocimiento de un dato tiene cierta incertidumbre que hace
necesario atribuir a cada elemento un valor comprendido entre dos valores dados sin deter-
minar exactamente el valor fijo exacto porque éste no es conocido por los expertos. En este
sentido son numerosos los trabajos publicados que utilizan conjuntos fuzzy valorados en in-
tervalos.

Es sencillo dotar a los intervalos de un orden parcial definido mediante un orden en R
aplicado a los puntos extremos del intervalo. Como no existe un orden total definido de for-
ma natural en los intervalos, definir un orden total en ellos requiere otras técnicas. El orden
total mas conocido es el de Xuy Yager. En [2] H. Bustince, J. Fernandez, R. Mesiar y A. Ko-
lesdarova definen 6rdenes lineales para intervalos mediante funciones de agregacién y estos
ordenes admisibles permiten extender a los conjuntos fuzzy valorados en intervalos las herra-
mientas matemadticas usuales utilizadas en los conjuntos fuzzy ordinarios. En [1] H. Bustince,
E. Barrenechea y M. Pagola estudian los 6rdenes K, g, de los que son casos particulares el
orden de Xu y Yager y los 6rdenes lexicogréficos.

En la literatura, sin embargo, no aparecen funcions de negacién compatibles con estos
ordenes, por ello resulta util encontrar dichas funciones de negacién, y mds si se trata de
negaciones fuertes. En el trabajo, utilizando distintas negaciones fuertes en R y atendiendo
a la amplitud de los intervalos, definimos negaciones y negaciones fuertes para los drdenes
K g, en particular para el orden de Xu y Yager y los 6rdenes lexicograficos.

La bibliografia més relevante en este trabajo es la que mencionamos a continuacion:
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La monotonia es una de las caracteristicas fundamentalles denciones de agregacion
([3]), tanto en el hipercubo unidad como cuando se considextensiones de los conjuntos
difusos. Es un requisito natural en muchos campos de ajdigatesde la toma de decisién
al procesamiento de imagen. Sin embargo, en algunos cas@dasde una condicion muy
exigente. Por ejemplo, consideremos el caso de la moda eaganmiento de imagen. Es un
operador que es muy apropiado para eliminar determinaplos tie ruido. Sin embargo, la
moda no es mondtona, lugo no puede ser considerada comonaidfae agregacion ([1]).
En esta charla, basandonos en la idea de monotonia diratf@hmpresentamos la nociéon
de funcion de pre-agregacion [4], como una funcién quefaagdas mismas condiciones de
frontera que una funcion de agregacion usual, pero a la doissexige monotonia a lo largo
de una direccion fijada. De esta forma, las funciones de gmegacion incluyen muchos
ejemplos de funciones que no son agregaciones, como eekcgsarticular, de la moda.
Discutiremos tres métodos de construccion de pre-ag@uyexidiferentes y presentare-
mos diversos ejemplos de funciones de pre-agregacion gsemagregaciones. En particu-
lar, uno de los métodos de construccion considerados sebdsdefinicion usual de integral
Choquet discreta, reemplazando el producto por otras foesiapropiadas. Las funciones de
pre-agregacion construidas de esta forma pueden utdizens disefiar sistemas de clasifi-
cacion basados en reglas difusas que mejoran los resutiad@parecen en la literatura.

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por los proge@iN2013-40765-P, APVV-14-0013 y
481283/2013-7, 306970/2013-9, 232827/2014-1, 30768220y 233950/2014-1 del CNPQ.
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En los dltimos tiempos existe un gran interés por el estudifbdnas generalizadas de mo-
notonia. [2], de tal modo que sea posible definir y/o cubriclnas funciones que, a pesar de
no ser funciones de agregacién debido a la falta de monaotsuoil, si que resultan de gran
interés para aplicaciones en los mas diversos campos, gmnejemplo, el procesamiento
de imagen, la clasificacion o la toma de decision.

Un paso muy importante en esta direccion lo ha constituidatiaduccion del concepto
de funcion de pre-agregacion [3]. Una funcién de pre-agiégaes una funcion que satisface
las mismas condiciones de contorno que una funcion de agéegaero que, en lugar de ser
creciente en el sentido usual, solo es creciente a lo largoaldireccion fijada. Las funciones
de pre-agregacion se han mostrado muy utiles en problemealssiicacion [3]. Ademas,
dentro de las funciones de pre-agregacion es posible iiradfyinos casoso muy relevantes
gue no encajan dentro del marco de las agregaciones, corhocas®eale la moda.

La exigencia de monotonia a lo largo de una direccion fija gda enisma en todos los
puntos del hipercubo unidad puede resultar, sin embardgayia demasiado estricta para
algunas aplicaciones. En procesamiento de imagen, popkjecuando se trata de hallar los
bordes en una imagen dada, las direcciones relevantesrpoaadiar de un pixel (punto) a
otro [1].

Teniendo en cuenmta esta observacion, entre otras, emasftpresentamos la nocion
de funcion de pre-agregacion ordenada direccionalmenie) Gigue.

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por los progeiN2013-40765-P y APVV-14-0013.
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Definicion 1 Sea F: [0,1]" — [0,1] una funcién y se& # 0 un vector n dimensional. F es
direccionalmente ordenada creciente si para cualquiex € [0,1]", para cualquier c> 0y
para cualquier permutaciom : {1,...,n} — {1,...,n} €ON %;1) > ... > Xg(n) Y tal que

12xa(1)+cr12 zxa(n)+crn20

se verifica que
F(x+cry;1) > F(X)

donderofl = (rafl(l), ceey rrl(n)).

Analogamente, F es direccionalmente orden@daecreciente si para cualquiex €
[0,1]", para cualquier c> 0 y para cualquier permutaciéo : {1,...,n} — {1,...,n} con
Xg(1) = -+ = Xg(n) Y tal que

12xa(1)+cr12 zxa(n)+crn20

se verifica que
F(x+crfz1) <F(x)

dondery1 = (rg-11q)s---,fg-1(n))

De este modo la direccién a lo largo de la que se exige moreofardde cambiar de un
punto a otro, lo que permite tener en cuenta informaciérvaeke en eun entorno de dicho
punto. Esta nocion da lugar a aplicaciones muy interesaggpecialmente en procesamiento
de imagen, ya que permite construir detectores de bordesometitivos, como mostrare-
mos en la charla.
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La clase (<), de ordenes de actividad en reticulos distributivos (L, <)y
su familia de nulnormas asociada (A“)ycy.
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El marco general para el tratamiento de imagenes mediante la teoria de Morfologia
Matematica [1,2,3,4] se fundamenta a su vez en la teoria de reticulos completos y
distributivos (L, <, A, Vv) en los que los puntos A€ L representan imagenes y el orden < la
inclusion entre ellas. En ese modelo, dada una imagen 4€ L se obtiene nuevas imagenes
¢(4) € L mediante filtros morfoldgicos, que vienen dados por operadores ¢ : L — L que
cumplen ciertas propiedades. (La identidad 7 en L tal que i(4) = A VA€ L es uno de ellos).
La clase 3 < L* de estos operadores es un reticulo completo distributivo (I, <) con el
orden: ;< @2 & @i(A) < @A) VAe L. En este reticulo (T, X), y asociada a cada w € T,
se introduce una nueva relacion de orden auxiliar <” en 3. Por ejemplo, si @ = i, la
expresion ¢; <@, traduce la situacion: “el operador @; es mds activo que el operador ¢;”.
En esa linea, para cualquier @ € 3, la relacion < se llama en la literatura el orden de
actividad relativo a w [2,3]. El estudio de los conjuntos ordenados (3, <) de operadores

con los drdenes de actividad es un topico importante en Morfologia Matemadtica [4].

En [5] se ha utilizado el concepto de orden de actividad en un contexto diferente: el relativo
a la medicion de la ambigiiedad y la borrosidad de sub-intervalos cerrados de [0,1]. En ese
mismo estudio se demuestra que el orden de actividad recupera la definiciéon de “orden
aguzado”(sharpened order) [6] asociado al concepto de entropia en entornos borrosos.

En este trabajo continuamos el estudio de estos ordenes de actividad en un contexto
general, proporcionando una version equivalente y mas simple que la inicial y también
analizando relaciones entre esos drdenes y otros conceptos de la l6gica borrosa.

En primer lugar, definimos relaciones de actividad en conjuntos parcialmente ordenados
(P, <) dirigidos y filtrados. Esas relaciones <” con we P resultan ser pre-6rdenes. Si en P
existe elemento minimo 0 y/o elemento maximo /, entonces <’ coincide con el orden < en
Py < coincide con el dual > del orden en P.

En [5] se prueba que si (P, <) es un reticulo distributivo (L, <), las relaciones <“ si que son
relaciones de orden para cualquier @ € L y ademas, para cada wel par (L, <“, A”) es semi-
reticulo con operador infimo A“ asociado al orden <“. En este caso, la familia (X”)per
constituye la clase de los drdenes de actividad en el reticulo distributivo (L, <). Se completa
aqui ese resultado demostrando que si (L, <) es completo, Broweriano y dual-Broweriano
entonces el semi-reticulo (L, <”, A®) resulta ser completo, (es decir, existe inf”M para todo

subconjunto de L M # ¢).

! Miembro honorario del grupo de investigacion de la Universidad Publica de Navarra: “Adquisicion de
conocimiento y mineria de datos, funciones especiales y métodos numéricos avanzados”.
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En un reticulo distributivo (L, <,A,v), la relacion de actividad <” es tal que a < B es
equivalente a (@, «, p)eB, siendo B C L’ la relacion ternaria “intermediacion”
(betweenness) [7,8]. También, en estos casos, el elemento a A“ € L coincide con el valor
m(w, a, f) del operador m: L’ — L conocido como mediana [9] .

El operador infimo A“ en (L, <) es un operador nulnorma [10,11] en el reticulo (L, <).
Analizamos los casos en los que A“ tiene operador residuo ~»“.

También se caracteriza el orden de actividad en el reticulo producto ([1,.Lj, <) de una
familia ((Lj, <)),., de reticulos distributivos.

Se estudia el orden de actividad en casos distinguidos de reticulos: las Algebras de Boole
completas (L, <, A, v, ©, 0, 1), demostrando que en cada una de éstas, la familia de 6rdenes
(X“)wer tiene asociada otra nueva de operadores supremo: (V”),er . Se obtiene asi una
familia de Algebras de Boole completas ((L, <“, A”, V*, ¢, @, @))wer , todas isomorfos al

algebra inicial (L, <, A, Vv, , 0, I). Se prueba también que ahora cada operador nulnorma
A? es uninorma [12] en (L, <, A, Vv, 6, 0, 1).

Finalmente interpretamos tanto la relacion de orden <, como la ley A”y su residuo ~»
en el algebra de Boole del conjunto ¢ (E) de las partes de un referencial ordinario E.

Palabras clave Orden de actividad, uninormas, operadores nulnorma en reticulos.
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Abstract
Hesitant fuzzy relations and some of their operations are defined.
A first definition of T-transitive property and its closure is defined.
Keywords: hesitat fuzzy sets, T-transitivity, transitive closure

Introduction
Hesitant fuzzy sets are a generalization of fuzzy sets that allow us to assign a few or
several membership degrees to the elements of a (finite) universe, introducing the concept
of possible hesitation of their membership degrees.

Operations and partial order <y on Lists.

Let L <[0, 1]> be a finite sorted list of membership degrees in [0, 1], from now on just
noted L. Sorted lists are Abstract Data Types (ADT) well known in computer programming
sciences that allow at least to ask for their length, whether they are empty, and add and
remove elements keeping the order of the elements.

Definition 1. Let L be a sorted list of | membership degrees in [0, 1] and n be a natural
number. Then L x n is a sorted list of | x n membership degrees adding every membership
degree n times.

Example: {0.4,0.8,1} x3={04,04,04,0.8,0.8,0.8,1,1, 1}

Definition 2. Let L be a sorted list of | membership degrees in [0, 1], then L[i] is the ith
element of the list L, fori=1..1.

Definition 3. Let L; and L, be lists of length 1; and I, . Then L; <y L, if and only if
Lix(I/L)[i] £ Lx(V)[1] for all i= 1.. mem(l;, ;) = 1. <y is a partial order on the set of
Lists.

Definition 4. Let T be a triangular norm. The intersection Ty of 2 lists L; and L, of length
l; and I is a list Ty(Ly, L) of length I = mem(ly, 1) such that

TH(Ll, L2) [1] = T(L]X(l/l])[l], sz(l/lz)[l]) foralli=1..1

Hesitant fuzzy sets and hesitant fuzzy sets bags

Let E be a finite universe of discourse.
Definition 5. A hesitant fuzzy set puy on a universe E is a mapping pu: E — H, where H is
the set of sorted lists of membership degrees in [0, 1].
Let [; be the length of the list L; = pgn(ei). So l; is the number of membership degrees of e;.
Let 1 be the mem of all |; for all 1 in 1..card(E).
Definition 6. A hesitant fuzzy set bag B, of a hesitant fuzzy set py on a universe E is a
mapping
B,: E — L where Lg is the set of a sorted lists of length Iy and By (e;) = Li x (In/1;)
Example: Let E = {e}, e,}, Let ug = {{0.4, 0.6}, {0.5,0.7, 1}}
Then B, = {{0.4, 0.4, 0.4, 0.6, 0.6, 0.6}, {0.5,0.5,0.7,0.7, 1, 1 }}
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Note that {0.4, 0.6} <u {0.5, 0.7, 1} because{0.4, 0.4, 0.4, 0.6, 0.6, 0.6} < {0.5, 0.5,

0.7,0.7, 1, 1}.
Hesitant fuzzy relations and hesitant fuzzy relation bags

Definition 7. A hesitant fuzzy relation Ry on a universe E is a mapping Ry: ExXE— H
where H is the set of a sorted lists of membership degrees in [0, 1].
Let 1;; be the length of the list L;; = Ru(ei, €i).
Let Iz be the mem of all I;; for all 1, j in 1.card(E).
Definition 8. A hesitant fuzzy relation bag Br of a hesitant fuzzy relation Ry is a mapping
Br: E x E— Lg where Lg is the set of a sorted lists of length 1z and Br(e;, €;) = L;; x (Iz/l;))

T-Transitive property and T-transitive closure of Hesitant fuzzy relations
Definition 9. Let T be a triangular norm. A hesitant fuzzy relation Ry on a universe E is T-
transitive if and only if Tu(Rgu(a, b), Ru(b, ¢) ) <y Ru(a, c) for all a, b, c in E.

Definition 10. Let T be a triangular norm. Let Ry be hesitant fuzzy relation on a universe
E. The T transitive closure of Ry is the <g-lowest relation Ry’ that is T-transitive and
<y -contains Ry
Theorem 1. The T-transitive closure of a hesitant fuzzy relation always exists and it is
unique.
Lemma 1. The T-transitive closure of a hesitant is computable by a finite algorithm.

1 {0.5,0.7,1}
{0.4,0.8} 0 )

{1,1,LL,1,1} {0.5,0.5,0.7,0.7,1,1}
{0.4,0.4,0.4,0.8,0.8,0.8} {0,0,0,0,0,0}
Then Ry™™, Ry™™4, RyY (closures for the t-norms min, product and Lukasiewicz) are

Min ( {,1,LL,1,1} {0.5,0.5,0.7,0.7,1,1} )

Example: Let E = {e;, e;}, Let Ry = (

Then Br = ) and Ig = 6.

{0.4,0.4,0.4,0.8,0.8,0.8} {0.4,0.4,0.4,0.7,0.8,0.8}

brod 4,LLLLL {0.5,0.5,0.7,0.7,1,1}
{0.4,0.4,0.4,0.8,0.8,0.8} {0.2,0.2,0.28,0.56,0.8,0.8}

W 4LLLLL {0.5,0.5,0.7,0.7,1,1}

t140.4,0.4,04,0.6,0.6,0.6)  10,0,0.1,0.5,0.8,0.8}

Forcing that all lists are comparable is a strong condition. A weaker definition is possible:
Definition 11. Let T be a triangular norm. A hesitant fuzzy relation Ry on a universe E is
weak T-transitive if and only if Ty(Ru(a, b), Ru(b, ¢) ) <uRu(a, c¢) or Tu(Ru(a, b), Ru(b, ¢) )
is not comparable to Ry(a, ¢) for all a, b, c in E.

Theorem 2. The weak T-transitive closure of a hesitant fuzzy relation does not exist.
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En este articulo se define el concepto de agregacion computable como una alternativa a la
definicion cldsica de agregacion [2, 3, 4], que puede naturalmente extenderse a listas [1] de
la siguiente forma:

Definicion 1. Una agregacion generalizada sobre un reticulo completo de elementos de tipo
T es una funcion Ag : T" — T que satisface:

1. Ag(07,07..,07) =07 yAg(lz,17,.,17) =17
N—— N——
ntimes ntimes

donde 07 y 1 7 son los menores y mayores elementos del reticulo 7 respectivamente.
2. Ag es monotona.

Definicion 2. Sea L < T > una lista de elementos de tipo T. Una agregacion computable
es una agregacion generalizada Ag : L < T >— T tal que Ag(L) = P(L) donde P es un
programa que verifica las propiedades de las agregaciones generalizadas.

Ejemplo 1. La media aritmética es una agregacion computable.
Sea L = {x1,...,x,} una lista de valores [0,1]. El siguiente programa escrito en C++

calcula la expresion % X
float arithmetic_mean (float L[], int n) {

float acum;

acum=0;

for (1=0; i++;1i<n)

acum=acum+L[i];
return acum/n;

}

En muchas ocasiones la implementacion mds inmediata de una agregacién nos remite a
algoritmos de un determinado paradigma de programacién. En este sentido podemos hablar
de agregaciones procedurales, funcionales, 16gicas, etc.

Definicion 3. Sea L = {x,...,x,} una lista de valores |0, 1]. Una agregacion computable es
procedural Ag : L < T >— T si existe un programa procedural P tal que Ag(L) = P(L) y Ag
es una agregacion generalizada.

Agradecimientos: este articulo ha sido posible debido al apoyo de los proyectos TIN2015-66471-P y
S2013/ICE-2845.
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De forma similar se definen las agregaciones procedurales, funcionales y 16gicas. Asi, por
ejemplo:

e El programa del ejemplo 1 es un programa procedural que implementa la media arit-
mética.

e La media aritmética es una agregacion funcional: si L es una lista de valores en [0, 1],
el siguiente programa escrito en Haskell calcula la media aritmética de n elementos:

suma [] = 0

suma (l:1s) = 1 + suma 1s
long [] =0

long (l:1s) = 1 + long 1s
media 1 = (suma 1) / (long 1)

Definicion 4. Una agregacion map-reducible es una agregacion computable que puede ser
programada utilizando un algoritmo del paradigma de programacion map-reduce.

Asi,

e [a media aritmética es una agregacion map-reducible ya que la suma de los valores
puede ser descompuesta y procesada en varios nodos.

e [a mediana no es una agregacién map-reducible, pues su computo no permite su des-
composicidn y procesamiento en varios nodos.

Definicion 5. Una agregacion computable Ag es abordable con una complejidad O(t(n)) si
existe un programa P con complejidad ©(t(n)) y Ag(L) = P(L) donde t(n) es el tiempo de
computo de P(L) y Ag es una agregacion generalizada.

Asi, por ejemplo,
e [a media aritmética es abordable con una complejidad lineal.
e La media geométrica es abordable con una complejidad lineal.

e Todo operador F de tipo OWA es abordable con una complejidad n x log(n).
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In the literature of aggregation functions, weighted means and OWA operators (Yager [9])
play a major role in aggregating information. Although both families of functions are defined
by means of weighting vectors, their behavior is quite different. This is because in the case
of weighted means, the weighting vectors weight each information source in relation to their
reliability, while in the case of OWA operators they weight the values according to their
ordering.

Despite the fact that both families of functions allow to solve a wide range of problems,
there are situations where both the importance of information sources and the importance of
values had to be taken into account. Different aggregation operators have appeared in the
literature to deal with this kind of problems. A usual approach is to consider families of
functions parametrized by two weighting vectors, one for the weighted mean and the other
one for the OWA type aggregation, that generalize weighted means and OWA operators in the
following sense: A weighted mean (or a OWA operator) is obtained when the other weight-
ing vector has a “neutral” behavior; that is, it is (1/n,...,1/n) (see Llamazares [3] for an
analysis of some functions that generalize the weighted means and the OWA operators in
this sense). Two of the solutions having better properties are the weighted OWA (WOWA)
operator, proposed by Torra [8], and the semi-uninorm based ordered weighted averaging
(SUOWA) operator, introduced by Llamazares [4].

WOWA and SUOWA operators are continuous, monotonic, idempotent, compensative
and homogeneous of degree 1 functions. These good properties are due to the fact that both
families of functions are Choquet integrals with respect to normalized capacities (on the
Choquet integral, see Choquet [1]). In the case of SUOWA operators, their capacities are the
monotonic cover of certain games, which are defined by using the capacities associated with
the weighted means and the OWA operators and “assembling” these values through semi-
uninorms with neutral element 1/n (we recall that semi-uninorms, introduced by Liu [2], are
an extension of uninorms by dispensing with the symmetry and associativity properties).

Given that semi-uninorms play a fundamental role in the definition of SUOWA operators,
two procedures to construct semi-uninorms have been introduced by Llamazares [6]. The first
one, based on the notion of ordinal sums of aggregation operators, allows us to obtain con-
tinuous semi-uninorms. The second one, based in the combination of several semi-uninorms,
allows us to construct new semi-uninorms that keep some properties of the former semi-
uninorms.

This work is partially supported by the Spanish Ministry of Economy and Competitiveness (Project
ECO02012-32178) and the Junta de Castilla y Le6n (Consejeria de Educacién, Project VA0O66U13).
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Although WOWA and SUOWA operators share many properties, they are different classes
of aggregation operators as it has been pointed out by Llamazares [4]. For this reason, it
seems interesting to analyze their behavior from other points of view. In this sense, Lla-
mazares [7] has studied WOWA and SUOWA operators regarding some simple cases of
weighting vectors, the capacities from which they are building, the weights affecting the
components of each vector and the values they return. Likewise, Llamazares [5] has proven
that, in the case of two dimensions, any Choquet integral with respect to a normalized capac-
ity can be expressed as a SUOWA operator.

Another interesting issue is to know the behavior of these functions by using several
indices suggested in the literature: orness and andness degrees, importance and interaction
indices, tolerance indices, dispersion indices, etc. The aim of this work is to analyze some
specific cases of SUOWA operators with respect to various indices such as the orness, which
measures the degree to which the aggregation is like an or operation; the Shapley value, which
shows the global importance of each information source; and the veto and favor indices,
which measure the degree to which an information source behaves like a veto or a favor.
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We consider in this work a class of both multidistances and dispersion measures defined by
means of a family of OWA operators, on the set of lists of real numbers J,> (R)" equipped
with the Euclidean distance.

Multidistances are a generalization of ordinary distances in order to measure how much
separated are not only two elements of a set but any finite list. They are defined as follows.

Definition 1 /2] We say that a function D:J,> X" — R is a multidistance on a non empty
set X when the following properties hold, for all n and xy,...,x,,y € X:

mdl) D(xi,...,x,) =0ifand only if x; = xj forall i,j =1,...n.
md2) D(x1,...,%n) = D(Xg(1),- - -, Xg(n)) for any permutation 7 of 1,...,n,

md3) D(x17"'7xn) gD(xl,y)—l-—l-D(xn,y),

A remarkable class of these functions are the so called functionally expressible multidis-
tances.

Definition 2 /3] Let D be a multidistance on a set X and d an ordinary distance on the
same set. We will say that D is functionally expressible from d and F, or (d,F )—functionally
expressible, if there exist a symmetric function F:J,~, (RT)" — R™ such that:

D(x1,...,x,) = F(d(x1,x2),...,d(xi,X}),...,d(Xy—1,%n)) , (1)
foralln>2, 1 <i< j<nandxy,...,x, €X.

We will deal with a definition of measures of dispersion based on the one given in [1],
slightly modified.

Definition 3 A function A:J,> (R — R is said to be a c-dispersion measure, ¢ > 0,
when it fulfills these four conditions:

Al) A(xy,...,x,) =0ifand only if x; = x; foralli,j=1,...,n.

This work has been supported by the projects TIN2013-42795-P and TIN2014-56381-REDT (LODISCO)
(Spanish Goverment)
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A2) Ais symmetric: A(xy,...,xn) = A(Xg(1), - Xg(n)) for any permutation 7 of {1,...,n}.

A3) A is invariant for isometries: A(xy,...,x,) = A(@(x1),...,0(x,)) for any isometry ¢
defined on RX.

A4) Alaxy,...,ax,) = a°A(x1,...,x,), foralla € RT.

Comparing Defs. 3 and 1 (with X = R* and d the Euclidean distance), it can be observed
that conditions Al, A2 are the same as mdl, md2. Moreover, condition A3 holds for func-
tionally expressible multidistances, and an additional condition can be given in order to fulfill
A4.

Proposition 1 Let D be a (d,F)-functionally expressible multidistance on R, where F sat-
isfies this additional condition F(aty,...,at,) = a“F(t1,...,t,), with ¢ > 0, for all n > 1,
t,...,tyand a > 0. Then, D is a dispersion measure.

Let W = (W,),,>1 be a family of OWAs. The weights of the OWA W, will be denoted by
of,..., 0.
A function Dy:J,> (RF)" — R can be defined in this way:

0 ifn=1,
Dy (x1,...,%n) = () @)

Wn(zl(xl,xz), ... ,d(xn,l,x,,;) ifn>2,

for any list (x1,...,x,) € (R¥)".
The following result gives a necessary and sufficient condition for this kind of functions
Dy to be multidistances.

Proposition 2 A function Dy, defined by the expression 2, is a multidistance if and only if
the weights of the OWAs of the family W fulfill this condition:

n

col(2>+---+a),gi)l>0, Vn>2. (3)

Functions Dy fulfilling 3 are called OWA-based multidistances. They are functionally
expressible and also condition A4 holds for ¢ = 1. Therefore, we can establish the main result
of this work.

Proposition 3 If Dy is an OWA-based multidistance on RX, then it is also a I-dispersion
measure.
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In this paper, we deal with several ways of formalizing the closeness among different math-
ematical objects (usually points in R"), such as dispersion measures, multidistances and
remainders of some aggregation functions.

First, we propose a notion of absolute dispersion measure that is satisfied by some clas-
sical dispersion measures used in Descriptive Statistics. Before that, we introduce some
notation.

Notation Let / be [0,1] or R, and I= | J /. Vectors in I" are denoted as x = (x1,...,X,),

nelN
0=1(0,...,0) and 1 =(1,...,1). Accordingly, x-1 = (x,...,x) forevery x € I.

Definition 1 A function D : 1 — R is an absolute dispersion measure if it satisfies the fol-
lowing conditions: (1) Positiveness (D(x) > 0, for every x € 1); (2) Identity of indiscernibles

(D(x)=0 & x; ==Xy, forall n € N and x € I); (3) Symmetry (D(xz(1), -, Xz(n)) =

D(x), forall n € N, x € I" and permutation & on {1,...,n}); (4) Invariance for translations

(forall x € I" and t € R such that x+1t-1 € I" it holds D(x+1t-1) = D(x)); (5) Invariance
m

for replications (if D(X,...,X) = D(x) for every x € | and any number m € IN of replications
of x); and (6) Anti-self-duality (if I = [0, 1] and for every x € [0,1]" it holds D(1 —x) = D(x)
(evenness if I = R)).

Some classical measures commonly appearing in the literature, as the range, variance,
standard deviation and mean deviation, as well as the absolute Gini index (the most popular
measure of inequality in welfare economics) verify the above mentioned properties, becom-
ing absolute dispersion measures. But others are not properly absolute dispersion measures,
as the coefficient of variation (it vulnerates invariance for translations and anti-self-duality).

On the other hand, Martin and Mayor [2] have proposed the notion of multidistance gen-
eralizing the classical definition of distance between two points to any finite number of points
by extending the usual triangle inequality.

Definition 2 A function M : 1 — R is a multidistance if it satisfies the following conditions:
(1) Positiveness, (2) Identity of indiscernibles; (3) Symmetry,; and (4) Generalized triangle
inequality (M(x) < M(xy,y)+---+M(x,,y), forall n € N, x € I" and y € I).

The authors gratefully acknowledge the comments of Javier Martin, Ana Pérez and Mercedes Prieto, as
well as the funding support of the Spanish Ministerio de Economia y Competitividad (project ECO2012-32178)
and Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla 'y Leon (project VAO66U13).
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Some classes of multidistances introduced by Martin and Mayor [2] are:

e The drastic multidistances. Among them, the one defined as D(x) = #{x,...,x,} — 1,
trivially fulfills all the conditions of absolute dispersion measures.

o The sum-based multidistances. It is straightforward that the absolute Gini index is just
twice a multidistance of this family. However, not all sum-based multidistances are
absolute dispersion measures, because invariance of replications fails.

e The OWA-based multidistances. Among them, the maximum multidistance, that in our
case coincides with the range, is an absolute dispersion measure. However, not all
OWA-based multidistance are absolute dispersion measures (also invariance of repli-
cations fails).

And also introduced by Martin and Mayor [2], the Fermat multidistance Dr : I — R is

n

given by: Dp(x) = minxel{ Y |xi—x| p where x € I".

i=1
Proposition 1 The Fermat multidistance is an absolute dispersion measure. Moreover, it is
an iterated sum of ranges of the data, where in each term the extreme values are sequentially

withdrawn.

Thus, the Fermat multidistance inherits its condition of absolute dispersion measure from the
range. And its is also true a sort of reciprocal: the above mentioned fact that the range is also
a multidistance.

Finally, we take into account the dual decomposition of aggregation functions introduced
by Garcia-Lapresta and Marques Pereira [1]. Concretely, in this paper we focus our attention
on remainders of exponentials means.

Definition 3 Given an aggregation function A : [0,1]" — [0, 1], the function A: [0,1)" —

R defined as A(x) = ‘w is called the remainder of A.

Definition 4 The exponential mean Ay, : [0, 1]" — [0, 1] is the aggregation function defined
as Ag(x) = élnM, where o # 0.
Proposition 2 Aq is an absolute dispersion measure for every o > Q.

If o <0 then A_q(x) = —Agq(x), and hence positiveness (required both for absolute
dispersion measures and multidistances) is vulnerated. And even for & > 0, Ay is not an
multidistance (the triangle inequality does not hold).

As further research, a similar analysis with other aggregation functions such as quasiarith-
metic means or OWA operators can be developed.
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Una de las aplicaciones mds importantes de las funciones de implicacién borrosa estd centra-
da en el control borroso y el razonamiento aproximado, donde estos operadores son usados
para modelar los condicionales borrosos asi como en los procesos de inferencia, en los que
la regla del Modus Ponens resulta esencial [1]. En estos casos, el Modus Ponens es aplicable
cuando los operadores 16gicos utilizados verifican la propiedad:

T(X,I(X,y)) <)y para todos X,y € [07 1]7 (1

donde T es habitualmente una t-norma (continua) e / una funcién de implicacién borrosa. Por
este motivo la propiedad del Modus Ponens es también conocida como 7'-condicionalidad.

La equacion (1) ha sido extensamente estudiada para las clases de implicaciones mas
habituales, como las R-implicaciones, las (S, N)-implicaciones y las QL y D-implicaciones [1,
5, 6]. Recientemente, los autores la han estudiado también para las RU y (U, N)-implicaciones
derivadas de uninormas [3].

En este trabajo pretendemos generalizar esta propiedad substituyendo la t-norma 7" por
una uninorma U, introduciendo asi la llamada U-condicionalidad. De esta forma, estudiamos
la U-condicionalidad para una uninorma U cualquiera, pero vemos de inmediato que U ha de
ser necesariamente conjuntiva. Vemos ademads que cualquier funcién de implicacién borrosa,
I, que sea un U-condicional ha de verificar determinadas propiedades, como por ejemplo que
I(1,y) < e para todo y < 1, siendo e el neutro de la uninorma. En particular, esto demuestra
que las implicaciones mds usuales, como las R, (S,N), QL y D-implicaciones derivadas de
t-normas y t-conormas, asi como las implicaciones f'y g generadas de Yager, no pueden ser
U-condicionales.

Por el contrario, las implicaciones derivadas de uninormas si son buenas candidatas a
ser U-condicionales, asi como las h-implicaciones (implicaciones construidas a partir de ge-
neradores de uninormas [4]). En este trabajo, nos limitamos a estudiar el caso de las RU-
implicaciones, es decir, las implicaciones residuadas derivadas de uninormas. En concreto, lo
hacemos en los casos en que la uninorma utilizada para construir la RU-implicacién es una
uninorma de % 0 una uninorma idempotente (para las diversas clases de uninormas ver
por ejemplo el reciente survey [2]).

El primer resultado que se ve, sin embargo, es general y viene dado en la siguiente pro-
posicion.

Este trabajo ha sido subvencionado por el proyecto TIN2013-42795-P.
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Proposicion 1 Sean U,Uy dos uninormas con elementos neutros e, ey €0, 1| respectivamente
de forma que U es conjuntiva 'y Uy verifica Uy(0,y) = 0 para todo y < 1. Sea Iy, la implica-
cion residuada derivada de Uy. Si Iy, es un U-condicional entonces ha de ser ey < e.

A continuacién, para el caso en que Uy es una uninorma de %, se ve que en realidad en
este caso ha de ser ey < e y la uninorma U tiene que venir dada por el minimo en la region:

Ry =1[0,e0] x [e,1]U[e, 1] x [0, eq]. (2)

Esta condicién necesaria, se ve que también es suficiente en el caso en que la t-conorma
asociada a la uninorma U es el maximo y la t-norma asociada a Uy es el minimo. Por tltimo,
damos una caracterizacion completa en el caso general en que U (eg,ep) = ep.

Por lo que respecta a las RU-implicaciones derivadas de uninormas idempotentes, Uy =
(g0, €0)ide con go(0) = 1, se distinguen dos casos diferentes segun que go(e) sea igual a 0 o
distinto de 0. En ambos casos, se da una caracterizacién completa de las RU -implicaciones Iy,
con Uy idempotente, que son U-condicionales. A lo largo del trabajo, se van dando ejemplos
ilustrativos de los resultados obtenidos.

Como trabajo futuro, pretendemos extender este estudio a las RU -implicaciones derivadas
de otros tipos de uninormas, como las representables, las continuas en el cuadrado unidad
abierto, las compensatorias, etc (ver [2]). Mds ain, queremos tratar también con otros tipos
de implicaciones como las (U, N)-implicaciones derivadas de uninormas disyuntivas ([1]) o
las i 'y (h,e)-implicaciones recientemente introducidas en [4]. Finalmente, también valdria
la pena estudiar una generalizacién del Modus Tollens a través de uninormas, similar a la
estudiada aqui para el Modus Ponens.
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En estos ultimos afos, el estudio de las funciones de implicacion borrosas se ha conver-
tido en una de las lineas principales de investigacion en légica borrosa [1, 2]. En particular,
la buisqueda de nuevas familias de implicaciones borrosas cuyas propiedades puedan res-
ponder a las necesidades especificas de cada aplicacién se ha convertido en una constante.
Habitualmente, estas nuevas familias han sido construidas mediante funciones de agrega-
cién, negaciones borrosas o generadores aditivos. Sin embargo, debido a que esta estrategia
no tiene en cuenta la expresion final del operador, se pueden obtener funciones de implica-
cioén borrosas con expresiones complejas, que dificultan su uso en cualquier aplicacion. En
respuesta a esta consecuencia indeseada, se inicié una linea de investigacion centrada en la
obtencién de familias de implicaciones borrosas cuya expresion fuera simple y adecuada para
su aplicacion. Asi, en [3] y [4], se introdujeron y estudiaron las implicaciones polinomiales
y (OP)-polinomiales, aquéllas cuya expresion viene dada por un polinomio de dos variables.
En este trabajo, se continda en esta direccion y se introducen y estudian las implicaciones
racionales, como aquéllas cuya expresion viene dada por el cociente de dos polinomios de
dos variables.

Definicién 1. Un operador 7 : [0,1]? — [0, 1] es una implicacion racional borrosa de grado
p(x.y)
q(x.y)

(n,m) si es una funcién de implicacién borrosa y su expresion viene dada por I(x,y) =
donde p y ¢ son polinomios de grados n y m respectivamente, sin factores comunes.

Cabe destacar que las implicaciones polinémicas, introducidas en [3], son un caso par-
ticular de las implicaciones racionales, coincidiendo con las de grado (n,0) con n > 0. Por
otra parte, las implicaciones racionales siempre son continuas y por lo tanto, si satisfacen el
principio de intercambio (EP), son de hecho (S,N)-implicaciones generadas a partir de una
negacién borrosa estricta N y por la t-conorma S(x,y) = I(N~!(x),y). También satisfacen la
propiedad I(x,y) =1 si, y s6lo si, x = 0 e y = 1, siendo utiles para generar indices de equi-
valencia fuertes. Sin embargo, no verifican en ningin caso la propiedad de orden (OP) ni el
principio de identidad (IP), por lo que nunca son R-implicaciones.

La caracterizacion de la familia de implicaciones racionales consiste en establecer con-
diciones en los coeficientes de los polinomios p y ¢ para que la funcién % sea de hecho
una funcién de implicacién borrosa. Aunque las condiciones de frontera perfniten establecer
algunas condiciones sobre los coeficientes, las propiedades de monotonia no son facilmente
expresables en términos de los coeficientes y por lo tanto, la caracterizacion general de esta
familia es compleja. A pesar de todo, si es posible la caracterizacion de las implicaciones
racionales de algunos grados concretos.

Este trabajo ha sido financiado por el proyecto TIN2013-42795-P concedido por el Ministerio de Economia
y Competitividad.
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Teorema 1. SeaI:[0,1]2 — [0, 1] un operador. Entonces I es una funcién racional de :

a(l—x)+By
a+yx+By+(—a—y)xy

e grado (1,2) & I(x,y) = donde ot, >0y 7y > —a.

e grado (2,1) & I(x,y) = a(lixgcigy(;ﬁ(y?ﬁ)xy donde a >0, #0y > —F

Mientras que algunas implicaciones racionales de grado (1,2) son (S,N)-implicaciones y
en ese caso, S es una t-conorma de Hamacher y N es una negacién de Sugeno, ninguna impli-
cacion racional de grado (2,1) es (S,N)-implicacién. Por otro lado, no existen implicaciones
racionales de grado (0,m) con m > 0 ni de grado (1,1). Ademas, en [3], se demostré que
tampoco hay de grado (1,0) y se dieron las caracterizaciones de las de grado (2,0) y (3,0).

Vista la dificultad existente en la caracterizacion de todas las implicaciones racionales,
se proponen dos métodos de construccién de implicaciones racionales a partir de otras im-
plicaciones racionales. En concreto, la conjugacién con automorfismos ¢ con expresiones
racionales y la N-reciprocidad con negaciones N de expresion racional son dos métodos va-
lidos para este fin.

Proposicion 2. Sea I una implicacion racional. Entonces:

i) Si @:[0,1] — [0,1] es un automorfismo racional, entonces Ip(x,y) = @1 (¢(x), @(y))
es una implicacion racional.

ii) Si N es una negacion borrosa racional, entonces Iy(x,y) = I(N(y),N(x)) es una impli-
cacion racional.

Ambos métodos pueden construir implicaciones racionales de diferente grado a la original
y por lo tanto, las caracterizaciones dadas para grados (1,2) y (2, 1) permiten la construccién
a través de estos métodos de implicaciones de grados superiores. De hecho, se demuestra que
existen implicaciones racionales de grado (n,n) con n > 2 cualquiera a partir de la construc-
cion de la (S,N)-implicacion generada a partir de una t-conorma de Hamacher y la familia de
negaciones borrosas N, (x) = 1 —x".
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Desde un punto de vista tedrico, los conectivos 16gicos juegan un papel fundamental en la
teorfa de los conjuntos borrosos y de la 16gica borrosa. Usualmente estos conectivos son in-
terpretados de forma funcionalmente expresable y entonces se representan mediante funcio-
nes definidas en el intervalo unidad [0, 1]. De este modo, las conjunciones y disyunciones se
describen mediante t-normas y t-conormas, los complementos mediante negaciones borrosas
y los condicionales borrosos mediante las funciones de implicacion borrosas (ver [2, 4]).

Las funciones de implicacion borrosas son esenciales en el razonamiento aproximado y el
control borroso porque no solo se usan para representar los condicionales borrosos, sino que
también se usan en los procesos de inferencia. Ademads, tienen una gran cantidad de aplica-
ciones en diferentes campos que van desde el control borroso y las medidas de inclusién hasta
la morfologia matematica borrosa y el tratamiento de imégenes. Por este motivo el interés por
las funciones de implicacién borrosas ha ido creciendo paulatinamente en las tltimas décadas
como muestran los articulos recopilatorios [3, 5] y los libros [1, 2] plenamente dedicados a
este tipo de operadores.

Una linea de investigacion intensamente estudiada es la busqueda de métodos de cons-
truccién de nuevas implicaciones borrosas, muchos de los cuales han sido recopilados en los
capitulos 1 y 4 del libro [1]. Pero incluso desde entonces, nuevos métodos han ido surgien-
do entre los que cabe destacar la suma ordinal de funciones de implicacién borrosas en [6],
donde dicha suma ordinal estd basada en las implicaciones residuadas. En esta comunicacién
presentamos un nuevo enfoque de las sumas ordinales pero, en esta ocasion, basado en las
implicaciones materiales o (S, N)-implicaciones derivadas de sumas ordinales de t-conormas.
De hecho, presentamos diferentes construcciones de sumas ordinales, una por cada posible
negacién borrosa N, como sigue.

Definicién 1 Sea J un conjunto finito o numerable de indices, {(a;,b;)}jc; una familia de

subintervalos abiertos disjuntos de [0,1] y N una negacion de forma que cj = N(b;), d;j =

N(aj)y

N(aj+(bj—aj)x) —¢;
dj —Cj

Nj;(x) = , para todo x € [0,1]. (1)

Consideremos {1} jej una familia de funciones de implicacion borrosas, llamaremos N-suma
ordinal de la familia {I;} jej a la funcion I : [0,1> — [0, 1] dada por

X—da; V¢

Iey) =4 G di=e) s (bj—aj’ d;—q) six€laj,bjley€lejdj,
max{N(x),y} en cualquier otro caso,

Este trabajo ha sido subvencionado por el proyecto TIN2013-42795-P.
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y la denotaremos por I = (N, (ajvbjﬂlj)je,)'

Los primeros resultados que se ven para esta definicién, es que I = (N, (a;,b;,1;)jcj) €s
una funcién de implicacion siempre que todas las I; con b; < 1 verifican la condicion de
frontera I;(x,y) >y para todo y € [0,1] y que, dada una familia cualquiera de implicaciones
{I;} jes, siempre se puede considerar una negacion adecuada de manera que se pueda hacer
la N-suma ordinal de dichas implicaciones.

El interés de estos métodos de construccion radica en que sean capaces de preservar las
propiedades de las implicaciones originales. De esta forma, la comunicacién continda con el
estudio de qué propiedades se preservan mediante la construccion de N-sumas ordinales o,
si no se preservan en general, bajo qué condiciones si lo hacen. En este sentido, se ve que
la negacion natural asociada a una implicacion N-suma ordinal es siempre la propia N y se
analizan con detalle la neutralidad por la izquierda, la condicién de frontera, la continuidad,
la contraposicion (y la contraposicion por la derecha) respecto de una negacién y el principio
de intercambio.

Damos también algunos ejemplos ilustrando el método de construccién viendo en particu-
lar que la (S, N)-implicacién derivada de una negacién N y de una t-conorma suma ordinal de
t-conormas S = ((a;,b;,S;)jes), coincide con la N-suma ordinal de las (S, N)-implicaciones
de las t-conormas §;.

Como trabajo futuro, planeamos estudiar la preservacién, mediante la N-suma ordinal, de
otras propiedades adicionales de las implicaciones como el principio del orden, el principio
de identidad, la ley de importacién o incluso las propiedades distributivas. Ademds, seria
interesante caracterizar las intersecciones de las implicaciones dadas por N-sumas ordinales
con las familias de implicaciones més habituales.
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OWA (ordered weighted average) operators, defined by Yager in [4], constitute a kind of
aggregation functions of real values very appreciated in decision making problems or data
mining processes.

The great variety of possible weights to be chosen provide a wide kind of real OWA
operators, from that given by the maximum (OR-operator) to that defined by the minimum
(AND-operator). In order to classify these operators, an orness measure was defined by
Yager in [5]. This way, for each weighting vector (ay,...,a,) € [0,1]", the corresponding
OWA operator Fy, is assigned a numerical value between 0 and 1 according to its less or
greater similarity with the OR-operator:

T n—k
orness(Fy) = O 1
( Ot) ,:Z1 n—1 k (D
Notice that this numerical value is calculated as a weighted average of (ay,...,0y), this

time by means of the quantities (H, Z%%, ey n+1,

given greater ponderations than the last ones.

In [1], OWA operators were extended to the setting of lattice values. Later, in [2], a
qualitative orness has been introduced for OWA (ordered weighted average) operators defined
on finite lattices (L, <, T,S) endowed with a t-norm T and a t-conorm S. The orness measure
is based on its position with respect to the OR-operator as in the real case. Its formulation
involves the calculation of some elements (dj,...,d,) in the lattice that play the role of the

numbers (%, %, ey ﬁ,O) occurring in the real case. Afterwards,

0), i.e., the first weights o, o, ... are

orness(Fy) = S(T(0q,dy),...,T(t;,dy)).

The aim of this paper is extending that concept of a qualitative orness measure to the
case of the finite lattice (L', <;,,T,S), consisting of all m-ary intervals [aj,...,a,] with
a; <r --- <p a,, belonging to a finite bounded lattice L. It is clear that ! is finite, but it

This work has been partially supported by Spanish project TIN2013-40765-P
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is not easy to calculate the elements (di,...,d,) in L, which are necessary to obtain the
qualitative orness of each m-ary interval OWA operator.

In this paper, those elements are calculated in two especial cases: when L is a distributive
and complemented finite lattice and when L is a finite chain. In both cases, it is necessary to
calculate previously the following elements {by,...,b;} in L', where [ = |L'|:

b1:al\/m\/alELI’”;bzz\/{ai/\aj|i<j€{1,...,l}}€LIm;---;

bk:\/{ajl/\"'/\ajk | J1 <"'<jk€{l,...,l}}ele;...;
by=ajA---Na; € L.

Finally, by scaling these elements b;, the target elements (dj,...,d,) will be obtained.

Theorem 1 Let L be a distributive and complemented finite lattice with a set T of p atoms
and consider the lattice L' for some m > 1. For each k € {1,...,(m+1)? = |L'|}, call by,
the join of all the possible meets of k different elements in L'. If we write k = i(m+1)P~1 + j
withi € {0,1,....m}and j€ {1,...,(m+1)P~1}, then

(@)
bk:ei(l) = [OL,...,OL,lL,...,lL].

Theorem 2 Let L be a finite chain with |L| =n+ 1. For each k € {1,2,...,CR(n+ 1,m) =
|L'|}, call by, € L' the m-ary interval which is the join of all the meets of k m-ary different
intervals. Then by, = [r,r2,...,rm|, where for each i € {1,... ,m},

i—1
ri=max{r € {0,1,...,n} | k< ZCR(r,j) -CR(n—r+1,m—j)}.
=0
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Resumen

Se define un nuevo orden parci@l; en el conjuntdd de subconjuntos finitos del
intervalo unidad. Con este preord€n no es un reticulo, pero si lo son algunos subcon-
juntos deH interesantesH se puede inyectar de forma natural en un reti¢Blo<g).
En(H,<g)y (B,<p) se pueden definir t-normas.

Keywords: hesitant fuzzy sets, subconjuntos finitos del intervalo unidad, orden par-
cial.

Los hesitant fuzzy sets generalizan el concepto de conjunto borroso al permitir la posibi-
lidad de asignar mas de un valor del intervalo unidad a los objetos del universo de discurso.
Son atiles cuando hay duddsegitatior) al asignar valores numeéricos a los objetos [1], [2].

Un tema relevante es como comparar hesitant fuzzy sets, lo que lleva a la cuestion de
definir relaciones de orden en el conjuifiiode los subconjuntos finitos de,1]. Hay una
manera natural de comparar subconjuntos con el mismo cardimak=sfa;,az,...,an} y
B = {by,by,...,by} (asumiendo como haremos durante todo el trabajo que los elementos de
los subconjuntos estan ordenadas<€ a, < ... < ap y by < by < ... < by)), la comparacion
punto a punto parece adecuada<{y B si, y solo si,a < b; para todoi = 1,2,...,n). El
problema surge al intentar comparar conjuntos de diferente cardinal.

Dado que comparar dos conjuntos del mismo cardinal es una tarea facil, la idea para
comparar dos conjunt@sy B de diferentes cardinalesy m es repetir sus elementos conve-
nientemente para obtener dos sucesiones de la misma longitud.

Definicion 1. Sea A={ay,ay,...,an} € Hyr e N. A, € [0,1]™ es el vector de rn coordenadas
I veces I veces I veces
definido por A= (ay,...,a1,ay,...,82,...,an,...,an).

Definicion 2. Sean A= {aj,ap,...,an} Y B= {b1,by,...,bm} subconjuntos finitos del inter-
valo unidad ymcm(n,m) el minimo comun mdultiplo de n y m. Reescribiend@.Am =

(€1,C2, -, Cmem(nm)) Y Brer(um) = (dg,dz, -, Amemnm))

A<y Bsi, y sdlosic < dj paratodd =1,2,....mcm(n,m).

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por el proyecto TIN 2012-32484.
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Ejemplo 3. A= {0,2,0,4} <y B={0,3,0,5,0,8}, porquemcm(2,3) = 6,
A3 = (0727 0727 0727 0747 0747 074) BZ = (0;37 0737 0557 0757 0787 078)
y02<03,02<05 04< 05 04< 0,8,

Proposicion 4. <y es un orden parcial efil con{0} y {1} cota inferior y superior respec-
tivamente.

Este orden parcial respeta el orden puntudDetj y la ordenacion usual de los intervalos
de]0,1]. Otro ejemplo: sA= {ag, a2} y B= {b1,bp, b3}, entonced\ <y Bsiy solo sia; <b;
yapy <hby,yB<gAsiysolosib, <aybs<a.

(H, <g) no es un reticulo. Por ejemplo, los conjunkos- {0,2,0,4} y B={0,1,0,3,0,6}
carecen de supremo y de infimo. Sin embargo, si uno de los cardin@g<Ries multiplo del
otro, entonces estos conjuntos poseen supremo e infimo. De este hecho se sigue el siguiente
resultado.

Proposicion 5. Sea R=rq,ro,...,ry, ... una sucesion de numeros naturales con multiplo
de r, para cada i> 0, Hj, el conjunto de subconjuntos finitos [@e1] de cardinal  y Hg =
Ui~ 1 Hy,. EntoncesHRg, <p) es un reticulo.

(H, <g) no es un reticulo porque le "faltan“ objetos. Si afiadimos los conjuntos del in-
tervalo unidad con algunos elementos repetidos, los llamados bolsas o multiconjuntos [3],
obtenemos un reticul@, <p) en el que(H, <p) esta inmerso.

A partir de una t-norma usual (i.e., definida[@nl]) se pueden generar sendas t-normas
en(H, <g)yen(B,<p).
Proposicion 6. Sean A= {ay,,...,an} y B= {b1, by, ...,bm} dos subconjuntos finitos d@, 1|
y T una t-norma tal que & @ y b< b/ implica T(a,b) < T(&,b’). Escribamos Annm =

(1,2, s Cmeminm)) Y Bieminm = (d1, 2, -, dmemn,m))- Entonces

T(A,B) ={T(c1,th),T(c2,d2), ..., T (Cmcm(n,m) ) dmcm(n,m)>}

es una t-norma e, <g).
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In this contribution we consider the problem of self-selection of individuals in a group
with respect to a given vague or imprecise attribute, e.g. ‘being Jewish’, ‘belonging to a
nationality’, ‘being African-American’ or ‘belonging to a racial group’, etc. Our purpose is
to extend the study of the collective identity in Social Choice Theory by allowing the natural
possibility of partial membership degrees of the individuals to the groups. Then, we define
the problem of group identification in a fuzzy environment.

Following Kasher and Rubinstein’s approach [6], we consider the collective identity pro-
blem as an aggregation problem of individual assessments within a group. We provide ev-
idences that extending the analysis of the problem of collective identity by the introduction
of partial memberships (cf., Alcantud and de Andrés Calle [2]) permits to better capture the
nuances of preference modeling. In the fuzzy framework that we propose in this contribution
not only we gain generality, but also new families of aggregators can be employed to deter-
mine the social outcome. Particularly, besides the few traditional aggregation rules from the
literature we can now utilize the discrete Choquet integral, ordered weighted averaging oper-
ators (OWA), and weighted OWA operators (WOWA) as new tools to determine the degree
of memberships of the individuals to the collective identity.

We show that it is still possible to preserve the nature of earlier investigations in Social
Choice (e.g., the axiomatic treatment of the models: Alcalde and M. Vorsatz, [1], Alcantud,
de Andrés Calle and Cascén [3, 4, 5]) and to avoid restrictions imposed by the crisp view-
point of the problem. We prove these benefits by characterizing the rules that evaluate each
individuals membership to the collectivity by a discrete Choquet integral, and by producing
a positive escape from Kasher and Rubinsteins impossibility theorem.
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El pancreas de los pacientes con diabetes de tipo I no libera la insulina necesaria para
metabolizar la glucosa ingerida a través de los alimentos. Por ello requieren del suministro
artificial de insulina para poder vivir. Uno de los tratamientos mds habituales para esta
enfermedad es la inyeccion subcutanea de insulina, frecuentemente diferenciada en dos
fases. Una inyeccion diaria de accidn lenta y varias inyecciones de accion rapida para
neutralizar la glucosa ingerida durante cada una de las comidas principales del dia.

Si bien es el médico endocrino el encargado de definir tanto el tratamiento como una
estimacion de las dosis a inyectar para cada una de las fases y acciones, el metabolismo de
cada paciente va a condicionar la cantidad de insulina necesaria, y debe ser este ultimo el
que decida aumentar o disminuir la dosis en torno a la pauta facilitada por el doctor, en
funcién de la hora del dia, el nivel de actividad y estrés al que se va a ver sometido o el tipo
de comida que va a ingerir. Sin embargo, a nivel paciente so6lo hay un reducido conjunto de
herramientas de recomendacion de dosis de insulina.

Dada la incertidumbre en el ajuste de la dosis de insulina, debido principalmente al
caracter no lineal de comportamiento metabolico del cuerpo humano, en este trabajo se
plantea el desarrollo de un mecanismo inteligente para la asistencia al paciente en dicho
ajuste, con lo cual se pretende conseguir evitar la fluctuacién fuera de margenes deseados
del nivel de glucosa, principalmente en el caso de valores de riesgo de sufrir hipoglucemia.

El presente estudio se enfoca a la definicion de la dosis de insulina recomendada para
un paciente determinado en funcién de un conjunto de datos previos. Se ha partido de
informacion real facilitada por un paciente anonimo. El tratamiento que sigue consta de una
inyeccion diaria de insulina lenta Lantus (7 unidades) y tres inyecciones de insulina rapida
Humalog (una previa a cada comida). Dispone de una pauta de inyeccion de dosis basada
en el nivel de glucosa en sangre a medir por medio del instrumento Bayer Contour Next
USB Meter. Se ha trabajado con mediciones tomadas entre los meses de febrero y mayo de
2014. El perfil de actividad/estrés del paciente varia en funcion del dia de la semana.
Realiza actividad deportiva intensa dos dias a la semana y moderada los tres restantes. El
fin de semana no realiza ningun tipo de actividad. El paciente no se somete a ningun tipo de
dieta. De manera voluntaria selecciona alimentos sin azucares afiadidos y controla la
ingestion de hidratos de carbono (pastas, arroces, patatas, pan, etc).

La identificacion de la evolucion de esta variable en el paciente se ha realizado
mediante el uso de redes neuronales, mientras que el control de la dosis de insulina se ha
disefiado mediante control difuso.

Para la identificacion se ha seleccionado una red feed-forward con dos capas, una tnica
capa oculta de 10 neuronas, aunque se probaron configuraciones mas complejas (varias
capas ocultas). Se ha aplicado el mecanismo de entrenamiento Levenberg-Marquardt, el
criterio del error cuadratico medio y el mecanismo de separacion de datos aleatorio. La
informacion de entrada es un vector el cual especifica la franja horaria (asignacion discreta
para desayuno, comida o cena), el nivel de actividad (asignacioén discreta para nulo,
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moderado o intenso), el nivel de glucemia medido o el nimero de unidades de insulina
inyectado. La informacion de salida es el estado glucémico en la franja horaria siguiente.
Los resultados obtenidos son aceptables excepto para los casos de niveles de glucemia
bajos, que son sin duda el principal objetivo de la herramienta.

Se ha disefiado un sistema de control difuso de dosis de insulina para sustitucion del
mecanismo de decision por parte del enfermo con tres variables de entrada (glucometria,
nivel de actividad y franja horaria), que provienen de la red neuronal, y una de salida (el
incremento en la dosis de insulina sobre la pautada en funcidén de la opinidén del enfermo
sobre su estado metabdlico).

Uno de los principales inconvenientes del problema de identificacion del sistema, si no
el fundamental, ha sido la limitacién de datos facilitados por parte del paciente. Desarrollar
una herramienta de obtencion de datos poco costosa para el paciente (estilo aplicacion
movil donde registre su nivel de actividad, estrés o tipo de alimentacion), permitiria
disponer de mayor cantidad de informacién a nutrir a la red neuronal). A su vez, conseguir
mayores medidas de niveles de glucosa seria también beneficioso. El paciente seria mas
proclive a realizar mayor nimero de mediciones en caso de disponer de un dispositivo de
control no invasivo existente en el mercado (el actual exige realizar un pinchazo para
obtencién de una muestra de sangre, motivo principal por el cual reduce el nimero de
tomas de medida).
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Obtaining consensual solutions is an important issue in decision making processes. It
depends on several factors such as experts’ opinions, principles, knowledge, experience, etc.
In the literature we can find a considerable amount of consensus measurement from different
research areas (from a Social Choice perspective: Alcalde-Unzu and Vorsatz [1], Alcantud,
de Andrés Calle and Cascon [2] and Bosch [3], among others and from Decision Making
Theory: Gonzdlez-Arteaga, Alcantud and de Andrés Calle [4] and Gonzalez-Pachon [5],
Herrera, Herrera-Viedma and Chiclana [7], Herrera-Viedma et al. [6] and Wu et al. [8],
among others ). Most of them have a common point, they are based on distances or similarity
functions.

In the present contribution we propose a new approach based on the use of the Pearson
correlation coefficient to measure consensus. Moreover, we suppose a general framework
considering experts’ opinions modelled by fuzzy preference relation. The new correlation
consensus measurement takes into account concordance between preferences intensities for
pairs of alternatives and it verifies important properties. In addition, we prove that our pro-
posal is a different approach to traditional consensus measures based on distances or simila-
rities.
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El razonamiento humano se caracteriza por la capacidad de realizar multiples tareas sin la ne-
cesidad implicita de efectuar de manera directa ningun tipo de medida o de cdlculo, sino que a
partir de las propias percepciones y la utilizacion de datos imprecisos es capaz de tomar deci-
siones con una gran exactitud. Esta idea sirvi6 a L. Zadeh para introducir la computacién con
palabras (CWW) en [4] entendida como aquella en la que se utilizan palabras, percepciones
o incluso ciertas frases del lenguaje natural, diferencidndose de la computacién tradicional
centrada exclusivamente en la manipulacion de nimeros y de simbolos. Ademas, sefiala dos
razones principales que avalan su estudio. La primera de ellas, CWW es una necesidad cuan-
do la informacién que se maneja es demasiado imprecisa para justificar el uso de nimeros y
la segunda cuando se permite una tolerancia con la imprecisién que puede ser utilizada para
lograr una mejor adaptacién y descripcion de la realidad.

Por otra parte, la incertidumbre es un denominador comun en una gran variedad de pro-
blemas de toma de decisiones. Esta incertidumbre muchas veces se debe a que la informacién
utilizada por los expertos no solo es de tipo cuantitativo sino de tipo cualitativo, por lo que
se hace dificil el manejo de la misma. Este hecho ha motivado que la computacién con pala-
bras sea un tema candente de constante investigacion en la teoria de toma de decisiones. Por
esta razon diferentes modelos lingiiisticos se han presentado en la literatura con el propdsito
de modelar adecuadamente la opinion de los expertos. Asi en [3] se presenta un sistematico
estudio sobre modelos lingiiisticos multigranulares borrosos en el que se consideran seis dife-
rentes categorias, entre las que destaca el modelo multigranular basado en nimeros borrosos
discretos [2].

Siguiendo con la idea de buscar modelos que describan adecuadamente el lenguaje na-
tural, L. Zadeh en [5] introduce el concepto de Z-numero, interpretado como una pareja
ordenada de nimeros borrosos (A, B). Asi, cuando un Z-nimero es asociado a una variable
de incertidumbre real valorada X, el triplete ordenado (X,A,B) es entendido como una Z-
valoracion, donde la primera componente A es interpretada como una restriccion sobre los
valores que puede tomar X y la segunda componente B nos indica el grado de certeza (se-
guridad, confianza, posibilidad, probabilidad...) que se tiene sobre el valor descrito por A.
En este sentido, (Estabilidad politica, alta, probablemente) es un ejemplo de Z-valoracion.
Desde entonces, muchos investigadores han dedicado su estudio a la teoria de Z-nimeros
desde diferentes perspectivas (fundamentos tedricos y posibles aplicaciones) destacando el
monografico [1]. Sin embargo, tal como ya apunté Zadeh [5] “Problems involving compu-
tation with Z-numbers are easy to state but far from easy to solve”, enfatizando el hecho de
que los procesos de inferencia basados en Z-informacién tienen una complejidad operacional

Este trabajo has sido subvencionado por el proyecto TIN2013-42795-P.

92



XVIIl Congreso Espanol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy (ESTYLF 2016)

y computacional muy elevada, debida en parte al enfoque probabilistico asignado originaria-
mente a la segunda componente. Dicha complejidad ha sido mencionada ya en la literatura
[1] y por esta razén diferentes aproximaciones se han propuesto con la idea de simplificar
el calculo operacional y por tanto el coste computacional. Una de ellas, es la establecida por
R. Aliev [1], que introduce el concepto de Z-nimero discreto, basado en niimeros borrosos
discretos pero manteniendo el mismo enfoque probabilistico establecido por Zadeh. Sin em-
bargo, Zadeh [5] también afirma que la segunda componente B, es una medida de confianza
(certeza) de la primera componente que puede ser interpretada desde diferentes puntos de
vista: seguridad, confianza, creencia o probabilidad.

Teniendo en cuentas estas ideas, en esta comunicacion presentamos una nueva vision del
concepto de Z-nimeros basada en nimeros borrosos discretos con valores en una cadena
finita L,. En este enfoque, no se considera la perpectiva probabilistica de la segunda compo-
nente, sino que el grado de confianza que se tiene sobre la primera se representard mediante
una expresion lingiiistica basada en nimeros borrosos discretos con soporte un intervalo de
una cadena finita L,, o abreviadamente nimeros en ﬂ%f”. Formalmente,

Definicion 1 Sean L, y L,, dos cadenas finitas. Una pareja ordenada de niimeros borrosos
discretos (A,B) conA € o/, B € szlL’” la llamaremos (Ly,L,,) — Z-niimero borroso discreto.
Si asociamos un (Ly,L,,) — Z-niimero borroso discreto a una variable de incerteza, X, la
primera componente, A, desempeiiard la funcion de restriccion borrosa sobre X, mientras
que el niimero borroso discreto, B describird una estimacion imprecisa de la confianza sobre
A. El triplete ordenado (X ,A,B) serd llamado Z-valoracion y se escribird X es (A,B).

Desde este nuevo enfoque, serd posible utilizar las diferentes operaciones establecidas
entre nimeros en ;zflL”, asi como definir operaciones de agregacion entre Z-valoraciones, re-
duciendo el coste operacional y computacional propio de los cldsicos Z-numeros, facilitando
ademds los procesos de inferencia basados en Z-informacion. Un ejemplo ilustrativo en el
que se aplica este método de agregacion para obtener una valoracién global en base a las
Z-valoraciones dadas por expertos es presentado.
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The comparison of two sets is a very important topic, due to its application to several fields,
such as pattern recognition or decision making. Thus, if we are working in a fuzzy environ-
ment, the estimation of the difference between two fuzzy sets is crucial.

This task is usually performed by applying a suitable comparison measure to a pair of
fuzzy sets. This relation has been done with different comparison measures, by consider-
ing different points of view. A good study about measures of comparison was given by
Bouchon-Meunier et al. [1]. More recently, a review of the measures based on the differ-
ences, where the relationships among them were studied in detail, was proposed by Couso
et al. [2]. Among these measures, distances, dissimilarities and divergences seem to be very
appropriate. In the three cases, they have two common axioms:

(Ax1) TIrreflexivity: D(A,A) = 0 for any fuzzy set A € F(X) where F(X) denotes the set
formed by all the fuzzy subsets of the referential X.

(Ax2) Symmetry: D(A,B) = D(B,A) for any pair of fuzzy sets A,B € F(X).
Thus, the different points of view are only taken into account in the third axiom:

e In the case of distances, this is the triangular inequality:
D(A,B)+D(B,C) > D(A,C), VA,B,C € F(X).

e In the case of dissimilarities it is some kind of monotonicity:
D(A,B) < D(A,C) and D(B,C) < D(A,C) for any A,B,C € F(X) withA C B C C.

e In the case of divergences it is based on the union and intersection with a third set:
D(ANC,BNC) <D(A,B) and D(AUC,BUC) < D(A,B),YA,B,C € F(X).

In the last case, the concept of union and intersection is involved, so, this definition depends
on the t-norm and t-conorm selected to define these operations. Thus, in fact, we should call
them as T-S-divergences or just 7-divergences when we consider the dual t-conorm (which
will be here the case).

The research reported in this paper has been partially supported by the Spanish Government under Projects
FIS2011-28820 and TIN2014-59543-P.
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It is proven that they are not the same concept (see [3]) and there is not any general
relation among them. However, in the particular case of the Zadeh t-norm (minimum t-norm)
we know that any divergence is a dissimilarity (see [4]). Moreover, when they have the local
property (they can be decomposed point by point), the family of the local dissimilarities and
the family of the local Tj,-divergences are the same, where Ty, denotes the minimum t-norm.
A very useful measure in this case is the weighted Hamming distance, defined by:

Dyu(A,B) = Z;,(ax [A(x) = B(x)]

where o, > 0 for any x € X and ),y &t = 1. This measure is at the same time a distance,
a dissimilarity and a Tj;-divergence and it has been used in many practical cases. Thus, we
would like to study its general behaviour when any t-norm is considered.

Thus, we have proven that D,z is a T-divergence if and only if the t-norm 7" has the
1-Lipschitz property or, equivalently, if 7" is a copula. Therefore, we know that only t-norms
between the Lukasiewicz t-norm and the minimum t-norm could define a T-divergence. This
is not the case of the drastic t-norm.

Apart from that, we know that a continuous Archimedean t-norm satisfies the 1-Lipschitz
property with constant 1 if and only if its additive generator is a convex function. Moreover,
we know that the minimum t-norm satisfies this property. Thus, we can use the previous
results to characterize the behaviour of some of the most famous families of t-norms. Thus,
the indexes A such that D,y is a T-divergence are:

’ Family \ Indexes ‘
Schweizer-Sklar A € [—o0,00] | A € [—00, —1]
Hamacher A € ]0,00] A €10,2]
Frank A €[0,09] A €[0,0]
Yager A €[0,09] A € (1,09
Dombi A € [0,09] A € (1,09
Sugeno-Weber A € [—1,00] | A €]0,00]
Aczél-Alsina A € ]0,00] A € [1,09]
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En el 4mbito de la toma de decisiones (TD) un problema tipo se caracteriza por una serie
de alternativas sobre las que elegir, que son valoradas por expertos en el drea. Los expertos
son personas capaces de proporcionar valoraciones especificas sobre determinadas propieda-
des de cada alternativa, de cara a que un proceso de computacion determine cual es la mejor
de todas. Independientemente de la complejidad computacional, estos sistemas pueden no ser
faciles de aplicar, ya que el experto puede no tener clara su valoracidn, o bien, encuentra repa-
ros a la hora de proporcionar valoraciones exactas o cuantitativas. Gracias a la incorporacion
de Modelos Lingiiisticos —computing with words (CW) [1]- se ha permitido la manipulacién
efectiva de informacién cualitativa, mucho mads cercana a la forma de razonar de una persona.
Pero ademads se ha encontrado un enorme potencial en la aplicacion de valoraciones hesitant
lingiiisticas [2] (en adelante HFLTS), que incorporan mecanismos la expresion de valoracio-
nes poco precisas, esto es, el experto no solo da una valoracién individual sino que puede
expresar una respuesta multiple (imprecisa). Con el Enfoque Lingiiistico Difuso (ELD) que
usa palabras o frases definidas en un lenguaje natural, nos encontramos con sistemas mas
flexibles que pueden aplicarse a entornos cotidianos con €xito.

Teranga Go! [3] es una plataforma de economia colaborativa cuyo objetivo es el de com-
partir gastos entre usuarios registrados en la plataforma que viajen entre Espaina y Senegal.
Como cualquier red social, los usuarios cuentan con un perfil, un servicio base y diversas
formas de consultar informacién y comunicarse (mensajeria interna, foros, comentarios, me
gusta, etc). Como cualquier red social tiene un problema comun: construir la confianza entre
los usuarios. Puede decirse que la confianza es un valor afiadido en una comunidad online,
ya que para registrase en una plataforma online tan solo hace falta un correo electrénico.
Nosotros pretendemos que la plataforma aporte una valoracién de confianza relativa a los
conductores involucrando a los propios usuarios. Tras un largo viaje (los trayectos entre Es-
pafia y Senegal implican varios dias de conduccion) solicitamos a los participantes de éste que
se evalien mutuamente, aportando datos tanto privados como publicos para el resto de la co-
munidad. Las valoraciones hesitant (una etiqueta o varias etiquetas lingiiisticas consecutivas)
adquiridas sobre una persona a lo largo de varios viajes y aportadas por diversos individuos
(véase la Figura 1.a), son empleadas en un sistema de toma de decision lingiiistico.

En este trabajo aplicamos la representacion lingiiistica 2-tuplas [4] con HFLTS a un pro-
blema real de toma de decisiones multiexperto-multicriterio. La aplicacién del modelo se

Este trabajo estd soportado por el Ministerio de Ciencia e Innovacion en el marco del proyecto TIN2014-
57251-P y por la Junta de Andalucia en el marco del proyecto P11-TIC-7765.
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realiza en el que puede ser el &mbito mds cotidiano en la actualidad: internet y las redes so-
ciales. Lo que pretendemos es dar un valor afiadido a las comunidades online aportando la
implementacion que hemos realizado de un ELD en Teranga Go!. No aplicamos el problema
tipo para obtener un ranking que determine cudl es la mejor de las alternativas, en nuestro
caso valoramos una Unica alternativa (el usuario que recibe las valoraciones). El problema es
multicriterio (se valoran aspectos como la forma de conduccién y la seguridad, la limpieza o
la facilidad de conversacién con la persona) y multiexperto (todo el que haya viajado conmigo
puede valorarme). El resultado es una etiqueta lingiiistica dentro del conjunto {’muy bajo’,
’mejorable’, ‘novel’, ’satisfactorio’, ’confiable’, ’'muy bueno’, ’excelente’ } que determina el
karma de la persona. El karma es un dato publico del perfil del usuario, tal y como se muestra
en la Figura 1.b.

El enfoque lingiiistico difuso puede aplicarse a dar més servicios de la plataforma, para
permitir comparar entre varios viajes similares con un mismo origen-destino-fecha, cudl de
ellos se ajusta mejor a mis preferencias de viaje.

Mi valoracion personal de:
Maria Teresa - Teranga

Seguridad en el viaje

Horrible Muy mal Mal Normal & Bien & Muy bien Excelente
Imipresion general retaliva tanlo & Ia forma de condhuair g ado de. = mas de una
Opcidn siempre que las marcas sean conssautias).

Limpleza e higlene

Rosana Montes

Horrible Muy mal Mal & Normal Bien Muy bien Excelente
i i io hi y i Tipo de usuario: Conductor

vohicuio més da una apaisn sismpre que las marcas

sean consecutias).

» Sobre mi

Conversacion y compaila

» Preferencias en un viaje

Horrible () Muy mal ' Mal [ Normal & Bien (| Muy bien [ Excelente |
s i a .
» Mi coche

Confort del coche

- Valoracién personal

Horrible & Muy mal & Mal & Normal Bien Muy bien Excelente
s ‘siempre que cansecutivas). Seguridad en el viaje: 100 % importancia.
Karma: mejorable
Recomendarias el conductor a otros usuarios? A partir de 3 valoraciones de
‘ usuarios. Conversacién y compaiiia: 49 % importancia.

Limpieza e higiene: 100 % importancia.

No

Esta respuests apavcecer pubicaments 3l iGual que 1D comentanos y 0o &5 DIGSIONS, Editar imagen de perfil Confort del coche: 47 % importancia.

¢El conductor se ha ajustade a lo acordado previamente?

si .
Ests respuests aparcocera pubbcamente i GuBl quo 0 comentars y 50 65 ab¥gatora.

(a) (b)

Figura 1: (a) Tras un viaje los usuarios se evalian, permitiendo mostrar valoraciones impre-
cisas como las de los criterios Seguridad y Confort. (b) Estas valoraciones alteran colaborati-
vamente el valor del karma de cada implicado.
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Group Decision Making (GDM) is a usual process in companies and administration in
which a group of decision makers try to obtain a joint solution for a complex decision pro-
blem by taking into account their different points of view situation [2]. Notwithstanding, in
principle group decisions should be better accepted than decisions made by a single decision
maker because they try to include several viewpoints, sometimes the decision processes do
not consider the agreement in the solution, therefore such solutions can fail in their goal. To
overcome such a problem, a consensus reaching process is added to GDM processes (See Fig
1), in which an iterative discussion process supervised by a human figure so-called moderator
tries to guide by providing advice to experts in order to obtain agreed solutions by all decision
makers participating in the decision problem [7].

( Consensus reaching process
Problem '
»| Experts' group |preferences Moderat Preferences
(2 > oderalor 1 lunder consensus ( :
Set of ."6 ] —> Selection process )
alternatives| % < Advice ¢
\ Solution set of
alternatives

Figura 1: Consensus and GDM scheme

The complexity of GDM problems are often due to the uncertainty related to the impre-
cision and vagueness of the meaning of the decision situation that is modelled by linguis-
tic descriptors [3]. Different linguistic consensus models have successfully dealt with these
GDM problems [4, 5]. However, recently it has been pointed out that in GDM problems
dealing with linguistic information may be necessary to offer a higher flexibility to experts
for eliciting their preferences to manage mainly their hesitancy about linguistic assessments
when a single linguistic term does not adjust enough to their knowledge/preference [6]. This
contribution provides below a novel consensus model for GDM problems dealing with Hesi-
tant Fuzzy Linguistic Term Sets (HFLTS) that have been proposed to deal with hesitancy in
linguistic GDM problems.

This work is partially supported by the Research Project TIN2015-66524, Spanish Ministry of Economy
and Finance, Postdoctoral Training (FPDI-2013-18193) and ERDFE..
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. Determining Group Decision Problem: it determines the GDM problem defining the
alternatives, experts and domains of expression for experts’ preferences.

2. Gathering Preferences: Each expert provides her preferences by means of a preference

relation P;, with linguistic terms and linguistic comparative expressions.

. Making Information Uniform: Preferences (fuzzy membership functions representing
the linguistic terms and the comparative linguistic expressions) are conducted into a
unified expression domain by using fuzzy sets [1].

4. Computing Consensus Degree: It computes the degree of agrement or consensus de-

gree, amongst decision makers [2], measured as a value in [0,1] such that the more
value the better.

. Consensus Control: Consensus degree is compared with a consensus threshold u €
[0, 1], established a priori by the group.

6. Advice Generation: When consensus required is not achieved, decision makers are ad-

vised to modify their preferences to make them closer to each other and increase the
consensus degree in the next round of the Consensus Reaching Process.

This contribution has presented a consensus model that deals with HFLTS information in

GDM to achieve agreed solutions in GDM problems defined in qualitative settings in which
experts can hesitate when eliciting their preferences.
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A Bell-type inequality is an inequality of the type 0 < L <1, where L is a linear combination
with real coefficients of probabilities p; and joint probabilities p;j, p;jk, - - -, P1.....n cOrrespond-
ing to n events. These inequalities involve t-norms when they are translated to the fuzzy sets
context. In this contribution we focus on the continuous t-norms that satisfy the third axiom of
Zadeh’s definition of fuzzy probability and study which of them satisfy Bell-type inequalities
1) and I3:

Inequality 11 : 0<x+y—T(xy) <1 (1)
Inequality /3 : 0 <x—T(x,y)—T(x,2)+T(y2). )

Zadeh’s definition of probability for fuzzy events includes the axiom of finite additivity that
depends on the chosen t-norm and can be equivalently written as follows:

T(1—-x,1—y)=1—x—y forevery (x,y) zero-divisors of 7. 3)
Montes et al. [3] characterized the continuous t-norms that satisfy this property.

Theorem 1 A continuous t-norm satisfies Eq. 3 if and only if it is a strict t-norm, the mini-
mum, the Lukasiewicz operator or an ordinal sum of the following type: T = ({a;,b;,T;))icr
with nilpotent elements (Z(T) # 0) such that if 3i € I satisfying a; = 0, then:

e (aj,b;) = (0,i), where i < min (1 —s, %) and

o T(x,y) = TL(x,y) for every (x,y) € D
where D = Z(T) = {(x,y) € (0,1)* | T(x,y) = 0},D = {(x,y) | (1 —x,1—y) € D} and
s =sup{x+y| (x,y) € D}.

We next explore what t-norms among those considered in Theorem 1 satisfy the Bell-type
inequality 121 (Eq. 1).
Observe that since every t-norm is bounded by the minimum, the left inequality holds for
any t-norm since x+y — 7' (x,y) > x+y — min(x,y) = max(x,y) + min(x,y) — min(x,y) > 0.
The right inequality is equivalent to 7'(x,y) > x+y — 1, this is, it is equivalent to T > Ty..
Therefore, inequality 7} becomes T'(x,y) > Ty, (x,y). It is clear that not every strict t-norm
satisfies the previous inequality. In fact, the following result characterizes those strict t-norms
that satisfy it.

The research reported in this paper has been partially supported by the Spanish Ministerio de Economia y
Competitividad under Project TIN2014-59543-P.
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Proposition 2 A strict t-norm T = T;f) satisfies Inequality (1) if and only if (x+y—1) <
©(x)@(y) for every (x,y) such that x+y—1> 0.

And not every strict t-norm satisfies this inequality. As an example, one can consider Hamacher
family of t-norms and check that for A = 30, the t-norm does not satisfy 121.

Thus, right inequality 121 is not fulfilled for any strict t-norm. The same situation holds for
ordinal sums. Some but not all the ordinal sums considered in Theorem 1 satisfy Ineq. (1).
First we show a positive result.

Theorem 3 vaz T, > 11, then T = <Ti>,'€[ >1Tr.

The condition presented in the previous theorem is sufficient, but not necessary as the
following example shows: Consider the ordinal sum: 7 = (<0.5,0.6,T75£ )), where TT(i =

\/ max (x2 +y2 — 1,0). This ordinal sum is greater than 77, but T;{ is not greater than 77.
Then, condition 7; > Ty, does not provide a characterization. Nevertheless it is close.

Theorem 4 Let T = ({a;,b;, T;))ic; be an ordinal sum. Then T > Ty, if and only if T;(x,y) >
xX+y— %for all x,y such that x+y > 1 and for all i € I such that b; €]0.5,1].

As commented above, condition 7; > Tj, is not a necessary condition to assure that T =
({ai, b, T;)) e satisfies T > Ty,. The equivalence only holds if 7 = ({ay,b;,T1)) and by = 1.

Next we study those t-norms that satisfy inequality 132 (Eq. 2). It is easy to check that this
condition is stronger than condition 121 and thus, all the necessary conditions for a t-norm to
satisty 121 are also necessary to satisfy inequality I%.

It was shown in Theorem 6 of [2] that every quasi-copula satisfies inequality 132 (and
inequalities 121 and If). The same proof can be used to prove that every t-norm satisfying the
1-lipschitz property also satisfies inequality 132. Moreover, Table 3 in [1] shows that for the
most important parametric families of t-norms, those parameters for which condition 132 holds
are exactly the same parameters for which the corresponding norms are copulas (in particular,
quasi-copulas). Then we could derive from that table that there is some connection between
condition 132 and the 1-Lipschitz condition. In [2] we can see an example of a commutative
conjunctor that satisfies condition 132 but does not satisfy the 1-Lipschitz property. Then, in
general, Property 132 is weaker than 1-Lipschitz. However, what happens for t-norms? Are 132
and 1-Lipschitz properties equivalent for t-norms?
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Las nuevas tecnologias enriquecen la formacién con la posibilidad no sé6lo de difundir infor-
macién de una forma cémoda y eficiente, sino de dotar a los participantes (profesores, alum-
nos, expertos, etc.) de herramientas para la comunicacién personal y grupal que refuercen la
accidn tutorial y el aprendizaje colaborativo [4]. En este sentido, las Redes Sociales son una
de las tecnologias Web que posibilitan y fomentan ese trabajo colaborativo. Se definen como
servicios Web que permiten a los usuarios construir un perfil publico o semi publico dentro
de un entorno acotado, establecer una lista de usuarios con los que se comparte una conexién
y ver y recorrer su lista de conexiones y las establecidas por otros dentro del sistema [1]. Las
caracteristicas de trabajo colaborativo e intercambio social entre los distintos integrantes del
sistema educativo, han permitido que el &mbito docente se convierta en un entorno potencial
de aplicacién con éxito de las redes sociales [2]. Sin embargo el uso cada vez mds extendido
de Internet en general y de las redes sociales en particular, provoca que cada dia se genere
mds informacion y contenidos en este tipo de medios, de manera que el niimero de recursos
a los que podemos acceder va creciendo dia a dia de forma desmesurada.

En este contexto se plantea la necesidad de herramientas automaticas que ayuden a los
usuarios en sus procesos de acceso a la informacion, en la correcta personalizacién de sus
procesos educativos e identificacién de posibilidades de colaboracién con otros usuarios en
similares circunstancias, con el fin de dinamizar y mejorar los procesos educativos. Para hacer
frente a dicho problema, planteamos el uso de un sistema de recomendaciones [3, 6]. Son
herramientas que facilitan a los usuarios el acceso personalizado a informacién de su interés,
distinguiendo entre lo que puede serles relevante y lo que no. Para conseguirlo, estos siste-
mas explotan comportamientos previos y similitudes entre los usuarios para predecir nuevas
necesidades, habiéndose aplicado con éxito en numerosos dmbitos, incluyendo el educativo
[5].

Por otro lado nos enfrentamos a otro problema, que es la gran variedad de representacio-
nes y evaluaciones de la informacién, atin mas acusado cuando los usuarios forman parte del
proceso, como es el caso que nos ocupa. El uso de la Teoria de Conjuntos Difusos ha dado
muy buenos resultados para modelar informacion cualitativa y se ha probado su utilidad en

Este trabajo ha sido elaborado con la financiacién de los proyectos UJA2013/08/41, TIC-5991 y TIN2013-
40658-P.
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multitud de problemas. Por ello, adoptamos el modelado lingiiistico difuso multi-granular
que nos ayude a representar y gestionar de forma eficiente la informacién cualitativa presente
en los procesos de comunicacion [7].

En este trabajo presentamos SharingNotes, una red social docente que ayuda a difundir
recursos pedagdgicos de forma personalizada. Para ello incorporamos un sistema de reco-
mendaciones lingiiistico difuso. El éxito o fracaso de una técnica de generacion de recomen-
daciones depende en gran medida del &mbito de aplicacién concreto. Una técnica muy usada
es el enfoque colaborativo, que permite a los usuarios compartir sus experiencias previas. Un
problema de este enfoque es que para empezar a trabajar correctamente, necesita cierto nu-
mero de valoraciones (dificil de conseguir). Puesto que el esquema basado en contenidos se
basa en las caracteristicas de los recursos y las preferencias y/o necesidades de los usuarios,
puede empezar a trabajar con menos informacion. Por ello, aplicamos un enfoque hibrido
entre ambos para solucionar los problemas que presentan por separado, pero aprovechando
sus ventajas. Ademds, al trabajar sobre una red social, se nos abre el abanico a la hora de esta-
blecer nuevas técnicas para la generacion de recomendaciones. En este sentido, otro enfoque
que hemos adoptado para mejorar las recomendaciones generadas, es explotar la confianza
derivada de la red de colaboradores o la reputacion de un usuario concreto [8]. La version
actual estd operativa y es accesible en la siguiente url: http://sharingnotes.ujaen.es/
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En esta comunicacién mostraremos la evolucion del aprendizaje seguido por los alumnos a lo largo
de una discusién en gran grupo. En trabajos anteriores nos centramos en identificar las
oportunidades de aprendizaje matematico surgidas en la discusién en gran grupo [1], motivo por el
cual en el presente trabajo es de interés estudiar cémo los alumnos aprovechan estas oportunidades
de aprendizaje. Para ello, analizaremos una discusién en gran grupo de un problema de semejanza
resuelto por alumnos de tercer curso de la Educacién Secundaria Obligatoria (ESO) implementado
en el aula utilizando GeoGebra, un software de geometria dindmica. La resolucién de este problema
requiere la realizacién de un giro y una homotecia, no importando el orden en el que se efectien
ambas transformaciones.
En la discusién en gran grupo de este problema, guiada por la profesora Sara, se ha identificado,
entre otras, la oportunidad de aprendizaje conceptual: Identificar las transformaciones geométricas
con GeoGebra que resultan de componer un giro con una homotecia.
Para analizar el aprovechamiento de esta oportunidad de aprendizaje matematico, nos centraremos
en la evolucién del aprendizaje de una alumna en concreto, Alba, aunque la forma de proceder es
andloga con los demds estudiantes. Distinguimos tres fases en el desarrollo de la actividad: la
primera fase en la que los alumnos entran en contacto con el problema llevando a cabo una
resolucion por parejas; la segunda fase, que se corresponde con la propia discusién; y una tercera
fase en la que los alumnos hacen una reflexion escrita e individual de forma concluyente.
En todas las fases se aplica una ribrica construida ex profeso para comprobar el aprovechamiento
de la oportunidad de aprendizaje indicada anteriormente. Se desarrolla el hecho de identificar las
transformaciones con averiguar los elementos que las caracterizan, en el caso del giro: centro y
angulo, y en el caso de la homotecia: centro y razén.
Se hace una graduacién de los niveles en los que se haga esta averiguacion:

e B=Bajo=lo menciona.

® M=Medio= hace una explicacién sin reflexion.

® A= Alto= hace una explicacién propia basada en pruebas empiricas o deduccién formal.
Se permite asignar un grado entre 0 y 1 a cada uno de los niveles. Con esto se consigue una
evaluacién a través de un conjunto borroso discreto en cada una de las fases.
En la primera fase, Alba consigue resolver el problema de una forma intuitiva, ayuddndose de
traslaciones y evitando un célculo reflexivo de los centros de cada transformacion.
En la segunda fase obtenemos del didlogo transcurrido en la propia discusién en gran grupo que
Alba argumenta la necesidad de utilizar al menos dos transformaciones, haciendo hincapié en la
homotecia. El hecho de hablar de “al menos dos” indica la posibilidad de eliminar la traslacién.
Ademds, Alba introduce la posibilidad de afiadir un deslizador en GeoGebra para calcular el valor
del angulo de giro e identifica la equivalencia entre una homotecia de razén -1, un giro de 180° y
una simetria central. Por este motivo consigue una mayor profundidad en su conocimiento de los
elementos caracteristicos de las transformaciones.
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En la tercera fase Alba elimina de su construccion la traslacién, indica el centro de la homotecia,
calcula el centro de giro razonadamente y utiliza GeoGebra para demostrar de forma empirica tanto
el dngulo de giro como la razén de homotecia. Lo tnico a lo que no hace alusién en su protocolo
escrito es a la necesidad de utilizar el giro, aunque evidentemente lo emplea.
Recogemos los resultados obtenidos en cada una de estas fases en la Tabla 1.

Tabla 1: Valoraciones de la resolucién de Alba.

Bajo Medio Alto
Identifica... Fasel | Fase2 | Fase3 | Fasel | Fase2 | Fase3 | Fasel | Fase2 | Fase3
- Giro 0.7 0.7 0.7 0.3 0.3 0.3
- Homotecia 0.5 0.5 0.5 0.2 0.5 0.8
- Centro de giro 1 0.7 0.3 1
- Centro de homotecia 1 0.7 0.3 1
- Angulo de giro 0.5 0.2 0.5 0.8 1
-Razén de homotecia 0.2 0.2 0.8 0.8 1

Con las representaciones de los tres conjuntos borrosos de cada una de las fases:

e 32/6deB, 1.5/6de My 1.3/6 de A, o equivalentemente 0.53/1+ 0.25/2+0.22/3

e 21/6deB, 1.8/6de My 2.1/6 de A, o equivalentemente 0.35/1+0.3/2+0.35/3

e (.7/6de B, 1.5/6 de M y 3.8/6 de A, o equivalentemente 0.11/1+0.25/2+0.64/3
Concluimos que Alba ha hecho un aprovechamiento creciente de esta oportunidad de aprendizaje
llegando a un nivel medio/alto, pudiendo representar los centros de gravedad de cada conjunto
borroso (1.68, 2, 2.52) para ver graficamente su evolucion (véase la Figura 1).

2 /

1

N

Fazzl Fazz 1 Fasza3
Figura 1: Evolucién de Alba
Tras introducir las percepciones de la resoluciéon de los alumnos, en futuros trabajos las
agregaremos siguiendo el esquema GLMP [2]. Este esquema nos permitird conseguir un
resumen lingiiistico del aprovechamiento de las oportunidades de aprendizaje matematico.
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El proceso de regulacion hormonal es un contenido de gran importancia en la Educacion
secundaria, especialmente relevante resulta el funcionamiento hormonal en el ciclo varico,
por sus implicaciones en el proceso de fecundacion.

En este articulo proponemos un modelo que ayuda a la comprensiéon de la temética
mediante el trabajo colaborativo entre Biologia, Matemadticas y Logica (perteneciente, en la
actualidad, a la asignatura de Filosofia) y Tecnologia. Hacer conexiones interdisciplinarias
[1] incide en los lazos entre las disciplinas y facilita un aprendizaje integral y profundo. Al
efectuarlas, los estudiantes refuerzan y expanden sus conocimientos y acceden a
informacién y a diversos puntos de vista, con una vision integral de estos como un “todo*.

Desde el punto de vista de la biologia nos interesa que el alumno comprenda coémo
funciona el mecanismo del eje hipotdlamo-Hipofisis, en el estudio del ciclo menstrual de la
mujer , ya que esta regulaciéon se realiza gracias al control que ejercen dos hormonas
hipofisiaria , al comienzo la FSH en la etapa preovulatoria y posteriormente la hormona
LH en la etapa post ovulatoria.

El mecanismo de control (fuzzy) lo realiza la hipéfisis cuando detecta en la sangre aumento
o disminucién en los niveles de niveles de estrogenos y progesterona circulando. Si bajan
los niveles de ambas hormonas el ciclo se inicia y niveles altos de ellas desencadenan la
salida del 6vulo, la ovulacion. Niveles medios se producen antes y despues de la ovulacion,
si no hay fecundacion del 6vulo los niveles vuelven a bajar y el ciclo ovérico se vuelve a
iniciar.

La relaciéon con Matemadticas, Ldgica y Tecnologia viene a través de creacciéon de un
modelo de un prototipo que permita, una vez conocidos los niveles de estrogenos y
progesterona en sangre, saber el momento del ciclo ovdrico: inicio del ciclo, ovulacién o
post ovulacion. Para ello, se daran indicaciones de lo que es un controlador fuzzy (véase
Figura 1).

R1 — Mqi+
Max *, o2+ oz
P R2 HQ?E{‘ ax(HQu+. Hoz+, Hoan)

R3 - Mgan

Figura 1: Esquema de controlador fuzzy
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El estudio del modelo biologico nos proporciona amplios rangos de concentraciones de
hormonas, los cuales dependen de muchas variables en el cuerpo de una mujer , por lo que
no funciona con datos precisos, de ahi la necesidad de modelar estas concentraciones a
través de conjuntos fuzzy. Ademads, los alumnos de Educacion Secundaria han de conocer
el modelo biolégico en términos de la existencia de un ndmero bajo/medio/alto de
hormonas.

Por lo tanto, para la construccidon del modelo indicamos llevar a cabo estas tareas:

1. Crear de reglas del tipo Si/entonces, en las que el antecente haga alusién a los
niveles de estrogenos y progesterona y el consecuente se refiera al momento del
ciclo ovarico.

2. Modelar mediante conjuntos fuzzy lineales a través de las tablas de concentraciones
los predicados bajo/medio/ alto para los niveles de la hormonas involucradas.

3. Explicar la Regla Composicional de Inferencia de Zadeh [2] para lo que se hard
especial incapié en el uso del Modus Ponens. Asi mismo se trabaja la traduccion en
términos matematicos de la doble implicacién por la funcién Producto/Minimo y la
traduccion de la interseccion por la funcién minimo, lo que corresponde con el
método de Larsen y Mandani, respectivamente.

4. Computar el modelo para una entrada concreta, calculando las forma analitica de los
conjuntos fuzzzy para posteriormente realizar el calculo de minimos, producto y
supremo.

5. Analizar las diferencias entre los modelos de Mamdani y Larsen y los distintos
disefios de conjuntos borrosos que se den en el aula.

La construccién de un modelo matematico, les hard concebir las matematicas como una
ciencia que puede aplicarse en casos practicos, asi como detenerse en el disefio de los
componentes del modelo, lo que les ayudard a entender el comportamiento de las funciones
minimo y producto.

Ademais a través de este modelo Fuzzy de aprendizaje, el alumno puede profundizar sus
conocimentos sobre el mecanismo regulaciéon hormonal y comprender su relacién con los
anticonceptivos orales., test de embarazos, los cuales estdn .basados en esta légica de
funcionamiento. Asi la Matematica nos ofrece un campo riquisimo para proponer
situaciones desafiantes en las que no se objetiva exclusivamente la fijaciéon de contenidos,
sino que se incentiva la creatividad y la originalidad paralelamente a la observacion,
andlisis y razonamiento logico .
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Estructura formal de los sistemas de creencias desde el Diagrama de Marlo
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Considerar la légica como la estructura formal con la que la subjetividad organiza sus
creencias a fin de mantener expectativas adaptadas y comunicables facilita su didactica.
Asi, para un sujeto, una afirmacion puede ser en distintos grados verdadera, falsa, probable,
incierta, o absurda, siendo la incertidumbre un estado habitual de los sistemas cognitivos.
Estos, integran informacion de subsistemas capaces de discriminar qué grado de afinidad
mantienen los estimulos con criterios relevantes para la vida. Cada subsistema constituye
una estructura formal de nodos (objetos) y conexiones (expectativas) que propaga la
activacion provocada por estimulos. Asi, ademas de grados de afinidad a un criterio (ser),
debemos considerar grados de activacion o disponibilidad de los objetos (estar), que seran
reales en la medida que sean capaces de modificar los estados del sistema. Las variables
usadas para discriminar grados de semejanza deben permitir decisiones rentables.
Cualquier combinacion coherente y conveniente de variables supone un objeto valido en
teoria.

o o : PRSP 5 » i ., oyt
1° situacion inicial: “solo sé que no sé nada 3° eliminacién permanente de una posibilidad:
variables _ obietos
—A o A—
K & ~ S~ - ! ‘an l:
—& - — s —— ba
a.' . —— [a] ax [ax] [bx] ; bx
criterio —aAx T " pany b-|
CUALIDAD . B~ CANTIDAD A
—aAx _.;'_hAnW— A — B “sitengo a, entonces tengo b’

2° activacidn provisional del ser desde:

o i 3 3 .
algo verdadero: algo falso: 4° Consideracion complementarlos presente/ausente:

“Es cierto que algo es.” “Es falso que algo sea.” “Esta alguno que es.” Faltan todos los que son.

(—0—' 'S £ ((T‘_D-

y—
“Alguno concreto es.” “Alguno concreto no es.” ( \ [An] ( Y
* e — —@®—

“Seguro que ab no esta.”

Coh|e

“Todos son.” “Es falso que sean todos.”
® 9
®

a criterio que permite comparar y determinar estimulos en virtud de su afinidad con ¢l. Por ejemplo dulce.

ax cualquier combinacién de criterios que incluya afinidad con dulce. “Algo es dulce”.7a@x cualquier combina-
cién de criterios que incluya la no afinidad con dulce: “Algo no es dulce.” @n una combinacidén concreta de crite-
rios que incluye la afinidad con dulce: “Uno en concreto es dulce”. En el gjemplo an= {ab, a1b}; (ab = ba = ai1=b»).
Objetos idénticos tonos idénticos. Ax cualquier combinacidon que indique ser y estar: “Hay algo que es y estad”.
AXx cualquiera que es y estd ausente. TAXx cualquiera que no sea y esté. TAx cualquiera que ni es ni estad presente.
[a] totalidad de lo que puede juzgarse desde a. [ax] totalidad de los que son. [An] totalidad de los que son y estan.
[TAn]: totalidad de los que no son y estan ausentes. Ej: “Faltan todos los no fumadores.”

[a]—[ax] — [an] > an— ax; An — an— ab=V a1b An= an*Ey; Ey= estimulo o razoén suficiente.
[a]= [b]; [a]= [ax] + [1ax]; [ax]= [An] + [An]; (suponcmosun sistema alfa definido por ab, con dos grados de sor y dos grados de estar).
I VERDADERO | PROBABLE N o —»— varor
“ B FrALSO IMPROBABLE ) Cf?MP LEMENTARIO!
INCIERTO Il ABSURDO — 7 AND () NODO,OBJETO

Figura 1. Relaciones de activacion en las unidades logicas del circuito.
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Las conectivas, especialmente el bicondicional y el condicional, eliminan
posibilidades de forma permanentemente, determinando la propagacion de la activacion por

los nodos permitidos. Y aunque sea ttil reducir asi la incertidumbre estableciendo lo que es

razonable esperar, los sistemas se rebelan ante cualquier intento de imponer una expectativa

como verdad absoluta.

Partimos de establecer una asociaciéon bicondicional

y suponemos tener algo que es no A y esta presente algo que es A y algo que no
— <

<> d_._ o

Partimos de establecer una asociacion condicional
y suponemos tener disponible A. y tenemos aqui algo que es B y algo que no

<D e
( <Ep =

= =
&
Partimos de una disyuncion inclusiva No partimos de nada y

ni son todos los que estan, ni estan todos
los que son (B)

y tenemos algo que no es B
= — -

—
-

N - e —

e i*v'

_./_') o

A T

Figura 2. Ejemplos de proposiciones con distinto grado de incertidumbre.
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Extension borrosa del método de aprendizaje de Leitner
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Las tarjetas didacticas son un recurso educativo comtn en la ensefianza de ciertas disci-
plinas o partes de disciplinas. Un mazo de tarjetas diddcticas consiste en una serie de tarjetas
que contienen informacién que debe de ser aprendida. Normalmente contienen una pregunta
y una respuesta, en una forma libre: puede tratarse de una pregunta tipica, completar una
palabra que falta en una frase, reconocer un determinado objeto, una férmula, etc. El estu-
diante lee una de las caras de la tarjeta e intenta recordar la respuesta (recuerdo activo). Tras
expresar verbalmente o mentalmente la respuesta, la coteja con el dorso de la tarjeta (repaso
pasivo). Dependiendo de si la respuesta ha sido correcta o no, el estudiante podria separar el
mazo de tarjetas en dos grupos, las que ha respondido correctamente y las que no. Posterior-
mente, optimizaria su tiempo dedicdndose en exclusiva a repasar las tarjetas cuyas preguntas
no ha recordado y de nuevo separarlas en los dos grupos mencionados. Este esquema puede
perfeccionarse usando mds grupos e intercalando las tarjetas de una forma cuidadosa, en lo
que se conoce como el método o sistema Leitner [1]. Trabajos posteriores han profundizado
en esta técnica dando lugar a lo que se conoce como estudio mediante repeticiones espacia-
das [2] [3], que asigna intervalos de repeticion mds cortos a las preguntas que se fallan mas a
menudo.

La aparicion de aplicaciones informadticas (mdviles, de escritorio y web) han hecho muy
manejable este sistema en su vertiente digital, afiadiendo prestaciones fisicamente imposibles,
como tarjetas de mds de dos caras o multimedia.

Este método de aprendizaje ha demostrado ser efectivo en disciplinas que se apoyan en
conocimiento de tipo explicito y se ha aplicado a ciertas areas de la informética [4] sin em-
bargo presenta ciertos inconvenientes cuando se aplica a disciplinas que manejan un conoci-
miento de tipo procedural. Un ejemplo de este tipo de disciplinas es la programacién usando
un determinado lenguaje [5]. Entre los materiales que se usan habitualmente en la ensefianza
de esta disciplina se encuentran las baterias de fragmentos de cédigo que el estudiante debe
analizar, con el fin de contestar a una serie de preguntas sobre la salida del programa, su co-
rreccion, etc. El método de Leitner no es adecuado en este caso porque el estudiante tenderia
a memorizar la solucién del ejemplo concreto que se le muestra, en lugar de analizar (cada
vez que se le presenta) el codigo con el fin de averiguar la respuesta. Una posible solucién a
este problema seria proveer al estudiante de un gran nimero variaciones del mismo ejemplo,
siendo entonces una aproximacion similar a la del testeo frecuente [6]. El inconveniente de
trasladar directamente esta metodologia al método de Leitner consiste en que la variacion de

Este trabajo ha sido subvencionado mediante los proyectos MINECO-15-TIN2014-56967-R y FC-15-
GRUPIN14-073.
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cada ejemplo transforméandolo en n distintos multiplica también por ese mismo factor el tiem-
po de estudio y, ademds, podria seguir diandose el caso de que el estudiante memorice cada
ejemplo por separado. Por otra parte, seria posible atribuir periodos de repeticion distintos a
variaciones de la misma pregunta, lo que hace dificil evaluar el grado de conocimiento del
concepto relacionado. Con el fin de solventar estos dos problemas, en esta ponencia propo-
nemos una metodologia segin la cual:

e (Cada concepto de programacion que se desea dominar se representa por un esqueleto
de codigo o patrén parametrizable, de modo que se puedan obtener automaticamente
variaciones del mismo, por ejemplo con distintos valores de constantes, nombres de
variables o distintos operadores en las expresiones.

e El grado de dominio de cada concepto se representa mediante un conjunto borroso,
definido por el intervalo de repeticion asociado a cada variacion obtenida a partir del
patrén correspondiente.

e Si en una sesion de estudio estd programada una variacién concreta de un ejemplo,
ésta se sustituye por una nueva instancia generada mediante el patrén correspondiente,
con el fin de obligar al estudiante a analizar el cddigo de forma efectiva e impidiendo
memorizar la respuesta de una instancia concreta.

Se presentan resultados preliminares en los que se comparan los tiempos de estudio y los
resultados de aprendizaje obtenidos usando el método de Leitner convencional y la variante
basada en el uso de patrones asociados a conceptos y representacion borrosa del grado de
conocimiento. En los experimentos se ha usado un modelo simplificado de estudiante con
componentes de memorizacion y adquisiciéon de conocimiento procedural parametrizables.
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El Modelo Granular Linglistico de la Evaluacion del aprendizaje humano [1] ha sido
desarrollado a partir del paradigma GLMP [1], basado en la computacion con palabras y
percepciones, con el objetivo de disefiar un modelo tedrico de representacion del
aprendizaje que pueda aplicarse a la creacion de sistemas (GLMPs) que emulen la
evaluacion realizada por un profesor, en base a sus criterios, y expresen dicha evaluacion
mediante un informe en lenguaje natural. Un GLMP es una estructura jerarquica que
organiza y procesa datos mediante inferencia borrosa y modela un fenomeno mediante
percepciones 0 unidades de conocimiento. Estos sistemas utilizan como datos de entrada
los generados automaticamente por un entorno de aprendizaje y producen como salida un
informe de evaluacion que incluye una calificacion numérica. De esta manera se puede
compaginar la evaluacion formativa, comparando logros y objetivos de aprendizaje, que
realiza un profesor, con la rapidez y eficacia de un sistema automatizado. Como aplicacion
del modelo general, hemos disefiado varios sistemas que evaltan, en base a criterios de un
profesor, unos los quizzes de Moodle y otros las simulaciones visuales de algoritmos de
grafos hechas en el entorno de aprendizaje GRAPHS [2].

Relacionado con el entorno GRAPHs hemos desarrollado una herramienta, a la que
hemos llamado EvalGRAPHS, que ayuda en el disefio y lleva a cabo la ejecucion de estos
ualtimos sistemas. La aplicacion estd compuesta por dos partes: la primera dedicada a la
configuracién, la salvaguarda, la recuperacion y la modificacion de los evaluadores que
seran implementados por el sistema, y la segunda dedicada a la evaluacion, mediante uno
de los evaluadores previamente configurados, a partir de los log de interaccién generados
por GRAPHSs al realizar la simulacion de un algoritmo [2]. Dicha evaluacion se expresa
mediante un informe de evaluacion formativa, en lenguaje natural, que describe el nivel de
logro del alumno en cada uno de los objetivos de aprendizaje fijados por el profesor vy,
ademas, la calificacion numérica de dicha simulacion.

Cuando se crea una nueva configuracion, la herramienta genera un archivo XML que
almacena todos los datos que la describen: las etiquetas que corresponden a cada uno de los
datos de entrada, la estructura de percepciones del GLMP, sus etiquetas linguisticas, las
plantillas de generacion de texto, las reglas que forman cada uno de los motores de
inferencia que obtienen la informacion de una percepcion en funcion de la de sus
subordinadas, la t-normay la t-conorma que se utilizan en las funciones de agregacion, etc.

Cuando, una vez cargada una configuracion concreta para utilizar la herramienta como
evaluador, la aplicacion pide el log de interaccion que se desea evaluar, extrae de él los
datos de entrada al sistema y genera el informe correspondiente a la simulacion evaluada.
Ademas, la aplicacién también permite la introduccién de datos de forma manual, con el fin
de probar las configuraciones que estan siendo implementadas.
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En este trabajo presentamos una metodologia para comprobar la coherencia, el
cumplimiento de los objetivos de disefio y el funcionamiento local de un GLMP: el estudio
de las superficies de comportamiento [3]. Estas superficies representan la salida
desborrosificada de una percepcion en funcion de las entradas, también desborrosificadas, a
dos de sus percepciones subordinadas. A continuacion se describen de forma esquematica
los detalles de disefio que se pueden detectar mediante el estudio de estas superficies.

- Influencia de la forma de las etiquetas linguisticas sobre el funcionamiento del sistema.
¢ El conjunto de etiquetas linguisticas de cada percepcion debe ser ortogonal. En caso
contrario apareceran picos y zonas no definidas en las superficies.
o El uso de etiquetas con forma mas crisp produce escalones.
- Influencia de la asignacion de consecuentes.
e Como nuestros sistemas se disefian para la evaluacion del aprendizaje, las
superficies de comportamiento siempre deben ser crecientes o decrecientes.
o Crecientes, cuando se agregan aciertos para medir el nivel de acierto o se
agregan errores para medir el nivel de error.
o0 Decrecientes, cuando se agregan errores para medir nivel de acierto.
e Las reglas deben ser coherentes, en caso contrario apareceran zonas de no
convexidad.
e Aungue en nuestros sistemas no pueden existir cambios de comportamiento, en
otros GLMPs pueden observarse cambios de comportamiento debidos al modelo.
- Validacion de que se han definido todas las reglas y usado todas las etiquetas.
o Si faltan reglas por definir, en la superficie de comportamiento aparecera una zona
no definida (agujero).
e Sialguna de las etiquetas de la percepcion de salida no ha sido asignada en ninguno
de los consecuentes de las reglas, aparecera un escalon en la superficie.

Los sistemas descritos han sido desarrollados, probados segin la metodologia descrita
y mediante la comparacion, sobre casos reales, de los resultados generados por el sistema
con los facilitados por el profesor cuyos criterios emulan. Ademas han sido utilizados en el
aula con resultados muy satisfactorios.
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El color es una caracteristica fundamental y representativa del contenido visual en imé-
genes. Computacionalmente, el color se representa mediante un sistema vectorial, también
conocido como espacio de color. Sin embargo, es sabido que el ser humano usa categorias de
color a la hora de describirlo, si bien no existe una correspondencia directa entre la represen-
tacion del color en un ordenador y los términos que el ser humano utiliza para identificarlos
(problema conocido como “hueco semantico”, del término inglés “semantic gap”).

En este contexto, el modelado del color es un problema importante a la vez que complejo
debido, entre otros motivos, a que el color es, en general, impreciso (no es posible establecer
una frontera clara que delimite unos colores de otros), subjetivo (no todas las personas dis-
tinguen o nombran de la misma forma los colores) y dependiente del contexto (un mismo
color puede tener distintos significados en distintos &mbitos). En la Figura 1, formada por un
degradado lineal entre dos colores, se puede observar la vaguedad asociada al color, donde
no es inmediato establecer un limite preciso que separe los dos colores, sino que la frontera
entre ambos es borrosa. Igualmente, hay colores en el degradado, especialmente en la zona
central, para los cuales un ser humano no sabria indicar a cudl de los dos nombres de color
(asociados a los colores de los extremos) corresponderia (posiblemente a mas de uno, con un
cierto grado en cada caso). Es mds, si hubiese que nombrar dichos colores, la respuesta podria
ser diferente en funcién del sujeto y el contexto (por ejemplo, un endlogo podria nombrarlos
como “bermellén” y “pirpura”, mientras que un frutero podria usar términos como “fresa” y
“berenjena”).

Figura 1: Imagen de un degradado entre dos colores
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Por un lado, en [1] abordamos la imprecision, la subjetividad y la dependencia del con-
texto asociada al color introduciendo los conceptos de color difuso y espacio de color difuso.
También proponemos una metodologia para obtener automaticamente conjuntos difusos que
definen colores difusos. Cada color difuso comprende una porcién del espacio de color con
fronteras borrosas, de manera que cada subconjunto difuso de colores corresponda a uno de
los colores que usamos. Por otro lado, en [2] proponemos un software de cédigo abierto,
llamado JFCS (Java Fuzzy Color Space), que proporciona una solucién adecuada a los pro-
blemas de imprecision, subjetividad y dependencia del contexto asociados al color mediante
el modelado del color en base a colores difusos. JF'CS es portable y puede ejecutarse en
cualquier miquina independientemente del sistema operativo.

JFCS, aparte de proponer una solucién al modelado de color, puede ser utilizado como
herramienta didactica y docente para entender el problema de la imprecision del color, ade-
mas de comprender como la 16gica difusa es adecuada para resolver este problema. JFCS
integra herramientas graficas que permiten describir, de manera simple y visual, los colores
presentes en imédgenes, interactuar con ellos, asi como visualizar y navegar por los modelos
difusos de color en tres dimensiones. En este sentido, estas herramientas favorecen la com-
prension de los conceptos de nicleo y soporte de un conjunto difuso tridimensional (color
difuso) gracias a la visualizacion y navegacion en 3D a través de los colores difusos de una
manera sencilla e intuitiva. Ademads, se puede interactuar y visualizar las distintas superficies
que delimitan tanto el niicleo, como el soporte, como el alfa-corte 0.5 con un simple click
de raton, facilitando asi el aprendizaje de éstos conceptos. Asimismo, con JFCS se pueden
obtener y visualizar los grados de pertenencia de colores precisos a colores difusos de for-
ma amigable mediante la seleccion de colores precisos en imdgenes o seleccionados de una
paleta de colores. También, con JFCS se pueden calcular imdgenes mapeadas que ilustran
visualmente las correspondencias de color entre pixeles y categorias de color modeladas por
colores difusos. Gracias a esta utilidad, se puede entender de forma visual el concepto de
frontera borrosa entre colores asi como degradados entre colores en imdgenes, tal y como se
mostré en la Figura 1.

Finalmente, JFCS tiene asociada unawebenhttp://www.uco.es/semanticolor/JFCS
con descargas, material complementario y videos demostrativos de la utilidad que JFCS pro-
porciona, tanto para el modelado de color como para un enfoque didactico de comprension
de la légica difusa como herramienta para modelar la imprecision del color.
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1. Introduccion

Cuanto sigue proviene de la experiencia adquirida tras muchos afios de investigar en el
campo de la 16gica borrosa, de introducirla a estudiantes universitarios de ingenieria y de
observar como suele abordarse la representacion préictica de los sistemas borrosos. Por
resumir la respuesta al titulo: Los sistemas borrosos no son tnicamente una materia de
grado, como suele decir Lotfi A. Zadeh, sino y de forma muy especial, un asunto de disefio
que exige un gran cuidado.

La razén de lo anterior es el hecho de que la funcién de pertenencia a un conjunto borroso
de etiqueta lingiiistica P y con uso impreciso en un universo del discurso X, no es sino una
aproximacion a una medida del significado de P en X. Un significado que, en todo caso,
depende del contexto en el cual se inscriba el problema y, a la vez, estd guiado por el
proposito con el cual P se use en €l. El disefio de un sistema borroso no s6lo comprende
especificar las funciones de pertenencia de los términos lingiiisticos implicados, sino
también las funciones que puedan representar los conectivos involucrados; en el campo de
lo impreciso casi no hay especificaciones universales, como sucede con los términos
precisos especificados mediante conjuntos cldsicos.

La l6gica borrosa ayuda, basicamente, a representar en términos fuzzy bien a sistemas
dindmicos descritos lingiiisticamente, o bien a enunciados en lenguaje natural reflejando
razonamientos no necesariamente deductivos; casi siempre es el razonamiento de sentido
comun, expresado en un lenguaje natural, lo que debe tenerse en cuenta. No se dispone, en
el campo impreciso, de un ‘axioma de especificacion’ como el del campo preciso y que
autorice representar los predicados imprecisos por un unico conjunto borroso; es bien
conocido que un mismo predicado admite muchas especificaciones que, si mantienen
algunas caracteristicas comunes son, realmente, funciones de pertenencia distintas.

2. Funcion de pertenencia y colectivos

2.1. Los unicos predicados P representables matemdticamente son los medibles;
aquellos de los que se conoce tanto su significado (comparativo) primario, como una
medida del mismo. Sin embargo y usualmente, el disefiador no llega a conocer por
completo el primero sino y a lo mds, una parte del mismo; con ello, no puede tener la
seguridad de que la funcién de pertenencia que defina lo sea realmente y debe suponer que
aproxima suficientemente a una medida. Ademads, tampoco conoce todos los pares de
elementos relacionados en la forma ‘menos P que’ y debe emplear, en su lugar, la relacién
que la funcidn de pertenencia permite establecer; en conclusion, al linearizarlo el disefiador
modifica el significado del predicado. Ello le exige un gran cuidado en la obtencién de la
funciéon de pertenencia que, facilmente, puede especificar un significado distinto del
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predicado, es decir, el de otro predicado; de ahi el gran cuidado que debe poner al darla por
buena.

2.2. Por lo que respecta a los conectivos, se suelen representar por funciones bien
conocidas matemdticamente (por ejemplo, t-normas, negaciones fuertes, funciones de
agregacion, etc.) que, por su definicién, implican propiedades que deben suponerse de los
conectivos lingliisticos originales (como son, por ejemplo, la asociatividad, la
conmutatividad, estar entre el minimo y el maximo, etc.) y que, con frecuencia son por lo
menos dudosas en el lenguage. Por ejemplo, la propiedad conmutativa de la conjuncién
deja de valer en cuanto el tiempo interviene y la asociatividad no siempre cabe suponerla.
De nuevo, el disefiador debe elegir las funciones que representen los conectivos de acuerdo
con propiedades realmente existentes en el lenguaje o que, por lo menos, pueda suponerlas
razonablemente; a la vez, debe tener en cuenta que, una vez elegidas, esas funciones
fuerzan propiedades que pueden alterar la realidad.

3. Conclusion

No deben confundirse ni un conjunto borroso con una de sus funciones de pertenencia, ni
la 16gica fuzzy con el estudio matematico de las funciones que ‘puedan eventualmente’
representar los conectivos ‘and’, ‘or’, ‘if/then’, etc. Los conjuntos borrosos y la légica
fuzzy se refieren, bdsica y respectivamente, a la especificacion de predicados imprecios y a
la representacion simbdlica del razonamiento de sentido comun, del cual el deductivo
formal no es sino un caso particular y, ademds y de ordinario, poco frecuente. Tanto los
conjuntos borrosos como la llamada 16gica fuzzy no son, sin mds, una continuacién de la
teoria de conjuntos y la 16gica; su principal diferencia con ellos es la falta de universalidad
de las correspondientes representaciones y, por consiguiente, el hecho de que estas deban
disefiarse. No debe confundirse, sin mds, a la légica borrosa con una ldgica. El
‘practitioner’ de las metodologias borrosas debe saberlo y, para ello, ha de estudiar
previamente algin texto que vaya mds alld de una descripcion matemadtica de operadores y
atienda al fondo de las cuestiones relativas a la imprecision sin, por otro lado, confundirla
con la incertidumbre.
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La Teoria de Conceptos L-fuzzy [5, 6] analiza la informacién existente en un contexto L-fuzzy
mediante el uso de los conceptos L-fuzzy. Estos contextos L-fuzzy son tuplas (L,X,Y,R), con
L reticulo completo, X e ¥ conjuntos de objetos y atributos respectivamente y R € LX*Y una
relacion L-fuzzy entre los objetos y atributos. Podemos decir que esta teoria nace como una
extension al caso fuzzy de la Teoria Formal de Conceptos de R. Wille ([8]) cuando queremos
estudiar relaciones entre los objetos y los atributos que toman valores en un reticulo L.

Existen otras generalizaciones importantes de la Teoria Formal de Conceptos utilizando
operadores de implicacion residuados (R. Belohlavek [3, 4]) y otras extensiones como los
reticulos de conceptos property-oriented y multi-adjoint ([7]).

En algunas ocasiones necesitamos extender estos contextos L-fuzzy estableciendo marcos
de trabajo que permitan representar cada R(x,y), con x € X e y € Y, como una coleccién de
valores que tenga estructura de contexto con un conjunto de objetos Qy asociados al objeto x
y un conjunto de atributos S, asociados al atributo y.

Para hacerlo, definiremos tuplas (L,X,Y, (Ox) .cx, (Sy) erﬂR)ﬂ con L reticulo completo, X
e Y conjuntos de objetos y atributos respectivamente, (Qx) .y familia de conjuntos asociada
a los objetos de X a la que llamaremos de objetos asociados, (Sy) yey que se llamard familia

de atributos asociados y R tal que R(x,y) es a su vez otra relacion Ry, € L2>5 En algunos
casos nos interesard hacer un estudio Unicamente en funcién de los elementos de X ode Y,
pero en otros casos también estaremos interesados en analizar los resultados en funcién de
las familias (Qx)cx ¥ (Sy),ey-

Estas tuplas, que guardan relacion con los contextos L-fuzzy, seran llamadas hipercontex-
tos L-fuzzy. Cada una de estas relaciones Ry, representard un contexto L-fuzzy (L, Qy,Sy,Ryy)
de forma que la R inicial serd una relacion de relaciones. En este trabajo estudiaremos los hi-
percontextos L-fuzzy cuando L = [0, 1].

Nuestros hipercontextos serdn extensiones al caso fuzzy de ciertos multicontextos nitidos
de Wille [9] que guarden unas determinadas condiciones respecto de sus conjuntos de objetos
y de atributos. Por otra parte, el enfoque dado en este trabajo utilizando operadores OWA [10]
serd también distinto al alli tratado.

Este trabajo ha sido parcialmente subvencionado por el Grupo de investigacion Sistemas Inteligentes y
Energia (SI+E) de la UPV/EHU (Proyecto IT677-13) y por el Grupo de investigacion Inteligencia Artificial y
Razonamiento Aproximado de la UPNa (Proyecto TIN2013-40765-P).
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El primer problema con el que nos encontramos consiste en que estas nuevas estructuras
no tienen forma de contexto L-fuzzy. Por eso, la manera de abordar el estudio de estos hi-
percontextos L-fuzzy consistird en transformarlos en contextos L-fuzzy ordinarios realizando
distintos tipos de agregaciones mediante operadores OWA. La eleccion del operador depen-
derd de cudles sean nuestros intereses de estudio. Se pueden ademds realizar estudios mas
completos cuando una de las dos familias ((Qx) cx 0 (Sy),cy) sea fija.

A continuacién podemos obtener informacién mediante el estudio de los conceptos L-
fuzzy de los contextos resultantes. Para ello partiremos de un conjunto de partida que re-
presente lo que queramos analizar siguiendo las pautas definidas en [1, 2] y calcularemos el
concepto L-fuzzy asociado. Del estudio de este concepto obtendremos informacién relevante
para nuestros intereses.
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Extended abstract

In this work we are aiming at obtaining the weakest notion of adjunction between fuzzy
structures. This topic continues our research line on the study and construction of adjunc-
tions [2, 5, 6].

We will focus on the notion of fuzzy relation which, in some sense, can be interpreted
as a fuzzy function. A number of papers dealing with this problem can be found in the
literature [3,4,7] and among all these approaches, we will work with the notion of functional
fuzzy relation, which is equivalent to what Ciri¢ calls partial fuzzy function (but actually does
not coincide with the original notion of partial fuzzy function given by Demirci).

Definition 1 A fuzzy relation u € LB is said to be functional if for each ai,a> € A and
b1,by € B the following inequality holds

p(ar,br) @ p(as,br) @ u(ay,by) < u(az,b) (1)

A functional fuzzy relation u induces two fuzzy equivalence relations, ~y, on B and ~ -
on A, defined, respectively by

(bl %” bz) = (bl = bz) V \/ (,U(Cl,bl)@[.l(a,bz))

acA

(a1 ~y1a2) = (a1 =a2) vV \/ (1(ai,b) ® p(az,b))
beB

for all b1,b; € B and aj,a> € A. The two fuzzy equivalences above allow to consider A and
B as fuzzy structures (A,~,4) and (B,~p) where the fuzzy equivalences ~4 and ~p are the
induced by u.

In order to consider an adequate notion of fuzzy adjunction between fuzzy structures, it is
necessary to fix fuzzy preorders on both of them. A fuzzy relation ps: A X A — L is said to
be a fuzzy preorder compatible with (A,~4) if and only if the two following conditions hold

(a1 =4 a2) < pa(ar,az) and  pa(ai,az) @ pa(az,az) < palai,az)
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In this abstract setting, it makes sense to study suitable notions of isotonicity for a func-
tional fuzzy relation which generalize the well-known definitions of isotonicity for compati-
ble crisp mappings and for perfect fuzzy functions. A possible definition could be

p(ar,br) @ pu(az,b2) ® palar,az) < pp(bi,b2) ()

forall b1,b, € Band ay,a; € A.

Similarly, another related notion which has to be extended is the inflationary property,
whose definition for an internal functional fuzzy relation ¢: A X A — L in this setting could
be (p(al,az) < pA(a1,a2).

What would be a desirable notion of adjunction in this extended framework? An adjunc-
tion between fuzzy preorders (A, p4) and (B, pg) can be defined as a pair (i, v) of functional
fuzzy relations. In principle, we can find the three possibilities below:

o u(ar,b)®Vv(bz,az) < pp(b1,b2) <+ palar, az).

o V(b2,a2) ®palaz,az) = (a1, by) ® pp(b1,b2).

e U and v are isotone, v o u inflationary and u o v deflationary.

It has to be studied which of the definitions above behaves as expected in relation to
closure operators and closure systems.
References

[1] R. Belohlavek. Fuzzy Relational Systems: Foundations and Principles. Kluwer Aca-
demic Publishers, Norwell, MA, USA. 2002.

[2] L.P. Cabrera, P. Cordero, F. Garca, M. Ojeda-Aciego, B. De Baets. On the construc-
tion of adjunctions between a fuzzy preposet and an unstructured set. Submitted for
publication, 2016.

[3] M. Ciri¢, J. Ignjatovié, S. Bogdanovié¢: Uniform fuzzy relations and fuzzy functions.
Fuzzy Sets and Systems 160(8):1054—-1081, 2009.

[4] M. Demirci. Fuzzy functions and their applications. J. Mathematical Analisis Applica-
tions, 252:495-517, 2000.

[5] F. Garca-Pardo, I.P. Cabrera, P. Cordero, and M. Ojeda-Aciego. On the construction of
fuzzy Galois connections. In XVII Spanish Conference on Fuzzy Logic and Technology,
ESTYLEF, pages 99-102, 2014.

[6] F. Garca-Pardo, I.P. Cabrera, P. Cordero, M. Ojeda-Aciego, and F.J. Rodrguez. On the
definition of suitable orderings to generate adjunctions over an unstructured codomain.
Information Sciences, 286:173-187, 2014.

[7] S. Gottwald. Fuzzy Sets and Fuzzy Logic. Foundations of Application—from a Mathe-
matical Point of View. Vieweg, Braunschweig, Wiesbaden 1993.

121



XVIIl Congreso Espanol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy (ESTYLF 2016)

Towards attribute implications in multi-adjoint context

M. E. Cornejo', J. Medina?, E. Ramirez-Poussa’, R. Rodriguez-Galvin>

' Department of Statistic and O.R., University of Cddiz. Spain
mariaeugenia.cornejo@uca.es

2 Department of Mathematics, University of Cddiz. Spain
{j esus.medina,eloisa.ramirez,rafael. rodriguez}@uca .es

Extracting information from databases has become a key task in different areas such as
stock market prediction, disease diagnosis, census data analysis, etc. Often, the obtained
information is represented as a set of rules which summarizes the knowledge contained in
databases. These sets of rules are known as logic programs. However, traditional logic
program languages are not able to handle uncertainty and approximated reasoning. In order
to solve this trouble, different fuzzy logic programming systems have been proposed such as
Probabilistic Deductive Databases, Hybrid Probabilistic Logic Programs, Annotated Logic
Programming, Residuated Logic Programming, etc.

Multi-adjoint Logic Programming [8] is a generalization of previous logic programming
frameworks whose semantic structure is the multi-adjoint lattice. From a multi-adjoint lattice,
a set of weighted rules and facts of a given language is defined, which is called multi-adjoint
logic program. This work is focused on the use of a formal tool which allow us to obtain
multi-adjoint logic programs from databases. Specifically, we are interested in employing
Formal Concept Analysis.

Formal Concept Analysis is a mathematical technique to extract information from rela-
tional databases that contain a set of objects and a set of attributes. The pieces of the extracted
information are called concepts and they are hierarchized to obtain concept lattices. A deep
survey about attribute dependencies in data, which are known as attribute implications, is
presented in [1]. Nevertheless, powerful advantages provided by multi-adjoint environment
are not considered.

Our contribution complements the study presented in [6], related to attribute implica-
tions in multi-adjoint concept lattices [7], where the algebraic structure considered is a multi-
adjoint algebra [2] instead of the residuated lattice. For example, in this framework, operators
do not need to be neither monotone nor associative.

From now on, we will fix a multi-adjoint frame (L1, L,, P, &1,/ N1, -+, &y N01)
where (L1,=1) and (L,,=,) are complete lattices, (P, <) is a poset and (&;,,*,\;) is an
adjoint triple with respect to Ly,L;,P, for all i € {1,...,n}. In addition, we will consider a
multi-adjoint context (A, B,R, 0) such that A and B are non-empty sets of attributes and ob-
jects, respectively, R is a P-fuzzy relation R: AXB — Pand 6: AxB— {l,...,n}is a map-
ping which associates any element in A x B with a particular adjoint triple in the frame [3].

First of all, we introduce the notion of fuzzy implication in the multi-adjoint framework,
which is a direct generalization of the classical one, and the degree in which this fuzzy im-
plication is valid in a context. In this definition we will consider truth-stressing hedge, these
operators were studied in [5].
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Definition 1. Given three fuzzy subsets of attributes fi, f>, f3 € L4}, the degree in which a
Sfuzzy implication f> <= fi is valid in f3 is

12 <= filly =S(f2, f3) N S(f1, £3)

where S(fi, fj) = inf{fi(a) \ fj(a) |a € A} for all i,j € {1,2,3} and * is a truth-stressing
hedge.

This notion is extrapolated to a set of fuzzy subsets of attributes F C L, defining the
degree in which the fuzzy implication f < fi is valid in ¥ as

152 fillz = N S(f2, /) N S(fi, /)"
fe#

In order to know the degree in which a fuzzy implication is valid in a multi-adjoint concept
lattice, it is not necessary to calculate the degree of validity in all the concepts of the concept
lattice, that is, on the whole set of intensions of the concepts of the lattice. We only need
to compute the degree in which a fuzzy implication is valid on the set of join-irreducible
elements of the lattice [4].

Theorem 1. Let fi, f> € L*f be fuzzy subsets of attributes. Then,

12 <= fillieasro) = 12 < fill s ro
(. ) ( )

where Jp(A,B,R, G) denotes the set of join-irreducible elements of the lattice associated with
(A,B,R,0) and Int(A,B*,R,0) denotes the set of intensions of the concepts of the lattice
associated with (A,B*,R,0).
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Formal Concept Analysis has become one of the most forceful mathematical tools to
extract information from databases that contain two non-empty sets A and B, usually inter-
preted as attributes and objects, together with a relation between them. The units of extracted
information are called concepts and these concepts can be ordered, obtaining the algebraic
structure of a concept lattice. Due to the fact that the complexity to build concept lattices
is exponential in the number of attributes and objects, it is important to find mechanisms to
reduce the number of attributes [1, 2].

In the fuzzy framework of multi-adjoint concept lattices [3, 4], a suitable attribute reduc-
tion method and several results were introduced in order to classify the set of attributes in [5].
This classification provides a procedure to know whether an attribute should be considered
or not. Consequently, it can be used to extract reducts, that is, minimal sets of attributes
preserving the original information of the dataset.

In addition, when the attribute classification verifies that the set of relatively necessary at-
tributes is not empty several reducts can be obtained. From this fact two interesting questions
arise: How can the reducts be computed? Should all the reducts have the same cardinality?
Our contribution is an initial study which aims to answer these questions. The most complex
part in the construction process of reducts is the selection of relatively necessary attributes.
In order to simplify this selection we need to define the following set:

Definition 1. Given a multi-adjoint frame (Ly,Ly,P, &, ...,&n) and a context (A,B,R, 0)
associated with the concept lattice (M ,<). Let C be a concept of (M ,<), we define the set
of attributes generating C, as the set:

iT>:C}

a;,x

A1g(C) = {a; € A | there exists @y, x € © such that <¢i~,x7

In order to show an illustrative example, we will consider a multi-adjoint framework
(L1 = [0,1]10,L2 = [0,1]4,L3 = [0,1]5, =, &¢;) Where &; the discretization Godel conjunc-
tor defined on L; x Ly, and a context (A,B,R,0) where A = {ay,az,a3,a4,as,a¢,a7}, B =
{b1,b2,b3}, R: A x B — L3 is given below and o is constantly &G;.

From this framework and this context, according to the attribute classification theorems
presented in [5], we obtain Cy = {a1,a2}, Ky = {a4,as,a¢,a7} and Iy = {a3}. Consequently,
the attributes a; and a, must belong to all reducts and a3 should be removed. To select
the relatively necessary attributes, we analyze the attributes generating each meet-irreducible
concept by means of the above definition. In this case, we find two different meet-irreducible
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(R a|a]a|da]as|d|a|
by [[0.6]02]02] 1[06[02] 0
by [0.8]04[04] 1[08[06]06
by [06[06/02[ 0] 0 [02] 0

elements C; and Cy such that Arg(Cy) = {ag,a7} and Atg(Cy) = {aa,as,ae}. The rest of
meet-irreducible elements are generated from the attributes a; and a;.

Therefore, three reducts Y| = {ay,a2,a4,a7}, Y» = {ay,az,as,a7} and Y3 = {ay,az,a¢}
can be built. We can observe that the different reducts do not have the same cardinality, which
reveals that we can find reducts with different number of attributes. Therefore, the degree of
difficulty in the construction process of the concept lattice can be reduced if we consider the
proper starting reduct. Finally, we show a result that states under what conditions all reducts
of a multi-adjoint context have the same cardinality.

Proposition 1. Given a multi-adjoint frame (Ly,L,P, &, ...,&n) and a context (A,B,R, )
with the associated concept lattice (# ,<). If the set {Atg(C) | C € Mp(A) and Atg(C) K #
@} is a partition of Ky, then all reducts Y C A have the same cardinality and, that is:

card(Y) = card(Cy) + card({Atg(C) | C € Mp(A) and Atg(C)NKy # T})

More results can be given in order to fix a proper reduct. These properties and new
efficient reduction procedures will be introduced in an extended version.
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Vague properties, in the sense of gradualness, are characterized by the existence of borderline
cases; that is, objects or situations for which the property only partially applies. The aim of
this paper is to investigate how a logic for vague concepts can be defined assuming that a
vague concept o is given by a set of prototypical situations [ot]* C Q where « definitely
applies, as well as a set of counterexamples [a]~ C Q where « does not apply for sure. In
this paper we will assume that this information is complete, that is, [Oc]+ is the whole set of
prototypes and [¢] ™ is the whole set of counter-examples. This also means that the remaining
set of situations Q \ ([&t]* U [et] ) are those where a only partially applies. Of course, to be
in a consistent scenario, we will require that [@]™ N [o]~ = 0. In such a case, one might think
of a three-valued framework, where for each situation w € € the degree to which o applies
at w is defined as follows:

1, ifwelalf
appw,o0) =< 0, ifwelal”
1/2, otherwise

This 3-valued vagueness model, where third value 1/2 does not represent unknown but
borderline (see [1] for a disucssion on this topic), is indeed very rough. A more refined model
can be introduced by assuming the availability of a (fuzzy) similarity relation S : Q x Q —
[0, 1] among situations. In such a case, forw € Q\ ([o] " U[a] 7) one can measure how close w
is to some prototype of &, and on the one hand how close w is to some of its counterexamples.

S(w,[a]™) = sup{S(w,w) : v € [a| T}
S(w,[ct] ") =sup{S(w,w) : v € [a] "}

Finally, to aggregate how much « applies to situation w, considering both the values, one
can implement a commonsense rule like this one:

“The closer w is to some prototype and the farther is to any of the counterexamples,
the more « applies to w”

Of course, one can think of different models of formalization following this rule; in prin-
ciple one can think of a suitable aggregation operator @ and define:

app™(w,a) = S(w,[a] ") ® (1 —S(w,[a] 7))
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This may in principle be appropriate as soon as ® properly extends the above three-valued
model in the sense that if S(w,[a]") = 1 then app*(w,a) = 1 and if S(w,[a]”) = 1 then
app*(w,o) = 0, and otherwise 0 < app*(w,a) < 1. Assuming the similarity is strict, i.e.
such that S(w,w’) = 1 iff w = w/, a relevant example of such an aggregation operator, given

in [4], is:
y

I—x+y’
but other operators may be suitable as well. Note that the mapping py : Q — [0, 1], defined as
Ua (W) = app*(w, a), specifies a fuzzy set which can smoothly incorporate the finer distinc-
tions of the apparent 3-valued nature of o. Or equivalently, one can also interpret app™(w, @)
as the degree to which « is satisfied by an interpretation, model or situation w € Q.
Following the latter logical interpretation, the aim of this paper is to extend the approach
used in [2, 3] (where only the values of S(w,[a]")’s were considered) to define a logical
framework to reason with fuzzy concepts given by a set of prototypes and counterexamples
in the line of [4], but with some differences. The main difference is that we consider here as a
working assumption that the base logic for our model of vague concepts based on prototypes
and counter-examples is 3-valued Lukasiewicz logic £.3. Then, to refine such a logic, we will
extend the language of L3 with a modality ¢, and we will consider a Kripe-style semantics
given by models M = (W,e,S), where W is a set of worlds, S : W x W — [0, 1] is a similarity
relation on worlds, and e(w,-) : V. — {0,1/2,1} is a £.3-valuation of variables. The evalua-
tion will be extended to (non-nested) modal formulas by stipulating e(w, 0at) = app™(w, @),
where [o] T ={w e W |w(a) =1} and [&t] = {w € W | w(et) = 0}. In this framework we
plan to study different notions of graded entailment, as well as, to explore a Hilbert-style
axiomatization and a proof system for the logical system.

Xy =
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Si (L,=) es un reticulo completo con un operador tipo implicaciéon ~»: L XL — Lysi Xe Y
son referenciales ordinarios no vacios, consideremos los reticulos (L%, <), (L, <), (LXXY ,S)
de subconjuntos y relaciones L-borrosos con sus ordenes habituales obtenidos como
extensiones del orden en el reticulo L. El operador <: L xL* " — LY [1] est4 asociado a la
implicacién ~» y es tal que para MelL” y SeL* ¥ el L-borroso (M<S)el"es:

(M < S)(y) =inf { M(x) ~ S(xy) / ue X } WyeY.

Si se interpretan los referenciales X e Y respectivamente como conjuntos de objetos y de
atributos y si R: X XY — L es una L-relacion de incidencia de X en Y, entonces un L-
concepto del L-contexto (L, X, Y, R) es un par (A, B)e L* XL" de subconjuntos L-borrosos
tales que B = (A < R) y A = (B < R®), siendo R®: Y XX — L la opuesta de R. Como es
conocido [2], el conjunto L(L, X, Y, R) de esos L-conceptos (A, B), (C, D),... es un reticulo
completo con la relacion de orden < tal que: (A, B) < (C, D) << A< C (equivalente a B > D).
El par (L(L, X, Y, R), X) es el Reticulo de L- Conceptos Borrosos del L-contexto.

En este trabajo analizaremos casos particulares interesantes: los que aparecen al considerar
L-conceptos (A, B) en L-contextos del tipo (L, X, X, R). Es decir, en los que el conjunto de
objetos coincide con el conjunto de atributos (X = Y) [3]. En esta situacion, la relacion de
incidencia R pertenece a L X por lo que puede ser reflexiva, simétrica, etc.

Asi, un L-contexto (L, X, X, R) proporciona una nueva perspectiva del sistema relacional L-
borroso (X, R), en el que R puede ser un orden o un semi-orden L-borroso, o una semejanza
L-borrosa, etc. Parece pues oportuno investigar si esa nueva vision constituye una
herramienta util en el estudio de propiedades del sistema (X, R), asi como en la traduccion
al marco borroso de ideas y nociones asociadas a relaciones sobre conjuntos nitidos.

En esta linea, en este trabajo analizamos esas dos situaciones. Concretamente:
1.  Los L-conceptos (A, B) € L(L, X, X, R) estén relacionados con ciertos elementos o
subconjunto L-borrosos del sistema (X, R) que sean distinguidos precisamente por
propiedades que caracterizan a la L-relacion R en X.

2. En esa interpretacion de (X, R) como contexto (L, X, X, R), y utilizando la clase de los
L-conceptos pertenecientes a L(L, X, X, R), se puede extender, al campo de la légica
borrosa, nociones importantes asociadas a relaciones ordinarias (nitidas), de manera
que esas extensiones resultan coherentes, es decir, si el sistema relacional (X, R) es
nitido, la nocién extendida recupera la nocidn de la que se parte.

! Miembro honorario del grupo de investigacion de la Universidad Publica de Navarra: “Adquisicion de
conocimiento y mineria de datos, funciones especiales y métodos numéricos avanzados”.
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En lo que respecta a la situacion 1., ya existe en la literatura algunos resultados en los
que se encuentran vinculos entre L-contextos (L, R", R", R)y (L, Z",Z", R’) y los
sistemas algebraicos (R", R) y (Z", R) que aparecen en el tratamiento de sefiales e
imagenes mediante técnicas de la Morfologia Matematica [4,5]. Aqui, el reticulo L
tiene ademas una t-norma y una negacion y R es una relacion L-borrosa asociada a
imagenes consideradas como elementos estructurantes [4]. R’ representa su negacion.

En este trabajo se incluye un nuevo ejemplo de esta situacion 1 de cardcter distinto:

utilizando un sistema referencial (X, R) en el que ReL* X es un orden L-borroso en X,

justificamos que, para todo subconjunto L-borroso Me L, el operador < proporciona
una conexion entre las nociones: MAXg(M), MINg(M), SUPR(M), INFr(M), [6,7,8] y
MAXIMALR(M), MINIMALR(M) [7], (todos en L*), y los L-conceptos de L(L, X, X, R).

En lo que se refiere a la situacion 2., dada una L-relacion R: X XX — L reflexiva y
simétrica (semejanza o tolerancia L-borrosa), ¢ identificando el sistema relacional L-
borroso (X, R) con un grafo L-borroso, (conjunto de vértices con aristas etiquetadas con
elementos del reticulo L), en este trabajo se utiliza el reticulo de L-conceptos (A, B) €
L(L, X, X, R) del L-contexto asociado al grafo (X, R) para dar definiciones en el grafo
L-borroso (X, R) de clique L-borroso Ce L* y de subconjunto L-borroso independiente
He L. Ademas, se justifica que si la implicacion ~»: L XL — L es residuo de una t-
norma continua a la izquierda, entonces el conjunto de cliques L-borrosos no es vacio y

que todo clique L-borroso C verifica la ecuacion relacional (C < R )= C [3]. También
se prueba que estas definiciones son coherentes, en el sentido de que recuperan las
nociones usuales de clique y de conjunto independiente en grafos ordinarios.

Palabras clave Reticulos de conceptos borrosos, 6rdenes borrosos, cotas y extremos
borrosos, grafos borrosos, cliques, conjunto independiente en grafos.
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En los procesos de los sistemas borrosos, comunmente se debe comparar y elegir entre
varios niameros borrosos para emitir una respuesta o tomar una decision. En cierto sentido,
los nimeros y cantidades borrosas se pueden considerar como "valores reales" con grados
de incertidumbre, imprecision, o vaguedad, y por tanto se representan como conjuntos
borrosos sobre la recta real. Es decir, en general, no son simplemente nimeros reales, y no
se pueden ordenar con el orden total de los mismos. En lo que sigue, para simplificar las
notaciones, identificaremos un conjunto borroso F sobre la recta real con su funciéon de
pertenencia f .
Por otra parte, el orden parcial usual de los conjuntos borrosos inducido por el orden
de los numeros reales, es decir
f<g si f(xX)<g(x),paratodo xe R (1),
no extiende el orden de los numeros reales. En efecto, supongamos que se quiere tratar a
dos numeros reales a y b como numeros borrosos, por medio de sus funciones
caracteristicas @ y b, entonces el orden parcial usual (1), no extiende el orden usual (<) de
los ntimeros reales. Por ejemplo, si a, be R, con a < b, no se cumple que @ < b, ya que
b(a) = 0 < a(a) = 1. Ademas, tampoco se cumple b < @, por lo que no son comparables
con dicho orden parcial. Por tanto, el orden parcial (1) no es recomendable para comparar
dos niimeros o cantidades borrosas. Por este motivo, en [1] se presenta el orden parcial que
se obtiene a partir de las extensiones en forma horizontal del Principio de Extension de
Zadeh
(fog)a = fa®8a =facb: a€fy,bEg.} (2),
tomando como o las operaciones V y A; es decir, el siguiente orden parcial:
f<g st fou <) go»paratodoa €(0,1],  (3)

donde f, representa el a-corte correspondiente de la funcion f, y [aq,a,] <; [bq, b,]
si a; < by y a, < b,. Este orden parcial si extiende el orden de los nimeros reales, ya que
dados dos niimeros reales a y b tales que a < b, se tiene que @ < b, al ser a, = [a,a] y
b, = [b,b] paratodo a, y por consiguiente @, <, b, para todo a. Sin embargo, este orden
parcial no esta definido para cualesquiera conjuntos borrosos sobre R, y s6lo es valido para
ordenar parcialmente conjuntos borrosos con funciones de dominio real convexas,
semicontinuas superiormente (upper-semicontinuas), con soporte acotado y fuertemente
normales (lo que llamaremos ntimeros borrosos, FNs), condiciones que aseguran que los o-
cortes sean intervalos cerrados y acotados.

En este trabajo, proponemos el uso de dos 6rdenes parciales, obtenidos a partir de la
forma vertical del Principio de Extension de Zadeh ([4]), de las operaciones v y A:

(FN* g)(x) = sup{f(y)rg(z) : yrz=x} y (FU* g)(x) =sup{f(y)rg(z) : yvz=x} (4)
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Teniendo en cuenta estas operaciones, Walker et al. ( [3] ) obtuvieron en el conjunto de las
funciones de [0,1] en [0,1] dos oOrdenes parciales, estudiando sus propiedades. En este
trabajo, proponemos una extension de estos ordenes al conjunto M* de las funciones de R
en [0,1]. Asi consideramos los 6rdenes parciales

fE'gsi fNfg=fyf<*gsi fu'g=g , siendo f,gen M* (5).
Al ser aplicados a todo M* son mas generales que el orden parcial dado en (3).

Los ordenes parciales dados en (5), también extienden el orden de los nlimeros reales,
puesto que se verifica @a=*b y a<*b si a < b, lo que se demostrara utilizando una
caracterizacion de estos ordenes en el caso de funciones convexas y con la misma altura (de
hecho, para estas funciones los dos 6rdenes dados en (5) coinciden).

Utilizando estos oOrdenes parciales y sus caracterizaciones comparamos numeros
borrosos cuyas funciones de pertenencia no sean necesariamente semicontinuas
superiormente o no tengan soporte acotado, casos en los que no se puede emplear la
representacion horizontal del orden de los numeros borrosos. Ademads, basados en las
caracterizaciones de estos ordenes parciales, se propondra un nuevo método que permitira
comparar totalmente (linealmente) niimeros borrosos. En dicho método se obtendra un pre-
orden total, ya que la relacion no serd antisimétrica, en el conjunto de los numeros borrosos
generalizados extendidos, es decir, el conjunto de los FSs sobre R convexos. También se
obtendran otras propiedades deseables en los métodos de ordenacidon, segiin se propone en
[2].

La idea en que nos basamos, es determinar, en general, qué caracterizacion del orden
parcial “se cumple mas”, si la que resulta de f =" g, o la que resulta de g ©* f, calculando
ciertas areas determinadas por las funciones de pertenencia de los conjuntos a comparar.

Cabe destacar que, en trabajos previos no se ha encontrado evidencia, al menos
directamente, sobre el empleo de la definicion y caracterizacion de los ordenes parciales
obtenidos a partir de la forma vertical del principio de extension de Zadeh, para comparar
nimeros o cantidades borrosas.
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The development and applications of fuzzy techniques in databases has had a great inter-
est in the last three decades. There are mainly two reasons for such an interest. On the one
hand, there is a necessity of performing fuzzy queries in databases (non necessarily fuzzified);
for instance, one user can be interested in “sport and small cars around 20,000$”. A family of
approaches dealing with this kind of tasks is commonly denoted as Flexible Query Answer-
ing, see e.g. [1]. On the other hand, there is a necessity of representing (and working with)
fuzzy data in databases. For instance data that is subjective, usually obtained by surveys and
enriched with uncertainty. A database of sportmen with parameters representing speed, tech-
nique, resistance, etc is a good example of such kind of data. There are many ways to carry
out this kind of tasks (usually depending on the kind of data represented) such as Possibilistic
databases [2], Fuzzy relational databases [3] or Fuzzy object-oriented databases [4].

Among the fuzzy techniques defined on relational databases we point out those related
to Fuzzy Association Rules [5] and Fuzzy Concept Lattices [6]. The goal of these two ap-
proaches is to represent the knowledge appearing in relational databases by inference rules
and by a lattice of concepts, respectively. In both kind of approaches (i.e. in the creation of
Fuzzy Association Rules and Fuzzy Concept Lattices), it is usually necessary to do a reduc-
tion of the information retrieved. There are mainly two ways to perform such a reduction,
either to reduce the information from the original database (also called context) or to reduce
the information obtained from the fuzzy technique (either from the inference system or from
the concept lattice). In this talk, we focus on the first kind of reduction i.e., on reducing the
size of the relational database by keeping the significant information contained in it.

In general, the relational databases carry the information about several attributes of plenty
of objects. The idea underlying in the technique described in this talk is to create a new set
of “fuzzy” objects. These new objects are representative among those satisfying a fuzzy
attribute, for instance a “quite big house” or a “barely power computer”. These new objects
are defined by using direct F-transforms [7]. The F-transform is generally an approximation
technique. Its advantage is that by using the direct F'-transform we compress and reduce the
information about the original objects, and by using the respective inverse F-transform we
obtain back the approximation of the relations associated to the original objects.
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Finally, in the talk we also show how the technique is potentially applicable, firstly to the
restoration of imperfect information, secondly to the reduction of Fuzzy Concept Analysis
and thirdly to the achievement of Fuzzy Association Rules. Note that to obtain fuzzy infer-
ence rules from a relational database it is needed a fuzzification in some step. In addition, in
fuzzy concept lattice the step of fuzzification is missing in the most of approaches (perhaps
because the goal of the most papers in the literature is to present the technique, no its real ap-
plication). So the technique presented here can be considered also a fuzzification procedure
for relational databases in both kind of approaches.
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Extended abstract

Reasoning with if-then rules —in particular, with those taking from of implications between
conjunctions of attributes— is crucial in many disciplines ranging from theoretical computer
science to applications. One of the most important problems regarding the rules is to remove
redundancies in order to obtain equivalent implicational sets with lower size. This problem,
which has been widely studied in the classical setting, is partially addressed in [4] for the
case of attribute implications in data with grades. In this work, we tackle this problem using
the so-called Fuzzy Attribute Simplification Logic, FASL, which has been introduced in [1].
This logic leads to an automatic reasoning method for implications in data with grades.

FASL manages formulas A = B where A and B are fuzzy sets over an alphabet Q2 whose
elements are named attributes. Interpretations are fuzzy formal contexts and, informally, an
implication such as {a,%5/b} = {°9/c} means every object that has attribute a to degree 1
(i.e. fully possesses a), and attribute b to degree 0.5, has attribute ¢ to degree at least 0.9.

Specifically, truthfulness structures in FASL are tuples (L,V,A,®,—,~,*,0,1) where
(L,V,\,®,—,0,1) is a complete residuated lattice, * is an hedge (a “very true” function [2])
and \ is a binary operation satisfying the following adjointness property: a ~\. b < c if and
only if a < bV for all a,b,c € L. As a consequence, a~b = AN{ce€L|la<bVc}. In
particular, when the lattice is linearly ordered, we have

a, ifa>b,
anb= { 0, otherwise. M

These operations are pointwise extended to fuzzy sets.
For a fuzzy formal context K = (X,Y,I) such that Y = Q, the degree in which A = B is
true in K is defined as follows:

la= Bl = A ((AAG) = 1) = A BG) = 1) @)

xeX = yeY yey
The axiomatic system in FASL is defined as follows: for all A,B,C,D € L and ¢ € L,

[Ax] inferAUB = A (Axiom)

Supported by project TIN2014-59471-P of the Science and Innovation Ministry of Spain, co-funded by the
European Regional Development Fund (ERDF).
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[Mul] from A = B infer c*®A = ¢*®B (Multiplication)
[Sim] from A = Band C = Dinfer AU(C~B) = D (Simplification)

The soundness and completeness are ensured when we assume that both L and Q are finite.
In addition, for any A,B,C,D € LY, the following equivalences hold true:

(DeEq) {A=B}={A=B~\A};
(UnEq) {A=B,A=C}={A=BUC};

(SiEq) IfA C Cthen {A = B,C =D} ={A = B,AU(C~B) = D~ B}.

In [4], V. Vychodil consider globalization as hedge and provides a polynomial algorithm
for computing a non-redundant equivalent set for a given implicational set. An implicational
set T is said to be non-redundant if no implications in 7" can be inferred from others impli-
cations. The main goal here is in the same direction, but considering an arbitrary hedge and
using FASL. As a first stage in this line, we propose the use of (DeEq), (UnEq) and (SiEq)
for removing redundant information in an implicational set. Specifically, the method here
proposed crosses the sets of implications (quadratic complexity) taking pairs of implications
and applies the above mentioned equivalences.

For instance, consider ({0,0.5,1},V,A,®,—,~,*,0, 1) being the three-element equidis-
tant subchain of the standard Lukasiewicz algebra with * being the identity and . as described
in (1). For the implicational set

T = {{O.S/X’y7 o.s/z} = {x, o.s/y, o.s/z}7 {o.s/y} = {().5/)67().5/),7Z}7
(03/x,93/y} = {2}, {x, 2} = {29/x,5,%5/2}, {z} = {*9/x} }
in [4], the author obtains
T = {{*5/y} = {x,y, 2}, {z} = {°3/xH{x, 2} = {°5/x,,°%/2} }

However, our method, which has been implemented in PROLOG, renders the following
equivalent set:

Ty = {{*5/x} = {x}, {*/y} = {*/xy. 2} {z} = (v}
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Las series de tiempo (TS) son utilizadas en infinidad de problemas y contienen informacion
importante del &mbito de donde han sido capturadas. Uno de sus problemas consiste en que
tratarlas suele ser un proceso complejo ya que estdn formadas por una gran cantidad de pun-
tos. Por otro lado, la 16gica difusa permite modelar la incertidumbre del proceso de captura y
trabajar con los datos de una forma cualitativa mediante sus operadores.

Este trabajo presenta una representacion difusa de una TS y como obtenerla. El proceso
consta de dos fases:

1. Se calcula una representacion basada en rectas de la TS mediante un nuevo método.

2. Transformacion de dicha representacion en una estructura difusa que puede ser utiliza-
da en diferentes problemas.

1. Transformacion de la TS en un conjunto ordenado de segmentos S

La TS serd representada mediante un conjunto ordenado de segmentos, similar a las pro-
puestas de Keogh [1], y su expresiéon se muestra en la Ecuacién 1, donde cada segmento
Sf = (my.p, X x) +cyy, es valido en el intervalo de tiempo definido entre los instantes f; y
l;. Un segmento s7; es formalmente representado como {m £.1,C fJ}.

S= {sfl-,l1’sf27127""Sfme} (1)

Nuestro método es novedoso y estd basado en el uso de ventanas deslizantes y regresion
lineal. Las ventanas deslizantes permiten modelar cada segmento de la TS que se representan
utilizando la ecuacién de la recta entre dos instantes f; y /;. La Figura 1 muestra un ejemplo
de una TS obtenida por nuestro método.

2. Conversion del conjunto de segmentos en una estructura difusa 7

Kacprzyk et al. presentan algunas ideas en este sentido en [2]. El modelado del con-
junto de tendencias se realizard mediante la tupla T = {z9,LT}, donde 7y es un conjun-
to difuso que indica el instante temporal donde empieza la lista de tendencias, y LT =<
TEND;,...,TEND, > es lalista de tendencias propiamente dicha. Cada elemento de LT se
modela mediante TEND; = {type;,t;,vi, power;} donde:

Este trabajo ha sido financiado bajo el proyecto de investigacién TIN2015-64776-C3-3-R del Ministerio de
Economia y Competitividad.
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Figura 1: Ejemplo de TS obtenida.

e type; indica el tipo de tendencia tomando uno de los valores ZERO, INC o DEC, se
calculard en base a las pendientes de los segmentos.

e f; es un numero difuso triangular que define el instante temporal donde acaba el inter-
valo que representa el segmento. El origen del segmento es #;_; de TEND;_.

e v; es un nimero difuso que define el valor final de salida del dltimo valor del intervalo.
El valor del primer punto del segmento se puede obtener de v;_; de TEND;_.

e power; € SLL es una etiqueta lingiiistica que modela la potencia de incremento o decre-
mento. El conjunto ordenado de etiquetas lingiiisticas SLL se define apriori. Se utiliza
la pendiente de la recta para calcular esta etiqueta.

El soporte de los nimeros difusos #; y v; se calcula utilizando una medida del error de la
recta obtenida respecto a los puntos originales.

3. Conclusiones

Se proponen dos métodos de representacion de TS. La primera estd basada en segmentos
obtenidos con regresion lineal que posteriormente se modela mediante un Conjunto Ordenado
de Segmentos, también se describe brevemente el algoritmo para obtenerlas representaciones
a partir de la serie. La segunda estd basada en la 16gica difusa y es obtenida desde el conjunto
ordenado de segmentos.
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Hoy en dia préacticamente la totalidad de la actividad humana es registrada (o susceptible de
serlo). A veces, esta informacion es empleada para obtener modelos (mineria de datos),
generalmente con el objetivo de predecir comportamientos o tendencias. Sin embargo, otras
veces el interés principal reside en supervisar el sistema. Es cada vez méas habitual que estos
datos provengan de fuentes de datos que, de forma continua, generan informacién ordenada
cronoldgicamente y que superan las capacidades de almacenamiento y procesamiento
habituales.

Para abordar este problema, se pueden manejar flujos de datos (data streams), secuencias
infinitas de registros estructurados que llegan continuamente —es decir, no son datos
transitorios sino flujos de informacion duradera en el tiempo— [1, 2]. La caracteristica clave
de estos sistemas es que los datos de estos flujos no se almacenan de forma permanente
sino que se procesan “al vuelo”, esto es, cada dato es analizado, procesado y finalmente
olvidado. Las aplicaciones reales de este problema crecen cada dia, siendo frecuente el uso
en telecomunicaciones, trafico de vehiculos, consumo energético, comercio, finanzas,
fisiologia, robotica o redes sociales, entre otras.

La mayoria de la literatura especializada en este campo se centra en clasificacion (y concept
drift), es decir, se asume la existencia de un flujo de datos etiquetado con una clase. Este
tipo de tarea supervisada presenta una falta de aplicabilidad en problemas reales al ser
necesario disponer de un experto (maquina, persona o comunidad) que etiquete cada
ejemplo que llega desde el flujo de datos. Esto hace que sea habitual encontrarnos con
experimentacion basada solo en benchmarks y datos sintéticos —por ejemplo, SEA [3]-.
Disponer de datos estructurados y etiquetados en todo momento no resulta habitual en
problemas reales, y cuando se dispone de ellos (por ejemplo, actividad web), la habilidad
predictiva del algoritmo resulta irrelevante. Un enfoque de aprendizaje descriptivo parece
tener mas sentido en flujo de datos. En este caso, el modelo se adapta a los datos para
explicar qué esta ocurriendo en cada instante. Se utiliza, por tanto, para monitorizar el
sistema, no para predecir salidas. Se requiere modelar relaciones complejas entre las
variables de una forma facilmente interpretable.

Esto lleva, dentro del campo de flujo de datos, a lo que se ha dado a conocer como
association stream mining [9], donde el objetivo no estd centrado en una determinada
variable dependiente sino en el descubrimiento de patrones de relaciones entre todas ellas.
Al contrario de los conocidos enfoques para encontrar items frecuentes (frequent items) en
flujos de datos [4, 5], el campo de association stream mining consiste en generar de forma
continua modelos causales en dominios complejos. Su objetivo es extraer asociaciones de
interés entre los atributos de los datos de modo no supervisado y adaptandose al entorno. La
principal limitacion del actual estado del arte en aprendizaje de patrones a partir de flujo de
datos reside en la dificultad para extraer reglas que definan relaciones de causalidad al no
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poder aplicar el enfoque tradicional en dos fases usado en datos estaticos, donde primero se
obtienen objetos frecuentes y luego se extraen reglas, algo imposible cuando los datos
llegan en modo de flujo. No obstante existen unas pocas propuestas basadas en mantener
reglas de asociacion y actualizarlas conforme se reciben datos [6, 7, 8] pero resultan muy
ineficientes e impracticables en problemas con una afluencia de datos relativamente alta.
Ademas, la mayoria de las soluciones tratan solo variables nominales, lo cual limita su
aplicacion en problemas reales (por ejemplo, mediciones a través de sensores).

En este articulo proponemos varias mejoras al algoritmo Fuzzy-CSar [9] para extraer reglas
de asociacion difusas en flujo de datos. Se proponen dos ejes principales: por un lado, el
uso de una nueva representacion y operadores genéticos para los atributos que forman el
flujo de datos que permite manejar particiones difusas de distinta granularidad, -pudiéndose
adaptar asi a las necesidades de precision de cada variable en cada regla. Por otro lado, en
problemas reales con flujos continuos de informacion es muy posible que desconozcamos
cudl va a ser el dominio utilizado por ciertos atributos. Por esto, en esta nueva version se
incorpora al algoritmo un método por el cual no es necesario conocer el rango en el que se
moveran las variables, los valores minimos y maximos para cada atributo de entrada se van
actualizando en tiempo real a medida que los datos van siendo procesados.- Todas las
modificaciones se han realizado con el objetivo de dotar al sistema de una mayor
flexibilidad que le permita adaptarse mejor a las peculiaridades de cada problema y a las
condiciones de los problemas reales de flujo de datos.

Los resultados del nuevo algoritmo se validan en un problema real del ambito de la
Psicofisiologia donde se analizan asociaciones entre las distintas sefiales de electrodos del
encefalograma en sujetos sometidos a diferentes estimulos.
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Motivation. = Multi-label classification (MLC) is a relatively-recently formalized task in
Machine Learning [1], encompassing tasks like text categorization, gene expression analysis,
etc. Consider a feature space 2" = .#F . A J# -valued F-vector x € 2 is an instance to
be tagged with any combination of a set of labels .. Label associations or labelsets are
represented by means of their characteristic vectors y € %" = 2, and pairs of instances and
labelsets are called examples or observations, (x,y) € Z x ¥ .

Given a set of training observations 97 = {(x/,y’ )};’il and a set of fest observations

Pg = {(x*,y*)};E | the purpose of the multi-label classification task is to find a (multi-label)
classifier function f : X — Y using the information in the training examples Zr that generates
(multi-label) predictions y = f(x) on the test instances optimizing a certain performance
measure d : Y x Y — P where P is any set of figure-of-merit values (such as precision, recall,
F-measure, Hamming loss, etc.) Table 1 shows a selection of low- to middle-complexity
datasets used as test banks for the MLC task.

Name ng +nr F | L | distinct
emotions 391+202 72| 6 27
scene 121141196 | 294 | 6 15
yeast 15004917 | 103 | 14 198

Table 1: A selection of multi-label classificaton databases (data from [2]). “Distinct” refers
to distinct label sets ocurring in the training decision data.

Several issues have to be dealt with when trying to solve the task, such as a) Classifier and
performance measure selection, b) Data preparation, c¢) Classifier construction, and d) Clas-
sifier evaluation.

Since the MLC task can be considered a strict generalization of the binary and multi-
class classification tasks in that instances may have more than one label (class) assigned to
them, most of the techniques for classifier selection and construction have been imported
therefrom—albeit with a limited success.

On the other hand, performance measure selection, data preparation and classifier eval-
uation have required extensions to cater for the peculiarities of MLC: since the theory of

CPM & FVA have been partially supported by the Spanish Government-MinECo projects TEC2014-53390-
P and TEC2014-61729-EXP.
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machine learning is firmly-grounded only for the binary, mutually-exclusive labelling cases,
dealing with label sets poses a challenge usually solved by means of problem transformation.
Two extreme cases of these transformations are [2] are the Label Powerset (LP) method, and
the Binary relevance (BR) method.

Results. In this paper we propose an entirely new approach to multi-label classification
based on . -Formal Concept Analysis, an extension to FCA, where the incidences take value
in an idempotent semifield [3].

Consider a relation R € #*F | A Galois connection between 2" = . #* and % = %
is created from inequation x" @ R®y < 6, where x € 2, y€ % and 6 € # \ {L, T} by
using residuation to give closed formulae for the polars of the connection:

the =R*®x "0 Vhe =R '®y 0o (1)
Then it is clear that for (u,v) being a o-formal concepts of B°(L,F,R) » we may write,
R<u'®oxv? (2)

This proves that o-concepts are part of a decomposition of R whence we may use (2) to

synthesize R < \/{u '@ ®@v® | (u,v) € B°(L,F,R) 4} . To solve this recursive equation
we propose a set of concepts that generate the required equation, and this sets the inductive
bias of the learning method:

R=Y;'Qroxy 3)

where a diagonal matrix X € #"7*"T scales the individual concepts. It can be proven that
this formula conforms the training observation intents to the training labelset extents and
vice-versa.

In particular, for o = I,,, we have Yr= XT}e and Vg = XE;% which are the predictions for the
training and test sets, respectively. By optimizing a threshold with respect to the performance
measures @ we can obtain a measure of the fitness of the approach on the test set. Note that
since the X is actually a matrix of singular values for decomposition (2) it pays to try to find
those singular values that better approximate R.
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In recent years, we are witnessing an increase in the development of graded (including
fuzzy, probabilistic, and possibilistic) ontology applications, which are more appropriate
to several real world domains with uncertain, imperfect, incomplete, imprecise, or am-
biguous knowledge [3]. In graded ontologies, axioms might have a degree associated.
The semantics of such degrees depends on the formalism: in fuzzy ontologies it indi-
cates to what extent the axiom is satisfied; in probabilistic/possibilistic ontologies it
estimates to what extent we are confident that it is true.

Despite the existence of some applications and some methodologies, building graded
ontologies is still a hard problem. Since data mining techniques have proved to be
very useful to discover meaningful and interesting knowledge for the user (even in the
presence of uncertainty) [1], the objective of this paper is to discuss how data mining
could help in the development of graded ontologies. In particular, we will discuss how
to learn graded ontology axioms from association rules.

We propose to study some of the many statistical measures for association rules
in the literature [1, 2]. Depending on the type of axiom that we want to build, we
may use different measures for learning the degrees. Let x; = y; be an association
rule expressing the relation between the antecedent x; and the consequent y; in a
database D. Let a denote the number of transactions satisfying both the antecedent
and the consequent, b the number of transactions satisfying the antecedent but not
the consequent, ¢ the number of transactions satisfying the consequent but not the
antecedent, and d the number of transactions satisfying neither the antecedent nor the
consequent. For example, in these terms the confidence-descriptive measure is defined

as 2.

a+b

Let us assume that we have a database where the transactions include information
about some attributes A, Ay, ..., A,. Optionally, we may also have that the transac-

tions are classified, i.e., we have information about some class that every transaction
belongs to. This scenario is illustrated in Figure 1 (a).

Conventional data mining algorithms can obtain association rules of the form z; =
y1. Such rules can be seen as graded ontology axioms of the form (JA;.{z1} C
JAs.{y1}, @), for some degree « [3]. To learn such axioms, we have to search for those

We were partly funded by the CICYT project TIN2013-46238-C4-4-R and University of Granada
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142



XVIIl Congreso Espanol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy (ESTYLF 2016)

A, A, | Class
thhlzy | O
ooy | G
ts | xa y1 | 4
ty | T2 Yo Cy

(a)

Figure 1: (a) A database example; (b) Venn diagram for the axiom (3A;.{z;} C
JAs{y1}, ) (obtained from a different database).

rules involving individuals (values) z; and y; belonging to the columns A; and Aj, re-
spectively (see Figure 1 (a)), and the degree a of fulfilment of this axiom. Figure 1 (b)
shows that the higher the value of a, the higher the reliability of that relation between
two individuals. Additionally, if 21 would be completely included in y; we would have
that b is near to zero. Summarizing these two ideas, when —13 s near to 1 we will have
more confidence in the satisfiability of the previous axiom. This value corresponds to
the confidence-descriptive of the rule x; = y;.

In more general cases, we can obtain axioms of the form (FA;.{z1} M JAy.{xo} M
~-M3A, {x,} C A, 11 {xpi1}, @). The difference here is that a, b, ¢, and d now involve
several attributes in the antecedent. For example, b is now the number of tuples such
that the value of A; is x1, the value of A, is x», etc., but the value of A, 1 is not x, 1.

The use of data mining to learn graded ontology axioms is not restricted to this
single case. For example, one can consider association rules of the form y; = C; to
produce graded ontology axioms of the form (JAs.{y;} T C1, ) or, in more general
cases, (A1 {z1} N3As{xo} 1--- N34, {x,} C C4, 5).

As a final remark, it is worth to stress that the obtained axioms should be reviewed
by a human expert before actually incorporating them to a graded ontology, because
data mining techniques discover relationships that are only potentially interesting. In
that regard, we are currently developing further evaluation tests of our approach.
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La gran cantidad de informacion almacenada por las empresas y el aumento de las redes so-
ciales y el Internet de las cosas estdn produciendo un crecimiento exponencial en la cantidad
de datos que se producen. Por lo tanto, las técnicas de andlisis de datos deben mejorarse para
permitir que toda esta informacion pueda ser procesada. Una de las técnicas mds utilizadas
para la extraccion de informacién en el campo de mineria de datos es el de las reglas de aso-
ciacién, que permite representar con precision la frecuente co-ocurrencia de los elementos
en un conjunto de datos. En particular reglas de asociacién difusas han demostrado ser muy
utiles en algunos dominios para hacer frente a la imprecision en bases de datos y al mismo
tiempo, ofrecen una buena representacion del conocimiento encontrado.

El Big Data es un fendmeno que no para de crecer. Para las empresas y los usuarios es de
gran interés poder analizar esta informacion y conseguir extraer de ella conocimiento con el
fin de obtener beneficios, ya sean econdmicos o para la mejora y el interés de la sociedad en
general.

Las técnicas de mineria de datos, y en particular, las reglas de asociacién [2] tienen como ob-
jetivo identificar conocimiento util. Las reglas de asociacion tradicionales se basan en descri-
bir las relaciones entre la presencia conjunta de elementos. Para ello, las reglas de asociacion
de tipo crisp, s6lo nos dicen si un elemento se encuentra o0 no en una transaccion.Sin embargo,
la naturaleza de los datos puede ser diversa y puede venir descrita en forma numérica, cate-
gdrica, imprecisa, etc. En el caso de elementos numéricos, una primera aproximacion podria
ser categorizarlos de forma que, por ejemplo, la altura de una persona pueda venir dada por
un intervalo al que pertenece, por su valor o incluso por una etiqueta lingiiistica que ademas
proporcione semdntica. Por ejemplo, si la altura es 1’80 m, esta podria representarse por un
intervalo ya que dicho valor se encuentra en el intervalo [1°70, 2], o bien por una etiqueta
semdntica que nos dice que la persona es "ALTA”. Es por esto que necesitamos otras formas
de representar este tipo de conocimiento que sean mads intuitivas para el usuario. Una de las
técnicas mds utilizadas para representar el conocimiento impreciso es mediante la Teoria de
Subconjuntos Difusos propuesta por L.A. Zadeh [5].

Vamos a continuacion a definir como esta teoria se aplica a las reglas de asociacidn anterior-
mente explicadas. Por lo tanto primero vamos a definir que es una transaccién difusa[1]. Sea
I un conjunto de items, una transaccién difusa t serd un subconjunto difuso no vacio de I en
el que el grado de pertenencia a t de un item i € /, serd un nuamero en el intervalo [0,1] y lo
notaremos por t(i). Para un itemset, A C I podremos calcular su grado de pertenencia a una
transaccion difusa t como sigue

((A) = mini (i) (1)
i€cA
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Segun esta definicidn una transaccion es un caso particular de transaccion difusa. Nosotros
representamos un conjunto de transacciones difusas por medio de una tabla donde las colum-
nas identifican los items y las filas las transacciones. La celda del item i y la transaccion ¢,
contiene un valor en el intervalo [0,1] que serfa el grado de pertenencia de i, en ¢; (¢;(ix)).
Aunque se han propuesto varios métodos para la extraccion de reglas de asociacion difusas,
estos métodos no funcionan bien en bases de datos con cantidades masivas de transacciones
debido a los altos costes computacionales y los problemas de memoria. En este articulo abor-
damos estos problemas mediante el estudio de las tecnologias actuales para el procesamiento
de grandes volumenes de datos con el fin de proponer una paralelizacion del proceso de mine-
ria de reglas de asociacion para bases de datos transaccionales difusas utilizando tecnologias
Big Data. Ademads proponemos un algoritmo eficiente capaz de manejar grandes cantidades
de datos y lo comparamos con algoritmos tradicionales de mineria de reglas de asociacién
difusas.

El algoritmo utilizado para la extraccion de los conjuntos frecuentes es el algoritmo Apriori
[3]. Este algoritmo lo hemos adaptado para mejorar la eficiencia del algoritmo de extraccion
de reglas de asociacién mediante el uso de tecnologias BigData creando ademads un algoritmo
escalable. Entre las herramientas utilizadas podemos destacar Hadoop [4] para la distribucién
y gestion de los archivos en entornos distribuidos y Spark para el desarrollo del algoritmo en
distribuido. Para todo ello se ha realizado un algoritmo que utiliza MapReduce con el propé-
sito de poder realizar un procesamiento distribuido dentro de un cluster de servidores. Para
ello el algoritmo se divide en dos fases, en la primera realizamos un recuento de el nimero
de apariciones de cada item en cada o — corte mediante MapReduce y en la segunda fase
se realiza el mismo recuento pero en este caso se busca cada uno de los itemset frecuentes
calculados en la fase 1 o en una ejecucién anterior de la fase 2.

Mediante los experimentos realizados con el algoritmo propuesto hemos comprobado que
se mejora la eficiencia del algoritmo, en cuanto a tiempo y memoria, cuando el nimero de
transacciones y items es muy elevado.
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Governmental institutions are increasing their efforts to offer bigger amounts of data as
open data. By definition, open data can not only be freely accessed in electronic format in
the Web, but also reused and redistributed for any purpose. Publishing open data has a two-
fold impact to the society. First, it promotes transparency, when referred to public bodies’
activities, which is essential in a democratic society. Second, it has social and commercial
value, since it can be the enabler of further studies (e.g. independent academics can derive
new knowledge) and commercial applications (e.g. socio-economic data can be used in
private market analysis). Traditionally, publicly funded statistical offices, such as the
Spanish Statistical Office and EUROSTAT, have been the most important open data
providers. Nowadays, the definition of open data is widening, and arguably, other sources
like social networks and open-licensed digital newspapers can be as well included.
Environmental scanning is defined as the process of acquisition and use of information
about events, trends and relationships in an organization’s external environment to support
decision-making and planning [1]. The wide availability of open data has renewed the
interest in this topic, in which Data Mining plays a key role regarding automatic discovery
of non-trivial, new and valid knowledge from data. We identify here three challenges of
open data mining for environmental scanning:
Data heterogeneity. Using different information sources is essential to provide a wider
context to understand the whole scenario. Data combination implies incompatible formats,
which must be expressed in a common language, and more importantly, semantic
heterogeneity, which requires the alignment of diverse conceptual schemas based on
information meaning rather than data format. This is particularly difficult if unstructured
sources are to be considered; e.g. texts in natural language.
Less structured process. The typical data mining process encompasses four steps: data
collection and cleaning (pre-processing), filtering (selection), exploration and model
building (analysis), and visualization (for data description and prediction). To some extent,
open data mining invert this process, because it implies the collection of data before
determining an explicit purpose. Therefore, we may be more interested in exploratory
analysis than model building, which would not require a thorough pre-processing.
Conversely, it may happen that the pre-processing stage requires more effort before starting
a detailed analysis aimed at decision-making.
Imprecision and vagueness. Open data makes it necessary to reinforce the capabilities of
mining algorithms to discern between relevant and irrelevant information, and to be
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resilient to noise, uncertainty, and outliers. In this regard, Fuzzy Logic methods have
proved to be more robust than conventional approaches [2]. In non-fuzzy methods, small
changes in the inputs result in major changes in the outputs, whereas in fuzzy methods,
changes are more gradual.

Semantic Web technologies, based on ontological and graph-based knowledge
representations, provide an infrastructure for publishing, storing, retrieving, reusing,
integrating, and analyzing open and linked data [3]. The standard Semantic Web Languages
(RDF, RDFS, OWL) allow us to express data and metadata in the form of triples (subject,
property, object) with formal properties, and more importantly, to easily link pieces of
information. The Linked Data initiative purposely focus on connecting related information
on the Web [4]. For example, DBPedia (a semi-structured version of Wikipedia) is linked
to GeoNames (a geographical knowledge base). Specialized vocabularies based on RDF
and OWL have been proposed to characterize, find and use open datasets: VolD, to express
metadata about datasets; PROV-O, to define data provenance; Data Cube Vocabulary, for
statistical data and metadata exchange; and so forth. Queries can be issued to distributed
RDF sources, published in triplestore repositories, by using the SPARQL standard query
language. All these technologies favor the creation of rich information contexts, with wider
scope than the initial target data, at a low cost.

To illustrate the potential of open data mining, we have developed an example based
on EUROSTAT, DBPedia and GeoNames open data. From EUROSTAT, we have
identified a dataset about unemployment in European regions, encoded with the Data Cube
vocabulary and linked to GeoNames and DBPedia, and we have retrieved unemployment
rates for “all the European regions where German is an official language in 2000-2012.
Let us notice that the regions are defined in GeoNames, the official languages in DBPedia,
and the unemployment rates in EUROSTAT. We have applied a fuzzy clustering algorithm
to characterize groups of regions with similar evolution, which allows the use of imprecise
cluster boundaries. The results suggest that the unemployment trends mostly depend on the
initial rates and the changes in the first two years of the economical crisis, regardless of the
country. We could incorporate other sources to the process, and refine the conditions to
explore specific scenarios with small effort.

We consider that the use of ontological descriptions for linked data is one of the most
promising directions for future work. Both the input data and the results —the clusters, in
our example— could be semantically described with meaningful ontological expressions.
Moreover, we could use a fuzzy ontology, in which concepts and relations can be
imprecise. Another area of interest is the utilization of automatic ontology alignment
algorithms in the pre-processing stage, in order to locate and link similar datasets.
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Hoy dia prolifera la acumulacion en Internet y las organizaciones, de inmensas cantidades
de datos textuales no estructurados en repositorios provenientes de documentos de trabajo,
correos electronicos, sitios web de opinidn, encuestas, opiniones en redes sociales, etc. En
estos datos se encuentran grandes cantidades de informacion muy relevantes. Sin embargo,
el gran cimulo y falta de estructura de éstos, hace que sea practicamente imposible su pro-
cesamiento y andlisis automdtico de forma masiva. En este entorno, resulta particularmente
util, detectar automdaticamente los principales tépicos que son abordados y que constituyen
informacion relevante. Desde el dmbito de la Mineria de Textos, una solucion propuesta para
la deteccién de tdpicos, es la aplicaciéon de métodos cldsicos de agrupamiento. Dichos al-
goritmos permiten aprupar un conjunto de textos y etiquetarlos con los principales topicos
tratados.

Si tenemos en cuenta que la gran mayoria de los textos de redes sociales estdn restringidos
en cuanto a cantidad de caracteres y ademads un usuario puede realizar comentarios y expresar
su opinion sobre cualquier tema, es de esperar que un simple documento pueda abordar varios
temas, por lo que el principal problema que se pretende resolver es la deteccion de topicos en
redes sociales teniendo en cuenta que un mismo documento puede exponer varias tematicas.
Motivado por la problemadtica anterior, una posible solucion es el uso de algoritmos de agru-
pamiento difuso, los cuales permitirian identificar el grado de pertenencia de cada documento
a cada cluster, y a su vez al topico que representa dicho cluster.

En este trabajo proponemos un nuevo enfoque para detectar automaticamente los princi-
pales topicos de datos textuales en redes sociales, utilizando técnicas de agrupamiento difuso
y una base de conocimiento multilingiie, y de esta forma, facilitar el andlisis de los textos
en redes sociales. Nuestro acercamiento tiene la capacidad de agrupar los textos a partir de
un conjunto de etiquetas pertenecientes a una taxonomia, las cuales sustituyen a los térmi-
nos originales del texto tras ser procesados sintdcticamente y de pasar por un proceso de
desambiguacion. Al sustituir las palabras por las etiquetas, se reduce en gran medida la di-
mensionalidad del problema, ya que independientemente del niimero de términos diferentes
en los textos, se trabajara con el conjunto de etiquetas mencionado anteriormente, ya que con
ellas se logra representar un gran nimero de los principales dominios del conocimiento. Las
principales ventajas de nuestra propuesta y que lo diferencia de otras, es que permite analizar
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los datos textuales de redes sociales en cualquier intervalo de tiempo, no es necesario conocer
de antemano los temas tratados, y es independiente del idioma.

Para lograr esta tarea, se propone una metodologia basada en el uso del recurso léxico
Multilingual Central Repository 3.0 (MCR 3.0) [1], y de las herramientas Stanford Part-of-
Speech (POS) Tagger [4] y Stanford Named Entity Recognition (NER) [2] combinados con
algoritmos de agrupamiento difuso. El dltimo paso, consiste en el etiquetado de los grupos
obtenidos. Dicha etapa se encargard de seleccionar etiquetas descriptivas para cada grupo. Las
etiquetas de los grupos pertenecen al conjunto de etiquetas definidas en el recurso seméantico
WordNet Domains [3] incluido en la base de conocimiento MCR 3.0. El uso de algoritmos
de Agrupamiento Difuso brinda la posibilidad de conocer en qué medida se aborda cierto
topico en cada documento. Para demostrar la viabilidad de la propuesta, la experimentacion se
realizé con conjuntos de datos reales pertenecen a las redes sociales Twitter y DreamCatchers,
en inglés y espanol respectivamente.

Con la aportacion del presente trabajo, es posible manejar datos textuales integrados con
informacién bien estructurada e independiente del idioma, especialmente en procesos de Mi-
neria de Datos y Data Warehousing, facilitando el desarrollo de herramientas robustas capa-
ces de tratar datos heterogéneos e independientes del idioma. Esto le permitira a los decisores
realizar andlisis con un alto nivel de detalle sobre el contenido de las redes sociales.
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Let D be a database over a relational schema R = {X|,X»,...,X,,}, and let X, Y be two
disjoint, not empty, subsets of R. A functional dependency (FD) X — Y holds in D, iif

Vt,se€D: if t[X]| =s[X]|thent[Y] = s[Y] (1)

FDs still can be useful even when they do not totally hold. Works like [3][7][8], define
approximate dependencies (AD), informally, as FDs with exceptions. In [5][10], ADs are
defined in terms of association rules (AR), allowing the application of usual AR measures
(support, confidence) on ADs. Furthermore, this same approach is followed in [1], together
with the definition for fuzzy association rule (FAR) proposed in [4], to introduce fuzzy ap-
proximate dependencies (FAD). Restrictions imposed by equation 1 are relaxed. Accuracy of
the dependency is measured by support and confidence; plus, a value may belong to a tuple
with a certain membership degree; and finally a similarity, instead of equality, relation be-
tween values is defined. Later, [2] argues that similarity relations are excessively restrictive,
and instead, resemblance relations are applied in FAR mining.

Representations by levels (RL) [9] has been proven as an valid alternative to fuzzy sets,
and an effective approach to mine FARs has been proposed in [6]. Hence, it has sense to
apply this same approach in the discovery of FADs. Let D be a fuzzy database over R. For
each attribute X; € R, a set of linguistic labels {Ef,...E’} is defined. For each tuple 7 € D,
the intersection with X; is a fuzzy set,

71X) = u(E})/E} + ...+ W (E;) /E,

where 1;(E!) € [0, 1] is the membership degree of E! in 7, and so on.

Let Iz = {itx,|X; € R} be the set of items associated with the attributes in R. Let T be a set
of fuzzy transactions, where for each 7, § in D x D, we have ts € T. The membership degree
of an item ify, to the fuzzy transaction s is established by means of a resemblance relation
R;, defined as

1, ifi=5
IA:S‘[Z'IX’.] = Ri(f[Xi],f[Xi]) = ()

max min([,L;(E;),ug(E;)), otherwise
j=1l..n
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Once we have the set of fuzzy transactions 7', mining FADs as FARs by RL is straightfor-
ward. Besides, since this approach ensures that crisp operations and measures can be easily
extended to RLs, while maintaining all the properties of the crisp case, a possible scenario
appears when the user is only interested in crisp ADs, but they can only be found at a given
representation level. Crisp ADs can be mined at every RL, and next, without any loss of
generality, aggregated into a global FAD. In this work, we aim to study additional properties
for FADs by RLs as well as analyze extended application scenarios.

References

[1]

(2]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

F. Berzal, 1. Blanco, D. Sanchez, J.M. Serrano, and M.A. Vila. A definition for fuzzy
approximate dependencies. Fuzzy Sets and Systems, 149(1):105 — 129, 2005. Fuzzy
Sets in Knowledge Discovery.

F. Berzal, J. C. Cubero, D. Sanchez, M. A. Vila, J. Calero, G. Delgado, and J.M. Ser-
rano. A fuzzy data mining application over user knowledge involving fuzzy resemblance
relations. In Proc Alternative Techniques in Data Mining and Knowledge Discovery
Workshop/4th Int Conf on Data Mining (ICDM2004), 2004.

P. Bra and J. Paredaens. Advances in Data Base Theory: Volume 2, chapter Horizontal
Decompositions for Handling Exceptions to Functional Dependencies, pages 123-141.
Springer US, Boston, MA, 1984.

M. Delgado, N. Marin, D. Sanchez, and M.A. Vila. Fuzzy association rules: General
model and applications. IEEE Transactions on Fuzzy Systems, 11(2):214-225, 2003.

M. Delgado, M.J. Martin-Bautista, D. Sdnchez, and M.A. Vila. Mining strong approx-
imate dependencies from relational databases. In Proc. IPMU’2000, volume 2, pages
1123-1130, 2000.

M. Delgado, M.D. Ruiz, D. Sanchez, and J.M. Serrano. A formal model for mining
fuzzy rules using the RL representation theory. Information Sciences, 181(23):5194—
5213, 2011.

J. Kivinen and H. Mannila. Approximate inference of functional dependencies from
relations. Theoretical Computer Science, 149(1):129 — 149, 1995. Fourth International
Conference on Database Theory (ICDT ’92).

B. Pfahringer and S. Kramer. Compression-based evaluation of partial determinations.
In KDD, pages 234-239, 1995.

D. Sanchez, M. Delgado, M.A. Vila, and J. Chamorro-Martinez. On a non-nested level-
based representation of fuzziness. Fuzzy Sets and Systems, 192:159-175, 2012.

D. Séanchez, J.M. Serrano, I. Blanco, and M.J. Martin-Bautista. Using association rules
to mine for strong approximate dependencies. Data Mining & Knowledge Discovery,
16(3):313-348, 2008.

151



XVIII Congreso Espanol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy (ESTYLF 2016)

Sistema Hibrido AHP-Fuzzy Logic, para Toma de Decisiones en Entornos
de Incertidumbre. Aplicacion a FMA

Luis Santacreu Rios', Alejandro Talavera Ortiz', Ricardo Aguasca Colomo?*, Maximo
Mendez Babey’, Blas Galvan Gonzalez', Dagoberto Castellano Nieves?

! Instituto Universitario SIANI-CEANI, Universidad de Las Palmas de Gran Canaria
3500, Las Palmas de Gran Canaria, Las Palmas. Esparia
ricardo.aguascal@ulpgc.es
2 Grupo de Computacién Inteligente,Universidad de La Laguna
38207, San Cristobal de La Laguna, Santa Cruz de Tenerife. Espafia
dcastell@ull.es

Resumen

Las Comunidades Autonomas en Espafia tratan los Fendmenos Meteoroldgicos
Adversos (FMA) segun las especificidades de sus Planes de Proteccion Civil (instrumentos
que utilizan para atender las emergencias) y salvo las que tienen agencia propia para la
prediccion meteoroldgica (Agencia Vasca de Meteorologia), todas trabajan con la
informacidn facilitada por la Agencia Estatal de Meteorologia (AEMET) y con conjuntos
de expertos. Esto hace que todas traten los FMA con bastantes similitudes y que los
problemas que surgen tengan multiples coincidencias.

Introduccion

En general, la toma de decisiones ante un FMA, sigue las siguientes fases:

1. La informacion facilitada por la AEMET ante la deteccién de un FMA, recibida en el 1-
1-2 Canarias, se pone en conocimiento de la Direccion General de Seguridad y
Emergencias de la Comunidad Autonoma (DGSE), como drgano competente en las
declaraciones de prealerta, alerta o alerta maxima.

2. En base al analisis de la informacidn recibida y en aplicacion al Plan Especifico de
Emergencias de la Comunidad por Riesgos de Fendmenos Meteorol6gicos Adversos
(PEFMA), la DGSE realiza la declaracion de prealerta, alerta o alerta maxima. En el
tratamiento de la informacion influye la cantidad recibida, como ha sido transmitida a
través de los diferentes canales y si ha sido influenciada en el proceso, la experiencia previa
de los decisores, el tiempo disponible para tomar la decision, etc.

3. La declaracién es notificada al 1-1-2 que realiza los comunicados a las administraciones,
organismos, servicios operativos y empresas involucradas en la operatividad del PEFMA,
ademas de los avisos a la poblacion en caso necesario. Cuando se recibe informacion
adicional o datos reales, cuando el FMA esté en curso, puede cambiar la declaracion y se
repite el proceso desde la fase 1.

La toma de decisiones ante los FMA se enfrenta a varias problematicas: a) EI proceso
esta influenciado por el conjunto de expertos involucrados en la toma de decisiones, que no
siempre es el mismo, al tratarse de un servicio que funciona las 24 horas al dia, los 365 dias
al afio; b) Se trabaja con imprecision, ambigiedad, datos erréneos o ausencia de estos y
expresiones de los seres humanos. Ademas, en meteorologia se trabaja con conceptos
imprecisos y las predicciones meteoroldgicas se realizan utilizando modelos matemaéticos
que no siempre se cumplen. Por otro lado, la singularidad de la geografia, lo que se conoce
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como efectos locales, no la tienen en cuenta los modelos utilizados pero sin embargo si se
encuentra en el conocimiento de los expertos; ¢) Se maneja mucha informacién y se toman
maltiples decisiones, que afectan a la vida y los bienes de las personas, en un tiempo
limitado. La informacion debe ser tratada en el menor tiempo posible para generar las
prealertas, alertas y alertas méximas, asi los como comunicados y avisos a la poblacion.

Sistema Experto para Tomar Decisiones Basado en Ldgica Difusa y AHP

Las soluciones propuestas a los problemas planteados son:
1. Seleccionar un conjunto de expertos, especialistas en seguridad y emergencias con un
alto grado de conocimiento en el PEFMA y FMA. Para la seleccién se aplica el
“Coeficiente de Competencia Experta” o “Coeficiente K [1].
2. Utilizar el método AHP, propuesto por Saaty [2], para recoger el conocimiento de los
expertos, dando consistencia a los juicios a la vez de soporte matematico AHP se puede
combinar con lenguaje Fuzzy [3] por lo que es ideal para trabajar con la Légica Difusa.
3. Mediante La utilizacion de Logica Difusa, construimos funciones de pertenencia para
poder evaluar las alternativas posibles en cada momento (declaraciones de prealerta, alerta
o alerta maxima). El grado de pertenencia a determinada funcion es lo que el sistema
utilizara para proponer la alternativa idonea.
4. Actualizar la tradicional metodologia AHP Fuzzy [3] para simplificar los calculos con los
conjuntos difusos y desarrollar un sistema hibrido AHP-Fuzzy.
5. Gestionar la gran cantidad de informacion en un corto lapso de tiempo, automatizando
todo el proceso mediante un sistema experto basado en reglas [4], en el que la base de
conocimiento ha sido generada mediante AHP y el motor de inferencia se basa en Ldgica
Difusa [5].

Conclusiones

Mediante la aplicacion del sistema hibrido para la toma de decisiones se ha conseguido
sistematizar, por un lado, la extraccion de conocimiento para la generacion de una base de
reglas coherente, y por otro se ha generalizado un método para la construccion de las
funciones de pertenencia utilizadas por el motor de inferencia difuso con buenos resultados,
contrastados con el histérico de datos proporcionados por CECOES 1-1-2 Canarias.
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1 Introduction

Route Planning Problems constitutes one of the most important operational transport prob-
lems in many industrial environments. In this context, the present work is focused on the
resolution of special cases of vehicle routing problems. A set of potential customers is con-
sidered and a fleet of vehicle is used to visit a subset of customers, there is no constraint to
visit all customers. These problems are named The Orienteering Problems (OP) [5] and are
inspired in outdoor competitive games. In these games, you have to carry out routes through
a number of locations where certain scores are obtained and the winner is whoever gets the
highest score. The main objective is to determine a path that consists of a subset of nodes
and design a route with selected nodes so that the total collected score is maximized, and not
exceeding the predefined maximum travel time. In particular, this paper focuses in The Team
Orienteering Problem (TOP) that was first introduced by Chao et al. [2]. The Team Orien-
teering Problem (TOP) is a variant of the Orienteering Problem (OP) that only considers one
route whereas TOP provides the ability to plan a certain number of simultaneous tours.

2 Fuzzy TOP

In many routing planning problems of the real world the available information about the
problem is often imprecise, vague or uncertain. For instance, travel times depend on the sur-
rounding conditions and the situation of traffic, roads or weather. The available information
on these conditions is often sparse and imprecise, and not easily accessible. In addition, de-
cision makers take decisions with some subjectivity and a certain degree of flexibility. Thus
it has been thought necessary to propose models and methodologies that support new ap-
plications in the route planning, incorporating imprecision and flexibility. Soft Computing
includes an appropriate family of models and methods to deal with this characteristics. This
work considers a version of TOP where the travel times are considered fuzzy. To solve this
TOP variant we propose a methodological approach that uses metaheuristics in a fuzzy ap-
proach for optimization problems. In this paper we use the ideas introduced by Bellman and
Zadeh (1970) [1] for fuzzy optimization problems and the methods developed by Verdegay
and others [7].

This work has been partially funded by the Spanish Ministry of Economy and Competitiveness (project
TIN2015-70226-R). Airam Exp6sito-Marquez would like to thank the Canary Government for the financial
support they receive through their post-graduate grants.
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3 Solution Approach

This approach provide Fuzzy Linear Programming (FLP) formulations of the problems with
a number of methods for solving them, in a direct and easy way, obtaining solutions that
are coherent with their fuzzy nature. We formulated the TOP as a linear programming prob-
lem with fuzzy inequalities in some constraints. Different FLP models can be considered
according to the elements that contain imprecise information that are used as a basis for
the classification proposed in [6]. In this context, heuristics and metaheuristics constitute a
good referent for efficiently providing good solutions and strategies that are integrated with
other Soft-Computing tools to facilitate approximate solutions to more complex real world
problems. This paper proposes a solution algorithm based on Greedy Randomized Adaptive
Search Procedures (GRASP) [3]. GRASP is a relevant metaheuristics that have shown ap-
propriated for solving real and large instances of routing problems. This multistart two-phase
metaheuristic for combinatorial optimization problems basically consists of a construction
phase and a local search improvement phase. A feasible solution is obtained in the construc-
tion phase. The solution construction mechanism builds a solution step-by-step by adding a
random new element from a candidate list to the current partial solution under construction
without destroying feasibility. Subsequently the neighborhood of the solution is explored un-
til a local minimum is found in the local search phase. GRASP has been successfully applied
to a wide variety of combinatorial optimization problems including route planning [4].
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Resumen

Las organizaciones logran ventajas competitivas identificando de forma precisa los
escenarios a los que se enfrentan. Identificando los posibles futuros se facilita la
anticipacion para afrontar los cambios en el entorno y su seguimiento. Las organizaciones
se apoyan en los sistemas que realizan analisis prospectivos. En este trabajo se presenta la
aplicacion de la metodologia FLMICMAC a una problematica en el dominio del turismo.
La metodologia FLMICMAC mejora la informacidon en los procesos de toma de decisiones
estratégicas, al identificar areas de actuacion prioritarias, ante posibles escenarios de
moratorias turisticas.

Una moratoria es una regulacion gubernamental que limita, de forma temporal, la
expansion de la capacidad productiva de un sector. En el sector turistico, las moratorias han
sido utilizadas para favorecer el rejuvenecimiento de destinos maduros. Las moratorias
pueden tener efectos contraproducentes, lo cual depende en gran medida de si el
instrumento que se utiliza se ajusta a los problemas a solucionar [1]. El impacto y la
complejidad del problema de la moratoria turistica y su dependencia sobre la
sostenibilidad conducen a la necesidad de estudiar y evaluar futuros hipotéticos. Una
de las metodologias mas utilizadas para el andlisis prospectivo es el método de escenarios
[2]. Estos escenarios suelen elaborarse en base a informacion de diferentes expertos que se
obtiene a través de encuestas, paneles, etc. Debido al caracter impreciso de mucha de esta
informacion asi como a la incertidumbre inherente en los estudios prospectivos, las técnicas
utilizadas en el método de escenarios presentan en muchas ocasiones ciertas carencias a la
hora de modelar. En este sentido, el uso de técnicas de Soft Computing es de gran interés.
La Soft Computing puede verse como una familia de métodos que permiten el manejo de la
imprecisién y la incertidumbre. En este trabajo nos hemos centrado en el método de
escenarios propuesto por Godet [2], y las mejoras introducidas al analisis estructural por la
metodologia FLMICMAC [3][4].

El impacto de las moratorias sobre los alojamientos turisticos no ha sido suficientemente
estudiado [1]. Los métodos de analisis de escenarios pueden contribuir a la evaluacién y
contraste de propuestas y sus dependencias con la situacion actual. En la metodologia
FLMICMAC se propone el uso de variables linglisticas en el modelado de las
interrelaciones de los sistemas [3]. Esto permite a los expertos valorar el grado de las

Este trabajo esta soportado por los proyectos TIN2014-53749-C2-2-R2 y TIN2014-55024-P del Ministerio de
Economia y Competitividad, y el proyecto P11-TIC-8001 de la Junta de Andalucia (en todos los casos
incluyendo fondos FEDER de la Union Europea).
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interrelaciones con valoraciones linglisticas, en lugar de valoraciones numéricas exactas
[2]. Ademés de esto, proporciona unos resultados con informacion cercana y facil de
interpretar. De esta manera se consigue obtener modelos més robustos y reales que proveen
una mejor caracterizacion de los escenarios y por tanto de los futuros posibles.

Aplicando la metodologia FLMICMAC en el dominio de las moratorias turisticas en
Canarias: 1) Se determind el conjunto de etiquetas linguisticas definidas mediante nGmeros
difusos triangulares. Este conjunto de etiquetas linguisticas permiten establecer el grado de
influencia y dependencia entre las variables; 2) Se emple6 un operador de agregacion, para
establecer la etiqueta linguistica, que corresponde a cada variable perteneciente al modelo
definido. En el caso de las relaciones directas, se emplea el operador suma, y en el caso de
las relaciones indirectas el operador potencia; 3) Obtencion del ranking de las variables, en
las relaciones directas e indirectas, de una manera analoga a la propuesta por Godet [2].
Esto es posible ordenando los resultados con el empleo de los operadores de agregacion, lo
que permite que los expertos puedan evaluar la influencia entre las variables del sistema en
términos linguisticos (alto, medio-alto, ..., etc). El procedimiento facilita el consenso entre
las distintas opiniones de los expertos en el &mbito de las moratorias turisticas. Esta
informacion, junto con las etiquetas linglisticas asociadas a cada variable, permite analizar
los resultados de forma absoluta y relativa en el dominio [5].

Como conclusiones se tienen que la metodologia FLMICMAC es aplicada al analisis
estructural (método de los escenarios) en las moratorias turisticas en las Islas Canarias. El
uso de la légica difusa y las variables linglisticas, permite un mejor modelado de las
opiniones de los expertos; asi como proporciona una solucion mas sélida, fiable e
interpretable. Lo cual ademas, facilita el proceso de decisién y la creacion de modelos
cualitativos.
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Location theory seeks to determine the best possible sites out of a finite set of eligible
candidates to set up a given number of new facilities (e.g., hospitals, factories, fire stations,
schools, delivery centres, etc.). In this context, determining the suitability of a given site to set
up a new facility is usually seen as a problematic aspect due to the fact that, in most of cases, it
is subject to multiple conflicting goals [4]. These are associated with the individual interests
of the stakeholders found in the application context under analysis (e.g., business leaders,
politicians, potential customers, financial investors, etc.). On the basis of the existence of
many conflicting objectives, the practical models in this field are intrinsically tackled as opti-
mization problems, where some known objective function must be minimized or maximized
while satisfying some constraints derived from the context and which represent conditions
imposed on the underlying variables. Some highlighted examples of location problems can
be found in [3].

The criteria associated with the optimization problems included into the field of location
theory are usually subject to some degree of vagueness and uncertainty in practice. The way
through which the decision makers express their preferences can be considered as the main
reason behind this fact. Particularly, in most of the cases, a given decision maker provides
his expert knowledge concerning some spatial problem by means of imprecise terms, such as
near, not too high, or maybe [1]. Additionally, the potential sites to set up a given facility
do not usually verify a given constraint strictly in real-life contexts of location decisions.
Traditionally, the optimization problems have been addressed by using Boolean logic so far.
However, fuzzy logic [5] arises as a more useful alternative because it is closer to human
reasoning and it is more convenient when addressing non-linearities and uncertainties.

In the present work, an illustrative fuzzy multi-objective optimization problem belonging
to the field of location theory is proposed. Specifically, its optimization objective is to set up a
pre-specified number of new logistic facilities on the island of Tenerife (Spain). However, all
the locations are not feasible to set up a logistic facility. Instead, these locations are subject to
several imprecise criteria. These criteria concern transportation, economic, and sustainability
aspects of the application context at hand.

The main goal of this work is to assess the applicability of different fuzzy membership
functions to satisfy the imprecise criteria proposed by the multi-objective optimization prob-
lem. The problem is here studied in a practical environment by using open georeferenced

This work has been partially funded by the Spanish Ministry of Economy and Competitiveness (project
TIN2012-32608). Christopher Expésito-Izquierdo and Airam Expdsito-Marquez would like to thank the Canary
Government for the financial support they receive through their post-graduate grants
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data extracted from the OpenStreetMap project*and handled by a Geographic Information
System (GIS). The relevance of GISs in optimization problems belonging to the field of lo-
cation theory arises from the fact that this information technology aids to facilitate problem
understanding and decision-making process. Due to the fact that the criteria imposed by the
problem are imprecise in practice, the set of points on the map is here handle as fuzzy. The
fuzzy sets are used in multi-objective optimization problems with the aim of standardizing
the existing criteria. This is done by assigning to each point provided by the GIS a degree
of membership for each criterion. A fuzzy set is denoted as (L, Uj), where L is the set of
points provided by the GIS from a fuzzy perspective and iy is a function with the form
pr o L —[0..1]. p; (i) quantifies the strength of membership of the point i € L in the fuzzy
set L. Here, a value pi7(-) = 1 represents a full membership in the set, y; (-) = 0 indicates
not membership to the set, whereas intermediate values (i.e., 0 < yj (-) < 1) represent partial
membership to the set.

The degrees of membership associated with the available points in the GIS are combined
appropriately to report feasible solutions for the multi-objective optimization problem under
analysis. For the shake of simplicity, the points under the different fuzzy membership func-
tions are in this work combined by using the weighted linear combination [2]. In this regard,
the different criteria are weighted to represent their individual importance in the problem.
The values of the weights are appropriately set by the decision maker on the basis of his
preferences.
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Hoy dia existe una creciente preocupacion por lograr que los productos de software cumplan
con ciertos criterios de calidad. Para ello, se avanza en la definicién e implementacién de
estdndares que fijan los atributos deseables del software de calidad, a la vez que se desarro-
llan modelos y metodologias para la evaluacion de la calidad. La informacién almacenada
durante este proceso es heterogénea, ambigua, imprecisa, y de diferentes fuentes. Todo lo
anterior dificulta el proceso de agregacion para obtener un indice de calidad. Para ello se han
propuestos varios métodos de decision multi-criterios basados en Soft Computing, tales co-
mo: Fuzzy TOPSIS [4], Fuzzy AHP[2]. Hay propuestas basadas en Fuzzy ANP[3] para tratar
la interdependencia entre criterios; pero su aplicacion practica es engorrosa, dificil y poco
intuitiva.

Todo esto nos lleva a presentar en este trabajo un nuevo método que intenta solventar
algunas de estas insuficiencias y que ademds permite la agregacion parcial y total de los
criterios. Esta propuesta tiene una estructura jerarquica de cuatro niveles: en el nivel O se
determina un indice de calidad, en el nivel 1 se evalian las caracteristicas, en el nivel 2 las
sub caracteristicas y en el nivel 3 las medidas. En cada nivel se tiene en cuenta la interrelacién
entre los miembros.

El método consta de 5 pasos:

1. Obtencion del modelo de calidad, las medidas y los criterios esenciales: A partir de los
requisitos de evaluacion se determina el modelo de calidad y las medidas a usar. Se
analizan los criterios esenciales, que son los atributos que el producto debe satisfacer
y cuya ausencia debe ser penalizada de manera que todo el sub-arbol se evalua a cero.
Para cada criterio se fija un valor de umbral (). Si el valor de la medida es menor o
igual del umbral entonces se penaliza el producto con valor O para ese sub-drbol.

2. Determinacion del peso de los criterios y la interrelacion: Se utiliza la comparacién
a pares como propone AHP sin tener en cuenta las interdependencias, y se deriva el
vector peso por el método de eigenvector(W'). Luego se determina la relacién que
hay entre hermanos en cada nivel con el uso de los Mapas Cognitivos Difusos[5] y
se obtiene la matriz de dependencia entre los indicadores de nivel 1 (MDI! de orden
In x In).

Este trabajo estd soportado por los proyectos TIN2014-55024-P del Ministerio de Economia y Competi-
tividad, y P11-TIC-8001 de la Junta de Andalucia (en todos los casos incluyendo fondos FEDER de la Unién
Europea).
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3. Evaluacioén de los productos de software: Se realizan los testing para los m softwares a
evaluar, se obtiene el valor de cada una de las /n medidas seleccionadas y se conforma
la matriz de decisién Md' de orden m x In.

4. Agregacion de la informacion: Primero se calcula la matriz de influencia de anteceden-

tes (B! = Md' x MDI). A continuacién, la matriz ponderada (DY,

D'=(dj)e R dij=wix ((j+bi))/ (i<xi,,->+i<bi,j>)) (M

mxlIn i—

Luego, se obtiene la matriz de decision del nivel 1-1( Mdl_l),

1-1 -1 -1
Md™ = ('xl'7j ) (xi,j )= ) (dij) 2
Por dltimo, se penalizan los productos teniendo en cuenta los criterios esenciales, y
usando el método del vector de exclusion descrito en [1]. Se repite el paso 4 desde el
nivel / — 1 hasta el nivel 0, donde se obtiene el indice de calidad (IQ€ [0, 1]) para cada
alternativa.

5. Obtencién de la Recomendacion: El indice de calidad es ordenado de mayor a menor

por lo que se obtiene una lista ordenada de productos de software .

Para validar la propuesta se tomaron 12 productos reales evaluados bajo un modelo de

calidad basado en la ISO 25010. Se calcul6 el indice global de calidad usando otros métodos
multi-criterios y nuestra propuesta. Se compararon los resultados y se constato la viabilidad
del método propuesto.
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El interés de nuestro trabajo se centra en el analisis de series temporales de indices
bursétiles (Figura 1), de las que se pretende realizar predicciones de su comportamiento
futuro. Este problema ha sido habitualmente analizado mediante la aplicacion de la
metodologia de series temporales fuzzy, introducida por Song y Chissom (1993), y el
procedimiento de resolucion establecido por Chen (1996).

to IBEX35

2011 2012 2013 2014 2015

aaaaa

Figura 1: Valores de cotizacion del indice IBEX35

Siguiendo la estrategia que caracteriza el analisis de series temporales desde un
enfoque fuzzy, nuestra propuesta puede considerarse un método ponderado de series
temporales fuzzy para la prediccion del valor futuro de un indice bursatil de referencia (Yu
2005, Cheng et al 2008). Para mejorar la precision y robustez de la prediccion hemos
introducimos algunas modificaciones, que afectan tanto al esquema de relaciones de las
variables linguisticas de los modelos clasicos de series temporales fuzzy como a las
estrategias de ponderacidn, que estarian basadas en el analisis de patrones.

Hemos desarrollado un procedimiento de prediccién que en lineas generales sigue el
esquema basico descrito por Chen (1996), aunque presenta variaciones en diferentes etapas
del procedimiento: en la particion del universo (Etapa 1), en la definicion de los conjuntos
fuzzy (Etapa 2), y en la construccion del operador de ponderacion (Etapa 4).

Las modificaciones introducidas para la composicion y asignacion de los pesos obvian

el uso de las relaciones fuzzy de grupo, y afectan al proceso de prediccion fuzzy,
proporcionando como prediccion del comportamiento futuro del indice de referencia, un
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numero fuzzy trapezoidal (Liu 2007). La obtencion de dicho ndmero trapezoidal fuzzy
permite calcular el valor y la ambigiiedad del comportamiento futuro del indice, asi como
algunos momentos posibilisticos a partir del concepto de intervalo de medias (Dubois y
Prade 1987).

Para componer nuestro operador de ponderacion definimos los 'saltos’, una
caracteristica intrinseca de la serie temporal fuzzy que intenta captar la tendencia de la
serie, al tiempo que persigue ligar la ponderacion de las relaciones fuzzy a toda la serie, en
lugar de a las relaciones fuzzy de grupo. Los saltos son la manifestacion de los
movimientos que infiere la l6gica fuzzy implicita en las relaciones fuzzy entre los conjuntos
fuzzy definidos. Nuestro operador esta basado en la secuencia de 'saltos' asociados a las
relaciones logicas fuzzy. A partir del analisis de dichas secuencias, se buscan patrones
mediante la identificacion de recurrencias en las secuencias de saltos, y finalmente se
compone el operador.

Comparamos las predicciones obtenidas con nuestra propuesta con las proporcionadas
por otros metodos de series temporales fuzzy que usan esquemas ponderados para la
prediccion puntual (Yu 2005, Cheng et al 2008), y con métodos que utilizan estrategias
alternativas (Singh y Borah 2013, Wang et al 2014, Lu et al 2015). Utilizamos como serie
de datos historica el valor del indice IBEX35, entre los afios 2011-2014 (Figura 1).
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Cooperative games [1] study situations of cooperation among a finite set of agents. A co-
operative game is a pair (N,v) where N is the finite set of agents and v : 2¥ — R is the
characteristic function with v(@) = 0, which establishes a worth for each coalition of players
(subset of NV). The worth for each coalition can be seen as profits, costs, debts... A payoff
vector for a cooperative game (N, v) is a vector x € RY such that each component x; is inter-
preted as the payoff obtained by player i at the end of the game for his cooperation in N. A
value for cooperative games assigns to each game a payoff vector. A well known value is the
Banzhaf value [2] b defined for any game (N, v) and player i € N as (if n = |N|)

BN =5 ¥ BSULDH S

SCN\{i}

An axiomatization of a value is a family of conditions which can be reasonable and determine
our value. Axiomatizations allow us to choose the appropriate value for our situation. There
are several axiomatizations of the Banzhaf value ([3],[4],..).

Owen [5] introduced situations for cooperative games with an additional information: a
priori unions among the players defined by their relationships. A game with a priori unions
is a triple (N,v,P) where (N,v) is a cooperative game and P is a partition of N determin-
ing the groupings by interest of the players which must be present in the bargaining of the
payoffs of the players in a cooperation situation among all of them. Two different versions
of the Banzhaf value modified with the information of the a priori unions were proposed:
the Banzhaf-Owen value [5] and the symmetric coalitional Banzhaf value [6], both of them
extending the classical Banzhaf value. These new values are obtained in two levels, bargain-
ing among the unions and later bargaining into each union. Later Casajus [7] considered a
more general model where in each union is also known a graph representing how the union is
formed, namely the connections among the agents which determined the group. So, a game
with a cooperation structure is a triple (N,v,L) where (N,v) is a game and (N, L) is a graph.
The connected components of the graph are the unions of agents. Fernidndez et al. [8] extend
the models of Owen and Casajus using proximity relations [9]. A game with a proximity rela-
tion is a triple (N, v, p) where (N,v) is a game and p is a proximity relation over N. If i, j € N
then p(i, j) is interpreted as the level of the relation between these players, the closeness of
their ideas for instance.

Acknowledgements must be included in a footnote.
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In this paper we extend the Banzhaf value to games with a proximity relation among the
agents. First, following the Casajus model [7], we introduce two different versions for games
with a cooperation structure in the same way as a priori unions: the graph Banzhaf-Owen
value 1 and the Banzhaf-Myerson value &. Each of them defines for a given cooperative
game and a player i € N a set function, o;(N,v), B;(N,v). Second we use the Choquet integral
[10] as an aggregation function to introduce the following values, the prox-Banzhaf value A
and the prox-symmetric Banzhaf value B as

Ai(N,v,p) = /pda,-(zv, V),

Bi(N7V7p) = /pdﬁi(N7V)7

for all (N,v,p) game with a proximity relation among the players and i € N. Finally we
provide both of the values with an axiomatization using logical properties in the fuzzy context
of the situations.
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El concepto de “Responsabilidad Social Corporativa” (RSC) puede definirse como el
compromiso de las empresas para contribuir a un desarrollo econémico sostenible, con una
mejora de la calidad de vida de los trabajadores, de la comunidad local y de la sociedad en
general. La inversion Socialmente Responsable (SR) busca empresas con buen desempefio
en RSC. El objetivo de este trabajo es disefiar un modelo de seleccidon de carteras que
considere tanto los objetivos financieros como de sostenibilidad [1,2]. La “Global
Reporting Initiative” (GRI) sirve de marco para informar sobre el desempefio econémico,
ambiental y social de las organizaciones. En este trabajo elaboramos un sistema jerarquico
de las categorias disefiadas en la GRI, a partir del cual se obtienen las puntuaciones de las
empresas respecto a su cumplimiento en RSC. Hemos aplicado nuestra propuesta a ocho
grandes empresas del IBEX-35. La informacion financiera ha sido obtenida de la agencia
financiera Morningstar Ltd. y la relativa a la RSC de las empresas a partir del analisis de
sus memorias de sostenibilidad [4].

Metodologia.

Nuestro modelo trata de adaptarse a las preferencias particulares de un inversor SR con
dos etapas en el proceso de construir la cartera adaptada tanto al perfil financiero como al
de RS [2]. En la primera etapa, se obtiene una cartera convencional, en la que sélo se
consideran los objetivos financieros. Para ello utilizamos la teoria de decision bajo
incertidumbre (Prospect Theory) de Kahneman-Tversky [3] con el beneficio neto como
objetivo financiero. Un elemento clave de esta teoria es la funcion de valor en forma de S:
céncava (aversion al riesgo) en el dominio de las ganancias y convexa (gusto por riesgo) en
el dominio de las pérdidas, ambas medidos con relacion a un punto de referencia.

Hemos usado la siguiente funcion de valor:

f(x)7, f(x)>0
u(f(x)) = con O<a<l y A>1.
{—ﬂ(—f(x))“, f(x)<0

Determinar los valores de los parametros o (aversion al riesgo) y A (aversion a las
pérdidas) que se ajusten al perfil del inversor es muy dificil. Por ello optamos por utilizar
etiquetas  linglisticas del tipo, “poco/moderado/muy adverso al riesgo” vy
“poco/moderado/muy adverso a las pérdidas”, modeladas por subconjuntos difusos.

Para obtener la cartera convencional, que nos servira de referencia, se fija el perfil del
inversor mediante una pareja de etiquetas linglisticas para la aversion al riesgo (o) y a las
pérdidas ( A). A partir de esta informacion asignamos valores discretos a o, y a A obteniendo
las correspondientes carteras de maximo equivalente cierto sobre la frontera eficiente
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asociada al valor final esperado (VFE) y al valor en riesgo condicionado (CVaR) [5]. De
esta manera obtenemos un conjunto de carteras, cada una con un grado de pertenencia a las
etiquetas linguisticas. A continuacion, utilizando los valores objetivo (VFE,CVaR) de cada
una de ellas y su correspondiente grado de pertenencia, determinamos el centro de gravedad
del conjunto de carteras convencionales. Elegimos como referencia aquella cartera que esté
mas proxima al centro de gravedad.

En la segunda etapa planteamos un modelo multiobjetivo que resolvemos usando la
metodologia de Programacién por Metas Extendida [6]. Los valores financieros
(VFE*,CVaR*) de la cartera de referencia elegida en la anterior etapa son los niveles de
aspiraciéon de las dos primeras metas. La tercera meta estd relacionada con la
responsabilidad social (SR) de la cartera y su nivel de aspiracion lo determina el inversor:

min Ale, p,+@, N, +w, n;]+(1-1)D
s.a

M-

Il
LN

N
e§+(1—a)‘127rjzj +n —p, =CVaR*, z. >

J

(-Px)+Co—&, 2,20

N N
D E[RIx +n, - p, =VFE*, D SRIPIX; +n, — py = SR*,
i=1

i=1

b=

P:x =C,, op,<D, @,n, <D, o,n, <D, xeX, n,p 20,r=123

1 r?

i=1

Conclusiones

La metodologia propuesta permite obtener una cartera que satisface las preocupaciones
financieras y de sostenibilidad de los inversores. EI modelado mediante la teoria de los
subconjuntos difusos permite un tratamiento flexible de los pardmetros que definen la
utilidad (o valor) financiera del inversor con un comportamiento que sigue la Teoria de
Kahneman-Tversky. Con nuestra propuesta el inversor conoce el posible sacrificio
financiero que conlleva su deseo de invertir en empresas comprometidas con la
responsabilidad social.
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1. Introduccién

En este trabajo hemos abordado el problema de la evaluacién del desempefio social de los
fondos de inversion de renta variable. Como son activos financieros que cambian muy a
menudo su composicién (en términos de empresas en las que invierten), la evaluacion del
grado de responsabilidad social de este tipo de producto financiero resulta complicada. La
naturaleza cualitativa, imprecisa e incierta de los criterios de inversion social, dificulta la
valoracion del comportamiento de los fondos, puesto que depende de las percepciones
subjetivas de un experto o un grupo de expertos. Ante esta perspectiva, nos enfrentamos a
un problema multicriterio en el que buscamos la solucion teniendo en cuenta la importancia
y credibilidad de la informacion proporcionada por agencias y expertos.

En un intento de superar este problema, hemos evaluado la responsabilidad social de
un conjunto de fondos de inversion de renta variable mediante nimeros difusos triangulares
que incluyen el conocimiento y la experiencia de una experta en Inversion Socialmente
Responsable (ISR) y de un analista. Estas evaluaciones difusas han sido luego integradas en
un método de ordenacion basado en TOPSIS [1, 2] que da lugar a diferentes ordenaciones
de los fondos de inversion en funcién de la confianza del experto en las evaluaciones de los
fondos. Aunque existen trabajos en los que se realiza una propuesta de evaluacion del grado
de responsabilidad social de activos financieros (por ejemplo en [3] se utiliza el método
AHP o en [4] el método TOPSIS), presentamos un enfoque que resulta novedoso tanto en la
construccién de los numeros difusos como en su incorporacién del método TOPSIS.

2. Medicion del grado de responsabilidad social impreciso de un fondo de inversion
Consideramos m fondos de inversion en renta variable F;j, i=1, ...m y n criterios de
responsabilidad social C;, j=1, ..., n. El comportamiento de cada fondo ha sido analizado
por una experta en ISR que valor6 el comportamiento de cada fondo en cada criterio social
mediante un numero real comprendido entre 0 y 1.

Dado que en la practica un mismo activo financiero puede obtener distintas
puntuaciones en funcion de la agencia de rating social consultada, le pedimos a la experta
que el valor que nos proporcionase fuera el que en su opinidn tuviera mayor posibilidad de
ocurrencia. A partir de la puntuacién de mayor posibilidad de ocurrencia, un analista

Este trabajo esta cofinanciado por los proyectos TIN2014-55024-P, del Ministerio de Economia y Compe-
titividad, y por el P11-TI1C-8001 de la Junta de Andalucia (incluyendo ambos fondos regionales FEDER).
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financiero contruyd numeros difusos triangulares para cada fondo y cada criterio de la
siguiente forma:

Ty =(aj.a;.af), donde aj =a; —Kk"by, i
donde a;; es el valor con mayor posibilidad de ocurrencia, proporcionado por la experta v,
k', k¥ son respectivamente, las tolerancias a la izquierda y a la derecha asignados por el
analista junto con la experta, a partir de datos de la serie historica de F;.

Por propia construccion, el valor de la funcion de pertenencia de T, prij(X), representa
el grado de verdad que se concede a la afirmacion: “El fondo i obtiene una valoracion x
con respecto al criterio social j”.

aﬁ —a; + kRijb

3. Meédodo de ordenacion basado en TOPSIS
El método propuesto para la ordenacion de los fondos valorados mediante nimeros difusos
se basa en TOPSIS [3] y en el calculo de los alfa-cortes de los nimeros Tij;.

sTeP 1. Fijar un grado de confianza alfa.

STEP 2. Determinar la matriz de decision (formada por intervalos) para alfa

sTeP 3. Construir la matriz ponderada.

STEP 4. Establecer el fondo deseado y el no deseado (ideal positivo, negativo).

sTEP 5. Calcular las medidas de separacion.

sTeP 6. Calcular la proximidad relativa al fondo deseado (ideal).

STEP 7. Ordenar las alternativas.

Hemos aplicado nuestro método a 25 fondos del US SIF, US Social Investment Forum,
(nttp://www.ussif.org) Y al inversor, se le proporciona una tabla que contiene las
ordenaciones para diferentes grados de confianza. Con los ejemplos analizados, hemos
comprobado que las primeras y Ultimas posiciones se mantienen estables para los diferentes
niveles, sin embargo las posiciones intermedias varian.

4. Conclusiones

El modelo propuesto proporciona un método para ordenar los fondos de inversion de
acuerdo con los criterios de responsabilidad social. Ademas de ser facil de usar y de contar
con gran flexibilidad, es capaz de establecer un ranking, con el que hasta la fecha no
cuentan los inversores. Sin duda, esto puede facilitar una seleccion adecuada de fondos
socialmente responsables sin que la responsabilidad recaiga exclusivamente en la
informacidn proporcionada por las agencias de rating social.
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La VANETS son redes ad-hoc en las que los nodos que intercambian informacién son
vehiculos. Este tipo de redes han despertado el interés tanto de la comunidad cientifica co-
mo de la industria automovilistica o de instituciones gubernamentales por el gran nimero de
aplicaciones innovadoras que podrian hacer posible [4]. Algunas de las dreas de aplicacion
mas importantes son la seguridad (avisos de frenada de emergencia, de colision en intersec-
cién, de cambio de carril, etc.); la gestion de trifico (semaforos virtuales, zonas de acceso
limitado, pago electrénico de peaje, etc.); la asistencia al conductor (diagndstico remoto de
averias, consejos de conduccion eficiente, etc.); o el ocio y entretenimiento (descarga de con-
tenidos multimedia, puntos de interés cercanos, etc). Las comunicaciones que tienen lugar
dentro de las VANETSs pueden clasificarse en Infraestructura-a-Vehiculo (I2V), Vehiculo-a-
Infraestructura (V2I) y Vehiculo-a-Vehiculo (V2V). Por otra parte, muchos de estos servicios
requieren de un servidor central que canaliza toda la informacidn, lo que genera una necesi-
dad de recoleccion y diseminacion de datos desde y hacia los vehiculos [1], respectivamente.

En este trabajo nos centramos en la diseminacion de informacién desde un servidor cen-
tral hacia los vehiculos. Esta tarea presenta importantes retos [1] en un entorno vehicular,
especialmente cuando se hace a gran escala, por diferentes razones como: la diversidad de la
topologia de la red, la alta velocidad de los vehiculos, la desigual densidad de los mismos, la
falta de infraestructura en las carreteras, o las tecnologias de comunicacién disponibles y su
diferente grado de penetracion. Uno de los enfoques que se han propuesto para abordar este
problema es el uso de infraestructuras virtuales (IVs) [1]. Las IVs son nodos estaticos (RSUs)
o dindmicos (Vehiculos), que recibirian la informacién del servidor central y la difundirian a
los vehiculos cercanos mediante comunicaciones 12V o V2V, respectivamente.

La correcta seleccion de los vehiculos que actdan como IVs juega un papel importante en
este tipo enfoques ya que puede evitar la necesidad de infraestructuras fijas (RSUs), reducir
la sobrecarga de la red, o influir en la calidad de la comunicacién. Esta seleccion depende del
servicio concreto que se quiera implementar y de los requisitos fijados por el estdndar: tipo
de mensaje a enviar, tiempo de respuesta, prioridad, drea a cubrir, tecnologias de comunica-
cion disponibles o grado de alcance del mensaje. En muchos de los servicios mencionados
anteriormente, la seleccion de la IV tiene como objetivo determinar el nimero minimo de
vehiculos que permiten diseminar la informacion a un porcentaje prefijado de los vehiculos

Este proyecto ha sido financiado por los proyectos de investigacion TEC2013-45585-C2-2-R y TIN2014-
56042-JIN del Ministerio Espafiol de Economia y Competitividad, y PC2013-71A del Gobierno Vasco.
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que se encuentran en una determinada drea geografica, cumpliendo con los requerimientos
del estandar.

El proceso de seleccion que acabamos de describir se puede modelar como un Problema
de Cobertura de Conjuntos (PCC)[2]. Dado un conjunto de nodos de demanda, y un conjunto
de posibles ubicaciones para instalaciones, el objetivo del PCC consiste en determinar el
nimero minimo de instalaciones necesarias para cubrir toda la demanda, y su ubicacién. En
el caso que aqui nos concierne, los nodos de demanda se corresponderian con los vehiculos
a los que se les quiere enviar la informacion, y las instalaciones con aquellos vehiculos que
cuentan con comunicaciones 12V, y por tanto pueden actuar como IV.

Sin embargo, la aplicacion de los modelos clédsicos de PCC puede no ser adecuado, ya que
suponen todos los datos del problema como perfectamente conocidos. Como ocurre en otras
muchas situaciones practicas, la informacién disponible en estos escenarios suele presentar
incertidumbre, imprecision o ambigiiedad. Para abordar dicho problema proponemos el uso
de modelos de localizacion de cobertura de conjuntos con restricciones difusas [3]. De esta
manera, queremos diseflar modelos que permitan establecer una IV con cierta tolerancia en
el cumplimiento de requerimientos, como el porcentaje de vehiculos a los que debe llegar
el mensaje, el nimero maximo de vehiculos asociados a un nodo IV y la potencia maxima
de la sefial de comunicacion. Para resolver el modelo planteado hemos usado el enfoque
paramétrico propuesto por Verdegay en [5]. Este enfoque lleva a la resolucion de un problema
auxiliar de programacion lineal paramétrico para el que se aplico un Algoritmo Genético.

Los resultados obtenidos muestran que el modelo propuesto ofrece un marco tedrico para
el disefio de IVs en VANETS en las que existe imprecision o vaguedad en los requisitos que ha
de cumplir la diseminacién de informacién, y que puede ser aplicado para la implementacién
de diferentes servicios que requieren distintos niveles de tolerancia en el cumplimiento de las
restricciones.
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En este trabajo presentamos una optimizacion del tnico Sistema de Clasificacion Basado en
Reglas Difusas que es capaz de afrontar problemas Big Data hasta la fecha, esto es, Chi-
FRBCS-BigDataCS [1]. Este método se basa en el algoritmo original de Chi et al. [2] y
consiste en el aprendizaje concurrente de varios clasificadores Chi cuyas bases de reglas
se agregan al final. La paralelizacion del método se lleva a cabo con el popular framework
Apache Hadoop.
En esta propuesta presentamos varias optimizaciones del algoritmo Chi-FRBCS-BigDataCS

que agilizan el proceso de aprendizaje del mismo sin alterar el modelo obtenido (y por tanto
la precision de la clasificacion). Las modificaciones llevadas a cabo son las siguientes:

e Aprovechando los pares clave-valor. Proponemos emplear las fases de sorting y mer-
ging de MapReduce para resolver los duplicados y los conflictos de las bases de reglas
y evitar la busqueda exhaustiva que sea realiza en el método original. Esto es posible
gracias a que en nuestra aproximacion cada mapper envia al reducer las reglas por
separado (un par clave-valor para cada regla).

e Permitiendo la ejecucion de miiltiples reducers. Chi-FRBCS-BigDataCS no permite la
ejecucion de mds de un reducer, lo que puede suponer un cuello de botella. El flujo
de datos presentado en la anterior optimizacidén nos permite la ejecucion de multiples
reducers, aumentando el grado de paralelizacion tanto como se desee.

e Pre-cdlculo de los grados de pertenencia mediante Look-Up-Tables. Proponemos afia-
dir una fase de pre-cdlculo mediante Look-Up-Tables para asegurar que el grado de
pertenencia de un ejemplo a una determinada etiqueta linguiiistica se calcula una sola
vez durante el cdlculo de los pesos de las reglas llevado a cabo en los mapper.

Los 6 conjuntos de datos empleados para evaluar la mejora obtenida por nuestra pro-
puesta se han obtenido del repositorio UCI [3]. Sin embargo, con el objetivo de obtener mas
conjuntos de datos y de trabajar con el mismo marco experimental que en [1], hemos se-
leccionado 15 problemas de clasificacion binarios diferentes convirtiendo los conjuntos de
datos originales multi-clase en multiples problemas binarios One-vs-Rest. Para ello, en cada

Este trabajo ha sido financiado parcialmente por el Ministerio de Ciencia y Tecnologia de Espafia con el
proyecto TIN2013-40765-P y por la red TIN2014-56381-REDT.
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conjunto de datos original seleccionamos una clase positiva y consideramos el resto como la
clase negativa.

Los resultados de la comparativa entre nuestra optimizacion y el método original se mues-
tran en la Tabla 1. Hemos omitido Susy de la media debido al tiempo requerido para ejecutar
todas las combinaciones de mappers y particiones. No obstante, en la Tabla 1 incluimos una
comparativa para Susy empleando 32 mappers (el maximo que podemos ejecutar de forma
concurrente en el cluster utilizado). De acuerdo a la Tabla 1, podemos apreciar que el algorit-
mo de aprendizaje de nuestra aproximacion se ejecuta entre 10 y 100 veces mas rapido que
el original. Cabe destacar que la mejora obtenida serd cada vez mayor conforme el nimero
de ejemplos y reglas aumenta.

Tabla 1: Promedio del tiempo de ejecucion de los mappers (mm:ss).

Dataset 32 mappers 64 mappers 128 mappers 256 mappers
Original Propuesta Original Propuesta Original Propuesta Original Propuesta

AVG. 03:05 00:16 00:46 00:04 00:11 00:00 00:02 00:00
Susy  2562:07 26:49 - - - - - -
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En este trabajo vamos a estudiar el uso de los Sistemas de Clasificaciéon Basados en Re-
glas Difusas (SCBRDs) [3] en el contexto de los problemas Big Data [2]. En concreto, ha-
remos uso del primer modelo adaptado al esquema MapReduce [1], denominado como Chi-
FRBCS-BigData [4]. Nuestro objetivo final serd el de estudiar la dependencia entre el nivel
de granularidad asociado a las etiquetas difusas, y el nimero de “Maps” seleccionados para
la ejecucidn paralela del modelo.

Nuestra hipotesis se basa en que a priori algunos problemas pueden alcanzar resultados
de calidad soélidos utilizando una baja granularidad. Sin embargo, conforme el nimero de
Mapas se incrementa, también lo hace la dispersion de los datos. Asi, en este caso el modelo
puede beneficiarse de un mayor nimero de etiquetas, de acuerdo a una representacion mas
fina del espacio del problema.

Los conjuntos de datos seleccionados para este estudio se presentan en la Tabla 1. Los
resultados experimentales han sido obtenidos con una configuracién para 3, 5 y 7 etiquetas,
y utilizando 32, 64 y 128 Maps. Estos se muestran en la Tabla 2, utilizando la media de 10
particiones para la medida de precision estidndar.

Tabla 1: Resumen de los conjuntos de datos

Conjunto de datos #Ej. #Atrs. Clases seleccionadas #Ejemplos por clase
Kddcup_DOS_vs_normal 4856151 41 (DOS; normal) (3883370; 972781)
Poker_0_vs_1 946799 10 ;1) (513702; 433097)
Covtype_2_vs_1 495141 54 (2;1) (283301; 211840)
Census 141544 41 (-_50000.; 50000+.) (133430; 8114)
Fars_Fatal_Inj_vs_No_Inj 62123 29 (Fatal_Inj; No_Inj) (42116; 20007)

Observamos que los mejores resultados se alcanzan con el mds alto nivel de granularidad.
Ademads, podemos comprobar que se obtiene una mejor estabilidad para la dispersion de datos
(al seleccionar mas Maps) también en aquéllos casos con mayor nimero de etiquetas.

Ello se debe a que una representacion mds fina del espacio del problema permite un me-
jor reconocimiento en las dreas frontera, incluso con menos ejemplos sobre los que aprender.
Ademads, la fusién de reglas en este caso resulta en una BR mads diversa. En concreto, con-
sideramos que cudnto menor sea el nivel de granularidad, hay una mayor cantidad de reglas

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por el Ministerio Espafiol de Ciencia y Tecnologia bajo el
proyecto TIN2014-57251-P; y el Plan de Investigacién Andaluz P12-TIC-2958.
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Tabla 2: Resultados en precision para Chi-FRBCS-BigData. El mejor resultado por problema
y nimero de Maps estd marcado en negrita, el mejor total se indica con subrayado.

Conjunto de Datos 32 Maps
3 etiquetas 5 etiquetas 7 etiquetas
Kddcup_DOS_vs_normal ~ 99.92498 99.95345 99.95500
Poker_0_vs_1 58.92973 56.87383 59.98018
Covtype_2_vs_1 74.61723 83.24885 87.43990
Census 93.48355 94.68176 95.54433
Fars_Fatal_Inj_vs_No_Inj  94.25642 99.86419 99.94522
Promedio 84.24238 86.92441 88.57293
64 Maps
3 etiquetas 5 etiquetas 7 etiquetas
Kddcup_DOS_vs_normal  99.92490 99.95167 99.95543
Poker_0_vs_1 57.94608 56.78075 59.94370
Covtype_2_vs_1 74.52195 82.84057 87.20926
Census 93.30058 94.54349 95.50047
Fars_Fatal_Inj_vs_No_Inj  93.98393 99.82303 99.94522
Promedio 83.93549 86.78790 88.51082
128 Maps
3 etiquetas 5 etiquetas 7 etiquetas
Kddcup_DOS_vs_normal ~ 99.92525 99.95155 99.95425
Poker_0_vs_1 56.96169 56.79547 59.93157
Covtype_2_vs_1 74.01238 82.46134 86.77500
Census 92.97315 94.38729 95.45372
Fars_Fatal_Inj_vs_No_Inj  93.81633 99.81723 99.94522
Promedio 83.53776 86.68257 88.41195

repetidas para cada BR; independiente. Esto implica que al incrementar el nimero de etique-
tas, permite que las reglas se adscriban localmente a su propio espacio de datos, resultando
en una mejor cobertura global tras la etapa Reduce.

Como trabajo futuro, planeamos mejorar el esquema de Chi-FRBCS-BigData mediante:
(1) diferentes niveles de granularidad durante la bisqueda de las reglas para una mejor con-
textualizacion del problema; y (2) aprovechar las caracteristicas del modelo MapReduce para
extender la funcion Reduce y asi decrementar el tiempo de computo del algoritmo.
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Habitualmente los algoritmos de aprendizaje de reglas tienden a deteriorar su compor-
tamiento cuando tienen que procesar una cantidad masiva de datos. Los problemas que
presentan esta caracteristica se engloban dentro de los llamados "big data". El modelo de
programacion MapReduce [2] se propuso como una forma de resolver este tipo de proble-
mas, y se basa en el uso de algoritmos paralelos y distribuidos. Bésicamente consiste en la
aplicacién de dos operaciones bdsicas, la funcién map que es responsable de dividir la base
de datos original y procesar cada problema por separado, y la funcién reduce que junta y
agrega los resultados de la funcién anterior.

Recientemente [4] se ha propuesto un algoritmo de clasificacion basado en reglas difusas
lingiifsticas para problemas de big data. Este algoritmo usa el modelo MapReduce y toma
como algoritmo base el método de aprendizaje propuesto por Chi et al [1].

En este trabajo exploramos el uso de algoritmos de aprendizaje incremental como her-
ramienta alternativa al modelo MapReduce. Esto supone la utilizacién de un modelo secuen-
cial en vez de un modelo paralelo.

Un algoritmo de aprendizaje de reglas difusas incremental, procesa en distintas etapas o
episodios, nuevos ejemplos que se van recibiendo a lo largo del tiempo.

Con la idea de utilizar el potencial de estos algoritmos para problemas de big data, defi-
nimos un procedimiento que inicialmente divide el conjunto de ejemplos en varios subcon-
juntos, que definen los distintos episodios. Esta etapa coincide con la division que se propone
en el modelo MapReduce, sin embargo el procesamiento es completamente diferente, como
se observa en la Figura 1. A continuacion, en cada paso se lanza un algoritmo de aprendizaje
incremental que tiene como entrada un nuevo episodio y el conjunto de reglas aprendidas en
la etapa anterior, y ofrece como salida un nuevo conjunto de reglas que afiade al conocimiento
de partida, la informacién aportada por el nuevo episodio. Obviamente en el primer paso el
conjunto de partida de reglas difusas es el conjunto vacio.

En el trabajo proponemos un algoritmo de aprendizaje incremental de reglas difusas
que en una primera etapa comprueba si el comportamiento del conocimiento previamente

Este trabajo estd parcialmente financiado por Ministerio de Economia y Competitividad a través del
proyecto de investigacion TIN2015-71618-R. Agradecemos a los autores del trabajo [4] por su colaboracién
en el desarrollo de esta propuesta, permitiéndonos acceder a las particiones que utilizaron en su estudio experi-
mental.
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Figura 1: Uso de un modelo incremental de aprendizaje de reglas para problemas big data.
IRLA representa un algoritmo general de aprendizaje incremental de reglas difusas.

adquirido es aceptable para el nuevo episodio (la aceptabilidad viene definida por un um-
bral que trata de estimar el porcentaje final de acierto) en cuyo caso no es necesario realizar
ninguna tarea y se procesa el siguiente subconjunto de ejemplos. En otro caso, serd nece-
sario realizar un ajuste del conocimiento. Para ello se inicia una segunda etapa en la que se
hace una llamada a un algoritmo de aprendizaje de reglas, en nuestro caso NSLV-AR [3],
para que revise y actualice el conocimiento. En una etapa final se combinan las reglas del
conocimiento previo con las nuevas reglas obtenidas por el algoritmo base. Esta etapa es
fundamental y esté relacionada con la funcién reduce del modelo MapReduce. Sin embargo,
la diferencia fundamental es que el modelo es secuencial en vez de paralelo.

El estudio experimental realizado muestra que nuestra propuesta es capaz de obtener un
conjunto reducido de reglas difusas, con una prediccion similar al modelo paralelo, pero con
muy buenos resultados en tiempo.
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In this paper we present S-FRULER (Scalable Fuzzy Rule Learning through Evolution
for Regression), a scalable MapReduce version of FRULER [1] which is a Genetic Fuzzy
System (GFS) that learns simple and linguistic TSK-1 knowledge bases for regression prob-
lems. S-FRULER obtains models with high accuracy and low complexity, whilst reducing
the algorithm runtime. S-FRULER focuses on splitting the problem into smaller partitions
and incorporates a feature selection process for reducing the number of variables used in each
partition. Each partition is then solved independently using the FRULER algorithm. The Re-
duce function obtains linguistic TSK fuzzy rule bases from the information generated in each
partition.

The main contributions of this work are: 1) a distributed GFS approach which uses a
MapReduce technique and the Spark software, i1) a random feature selection process to re-
duce the number of variables used in each dataset partition, and iii) an aggregation function to
obtain linguistic TSK fuzzy rule bases from the rule bases obtained in each dataset partition.

In GFSs the size of the problem has a huge influence in the performance of the obtained
models, since 1) the fuzzy rule bases learned suffer from exponential rule explosion when
the number of variables increases, and ii) the convergence time increments with the num-
ber of examples. S-FRULER addresses the problem following a MapReduce approach that
uses FRULER [1]. FRULER is composed of a two-stage preprocessing — formed by an
instance selection and a multi-granularity fuzzy discretization—, and a genetic algorithm,
which contains an ad-hoc TSK-1 rule generation module. Although the runtime of this ap-
proach is acceptable for medium size datasets, it does not scale properly when solving large
scale problems as it may not converge. To solve that, S-FRULER divides the problem into
small problems that are tractable using the MapReduce approach. Each of the divisions is
solved independently in the Map phase using FRULER. Then, the solutions obtained in each
Map are combined in the Reduce phase in order to obtain a final solution for the original data.

The algorithm structure is shown in figure 1. First, the multi-granularity fuzzy discretiza-
tion process is performed using the whole training dataset. Then, the training dataset is
splitted into n,,,, partitions, which correspond to the tasks to be distributed into the Working
Nodes.

This research was supported by the Spanish Ministry of Economy and Competitiveness (grant TIN2014-
56633-C3-1-R) and the Galician Ministry of Education (grants EM2014/012, CN2012/151 and GRC2014/030).
All grants were co-funded by the European Regional Development Fund (FEDER program).
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Figure 1: S-FRULER architecture showing the preprocessing, Map and Reduce phases.

The Map function is applied independently and distributively to each training dataset par-
tition. For each of these partitions, a subset of randomly selected variables is used. Thus,
all the procedure done in each task uses the corresponding subset of examples and subset of
variables, which is going to be referred as the dataset partition. For each task, FRULER is
applied without the discretization step, since it was already performed before the partition of
the data. It is composed by an instance selection of the most representative examples and
a genetic algorithm, which contains an ad-hoc TSK-1 rule generation module. The evolu-
tionary learning process obtains a definition of the data base. Then an ad-hoc TSK-1 rule
generation module obtains the antecedents and consequents of each possible rule using only
the representative examples.

After the execution of FRULER for each dataset partition the reduction phase is applied in
order to get the final solution. Each of the FRULER executions obtains a TSK-1 Knowledge
Base, composed by a linguistic partition of the input variables and the TSK fuzzy rule set.
To combine the solutions generated in the Map phase without increasing significantly the
complexity, S-FRULER takes into account the properties of each of the obtained Knowledge
Bases, and combines their granularities in a similar way to a crossover operation for integer
valued individuals. Finally, the rule base can be generated using the ad-hoc TSK rule base
Generation process of FRULER.

S-FRULER has speedups usually larger than the number of dataset partitions used, show-
ing a scalability higher than linear in both standalone and cluster modes. It was compared
with three GFSs in terms of complexity of the models (number of rules) and precision (mean
squared error) using 10 large-scale datasets, showing good results with less complex mod-
els. Results demonstrate the capability of S-FRULER to obtain precise and simple models in
large scale problems.
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La extraccion de estructuras curvilineas en imédgenes es un paso esencial en muchas apli-
caciones. En particular, tienen un papel importante en la deteccion de grietas en edificios,
tuberias o carreteras, en la deteccion de los vasos sanguineos en imagenes médicas o en el re-
conocimiento de huellas dactilares. La deteccidn de estas estructuras no es una tarea sencilla
como demuestra la publicacion de numerosos algoritmos basados en las més diversas teorias.
En [2] se puede consultar una exhaustiva recopilacion de las diferentes técnicas. Una de las
principales razones por las que no existe ain un algoritmo que supere al resto en todas las
aplicaciones es la dificultad de definir formalmente qué se entiende por estructura curvilinea.
Aunque en términos generales pueden ser definidas como regiones estrechas, alargadas y lo-
calmente lineales cuyos pixeles tienen intensidades diferentes a los pixeles del vecindario, la
definicion debe concretarse para ser adaptada a cada aplicacion concreta.

Entre las distintas técnicas existentes para la deteccion de estructuras curvilineas destaca
la morfologia matematica en niveles de gris. Esta teoria dispone de un conjunto de operadores
locales simples que, combinados, son capaces de extraer informacién de la imagen basada en
las caracteristicas geométricas y fotométricas del entorno de un pixel mediante el uso de ele-
mentos estructurantes adecuados. En particular, en [1] se propone un detector de estructuras
curvilineas basado en la transformacién morfolégica todo-nada con elementos estructuran-
tes lineales multidireccionales y multiescala. Este operador morfoldgico es capaz de detectar
grupos de pixeles que satisfacen unas restricciones geométricas determinadas o que forman
una configuracion especifica con notable éxito.

Sin embargo, la morfologia matematica en niveles de gris no es capaz de manejar adecua-
damente la incertidumbre y ambigiiedad presente en las imagenes naturales. Por este motivo,
se introdujo la teoria de conjuntos borrosos y de la légica borrosa en los operadores mor-
folégicos, generando la morfologia matemadtica borrosa que mejora en muchas aplicaciones
(deteccién de contornos, filtrado de ruido, etc.) a los otros paradigmas morfoldgicos. Dentro
de esta teoria, en [3] se introdujo la transformaciéon morfolégica borrosa todo-nada (FMHMT)
mediante el uso de t-normas y negaciones borrosas. Este operador ha resultado util en el di-
sefo de algoritmos capaces de detectar determinados patrones en imagenes (ver [3]).

Definicién 1 ([3]). Sea T una t-norma, / una implicacién borrosa y N una negacion borro-
sa fuerte. La transformacion morfolégica borrosa todo-nada (FMHMT) de la imagen A en

Este trabajo ha sido financiado por el proyecto TIN2013-42795-P concedido por el Ministerio de Economia
y Competitividad. P. Bibiloni es beneficiario de la beca FPI-CAIB con cédigo FPI/1645/2014 de la Conselleria
d’Educaci6, Cultura i Universitats del Govern de les Illes Balears, cofinanciada por fondos europeos.
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niveles de gris mediante el elemento estructurante B = (B}, B;) en niveles de gris se define,
para cada y en el dominio d4 de A, como

FMHMTTJJV(AaB)(y) =T (E/(A,B1)(y),E1(N(A),B2)(y)),
donde N(A)(x) = N(A(x)) para todo x € d4 y EJ es la erosion borrosa dada por

E(AB)0) = if = I(B(x).A()

donde x € T (dp) < x—y € dp.

Asi, en esta comunicacion, se propone un algoritmo basado en el uso del operador FMHMT
para la deteccion de estructuras curvilineas en imdgenes de diversa indole. Para una detec-
cién exhaustiva, se usan, de forma similar a [1], elementos estructurantes con forma lineal
de distintos tamafios y distintas direcciones (0°,45°,90°,135°). Cada uno de estos elementos
estructurantes en niveles de gris genera una imagen todo-nada borrosa, que es interpretada
como el grado de similaridad obtenido como la agregacion de los valores de verdad de las
inclusiones del elemento estructurante B; en la imagen y de B en la imagen complementaria.
En este punto, y con el objetivo de conseguir una imagen todo-nada final a partir de esta fami-
lia, se propone el uso de dos funciones de agregacién. La primera funcién agrega los valores
obtenidos con las trasformaciones todo-nada en una misma escala y las diferentes orientacio-
nes. La segunda agrega los valores obtenidos con las diferentes escalas. A continuacion, se
aplica el algoritmo de adelgazamiento Non-maxima suppression, un algoritmo de histéresis y
un algoritmo de eliminacién de regiones pequefias para obtener la imagen final.

Una vez definido el algoritmo, se estudia el comportamiento del mismo en funcién de
la t-norma e implicacién borrosa usadas en el operador FMHMT, en funcién del nimero de
escalas consideradas en los elementos estructurantes y en funcidn de las funciones de agre-
gacion utilizadas. Finalmente, la comparacién visual de los resultados obtenidos en imagenes
de diversa naturaleza indica el potencial de este método en la deteccidn de las estructuras
curvilineas, obteniendo en varios casos mejores resultados que los obtenidos por el método
presentado en [1].
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Resolution improvement of images is today required for many applications, as medical or
satellite imaging, where it is very important to distinguish details [1]. The interpolation
capability provided by Fuzzy Logic, in addition to its effectivity to incorporate heuristic
knowledge into numeric procedures, has motivated its usage in recent algorithms for image
enlargement [2]. This paper presents the hardware implementation of the two-dimensional
Fuzzy-ELA algorithm proposed in [3]. The 2D Fuzzy-ELA method is a generalization of
the basic Fuzzy-ELA algorithm [4], which uses a fuzzy system to adapt the interpolation to
the presence of edges in images, achieving better results than many other approaches. The
hardware implementation described in this paper includes parameters to allow selecting
different scale factors for the image enlargement. In order to simplify the description,
Fig.1a illustrates the process when a factor of two is chosen.

Cells labeled with capital letters correspond to original pixels. New interpolated pixels
can belong to a new row (r pixel), a new column (c pixel), or a new row and a new column
simultaneously (rc pixel). Let us consider the r, c, and rc pixels shown in the green area of
Fig.1la. The r and c pixels are interpolated using two Fuzzy-ELA blocks. The first one uses
as input the three nearest original pixels from the upper and lower rows (pixels D, E, F, G,
H, and X in the blue area of the Fig.1a), whilst the second uses the three nearest original
pixels from the left and right columns (pixels B, E, H, C, F, and X in the red area of the
Fig.1a). Fuzzy-ELA interpolators use the rulebases shown in Table 1 to detect possible
edges in the three main directions analyzed in each case, where input values are absolute
luminance differences in the considered directions and the terms “VS”, “S”, and “L” are

Fig. 1: (a) 2D Fuzzy-ELA algorithm; (b) Hardware implementation of the Fuzzy-ELA block

! This work was supported by the projects TEC2014-57971-R and RTC-2014-2932-8 from the Spanish
Government (with support from FEDER).
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Table 1. Fuzzy rules for r and c pixels.

r pixel c pixel
Antecedent Consequent Antecedent Consequent
ID-X|=S & |[E-H|=L & |F-G|=L (D+X)/2 IB-X|=S & |E-F|=L & |C-H|=L (B+X)/2
ID-X|-L & |[E-H|=L & |F-G|=S (F+G)/2 IB-X|-L & |E-F|-L & |C-H|=S (C+H)/2
ID-X|=VS & |[E-H|-L & |[F-G|=VS | (D+X+F+G)/4 | |B-X|=VS & [E-F|=L & |C-H[|=VS | (B+X+C+H)/4
Otherwise (E+H)/2 Otherwise (E+F)/2

linguistic labels of the fuzzy sets used to represent the concepts “very small”, “small”, and
“large”, respectively.

Once r and c pixels have been calculated, the rc pixel is inferred by applying vertical
Fuzzy-ELA to pixels (E, r, H, F, r', X) and horizontal Fuzzy-ELA to pixels (E, C, F, H, ¢,
X). Values of r" and c* cannot be calculated until K and N have been processed. To avoid
this inconvenience, values associated to these pixels are obtained as the average of their
vertical [r*=(F+X)/2], and horizontal [c*=(H+X)/2] neighbors, respectively. The final
value assigned to rc is the average of the outputs of the two Fuzzy-ELA interpolators.

As a step previous to its implementation as a configurable IP-module, the 2D Fuzzy-
ELA algorithm has been verified on FPGA using a model-based design methodology for
rapid development of video and image processing systems [5]. Fig.1b shows the block
diagram of one of the four Fuzzy-ELA blocks included in the design (one for r and ¢ pixels,
and two for calculating rc pixel). The shapes of the fuzzy sets appearing in Table 1 were
adequately selected in order to simplify the evaluation of the system output by means of a
Fuzzy-Mean defuzzification method.

The hardware implementation of the algorithm for image size of 210x210 pixels
consumes less than 600 slices in Spartan-6 or Zyng-7000 devices. A BRAM block and 32
hardware multipliers are also employed in both FPGAs. The circuit is able to operate over
150 MHz in a Spartan-6, thus allowing to process images with SXGA (1280x1024) and HD
1080P60 (1920x1080) resolutions. In comparison with other traditional interpolation
methods or edge-dependent algorithms, the results are better, both quantitatively (RMSE or
PSNR) and from a qualitative point of view (visual perception of image quality).

References

[1] R.C. Gonzalez, R.E. Woods: Digital image processing. Prentice Hall, 3rd. edition, 2007.

[2] H. Tamukoh, N. Suetake, H. Kawano, R. Kubota, B. Cha, T. Aso: “Fuzzy-rule-embedded
reduction image construction method for image enlargement with high magnification”.
Proceedings of the 9th International Conference on Computer Vision Theory and Applications,
(VISAPP 2014), vol. 1, pp. 228-233, Jan. 2014

[3] P. Brox, I. Baturone, S. Sdnchez-Solano: “Image enlargement using the Fuzzy-ELA algortihm”,
Proceedings of the Information Processing and Management of Uncertainty in Knowledge-
based Systems (IPMU 2006), pp. 866-873, Jul. 2006.

[4] P. Brox, I. Baturone, S. Sanchez-Solano: A Fuzzy Edge-Dependent Interpolation Algorithm, in
Soft Computing in Image Processing: Recent Advances. Springer Verlag, 2007.

[5] S. Séanchez-Solano, M. Brox, E. del Toro, P. Brox, I. Baturone: “Model-Based Design
Methodology for Rapid Development of Fuzzy Controllers on FPGAs”, IEEE Transactions on
Industrial Informatics, vol. 9, no. 3, pp. 1361-1370, Aug. 2013.

183




XVIIl Congreso Espanol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy (ESTYLF 2016)

On Fuzzy Modelling of Shape Vertices

J. Chamorro-Martinez', L. Suarez-Llorens!

' Department of Computer Science and Artificial Intelligence, University of Granada, Spain
jesus@decsai.ugr.es, luissuarez@correo.ugr.es

Shape analysis is often required for detection and recognition of objects in an image. In
this analysis, the selection of interest points, and in particular the vertices, is a very important
task; they are useful, for example, to trace the curve or to describe the contour. Nevertheless,
the location of this interest points are imprecise, so fuzzy approaches are needed [1, 2].

Let Q be a connected and bounded image region. Let C = dQ be the discrete contour of
Q, defined as a cyclically ordered set of points:

C = {pi = (xi,i) }1<i<n (1

where successive boundary pixels in Q are arranged in a cyclic (clockwise) order. We shall
extend the notation to any natural number i by assuming p; = p; mod »- Let € be the set of all
discrete contours.

Let Sicj = {px € C}i<k<; be the subset of C representing the segment between p; and p;,

and let @€ = {SS ij the set of all the segments of C. Let [g be a line estimated by means

of a line fitting process from the set of points S € @. We model the linearity of a segment
S € € by means of a fuzzy set L:

L:0%—[0,1] )

where the membership degree is defined on the basis of the coefficient of determination as:

j A\ ¢
L) =1- (zkj:iupk gku> &
Yi—i e =Dl
where || - || is the Euclidean norm, p is the mean of the points in Sl.Cj, P is the projection of

Pi on [, and g is a range adjustment parameter (fixed to 3 in this paper). The numerator
t

of the ratio represents the sum of squared errors of the fitted model, while the denominator
can be thought of as the sum of errors from the null model, that is, a model where each py
value is predicted to be the mean of the p; values (without having any additional information,
the mean would be the best guess if our aim is to minimize the squared differences). There-
fore, the ratio is indicative of the degree to which the model parameters improve upon the
prediction of the null model. The smaller this ratio, the higher the degree E(SS)

A vertex is a point where two or more lines meet, so the linearity is expected to be high
both in their left and right sides. In addition, the lines meeting in a vertex form an angle, so

Part of this research was funded by the Spanish Ministry of Economy and Competitiveness and the Euro-
pean Regional Development Fund (FEDER) under project grant TIN2014-58227-P
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the linearity is expected to be low in any segment centered around it. Taking into account this
idea, we model the verticity of a point p; € C by means of a fuzzy set V:

V:€xN-—[0,1] 4)
where the membership degree is defined as:
V(C, i) = ®{Z(S£w,i),1:(5ﬂ+w),1 - hvvery<z(5£w,i+w))} )

with ® being a t-norm (in this paper, the minimum has been used), /., being a linguistic
modifier modeled in this paper by Zyyery(x) = x*, and w being the size of a neighbourhood
around p; (in this paper, w = 0.1 xn). The semantics of this expression is the following: a
point in a contour C is a vertex to the extent that the points in both its left and right neigh-
bourhoods match a line, and the union of both neighborhoods do not strictly match a line, the
condition “strict” being modelled by the linguistic modifier Ayyery.

Let us define V¢ : C — [0, 1] with Ve(p;) = V(C,i). Let V*(C) be the fuzzy subset that
includes the local maxima of V(C, i) defined as:

V*(C) = ( arg max V(p,-)) NVe (6)
Pi€Si—w,itw

Figure 1 shows an example with several shapes representing a transition from a square to
a triangle. The membership degree is drawn using a gradient color from red (associated to
degree 1) to black (degree 0). In addition, the local maxima in verticity are marked with a
cross. In Figure 1(a) the four vertices has a degree of 1; in Figures 1(b)-(d) the membership
degree of the top-left vertex decreases as the square becomes a triangle (with values 1.0, 0.8,
0.55, 0.3 and O respectively), while the others keep the value 1.0. If, as first approximation,
we use the sigma-count to count the number of vertices in V*, and we use this data to obtain
a membership degree to the fuzzy sets "Square” and “Triangle” (with triangular membership
function centered on 4 and 3, respectively) we obtain the following possibility distributions:
(a) 1.0/Sq, (b) 0.8/Sq + 0.2/Tr, (c) 0.55/Sq + 0.45/Tr, (d) 0.3/Sq + 0.7/Tr and (e) 1.0/Tr.

(@) (b) (© (d) (e)
Figure 1: Shapes representing a transition from a square to a triangle.
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In order to tackle image classification tasks, several variants of Local Binary Patterns
(LBP) have been proposed in the literature [1, 2, 3]. In this work, we mainly study the
performance of color Local Binary Patterns variants when applied to the problem of face
recognition. In particular, we compare the Opposite Color LBP with the recent Quaternionic
Local Binary Pattern.

Image descriptors: The basic LBP descriptor was introduced for texture classification in
digital images. It is calculated on an area of 33 pixels. Every pixel in the original image
is replaced by a sequence of 8 bits. Each bit value (0 or 1) is the result of comparing the
central pixel value to that of its neighbors. LBP descriptors can be given by the image of
binary codes or by their histograms. LBP descriptors are invariant under a monotonic change
in the value of the pixels. Since its introduction in the 90s, many LBP descriptors have been
proposed. We give three main LBP descriptors.

Complete LBP (CLBP) [1]: This descriptor is an improvement of the classic LBP. In a
Complete LBP three maps of codes are generated for coding an image: (i) CLBP_C for
central pixels, (ii)) CLBP_S (Sign) which is the classic LBP, and (iii) CLBP_M for coding the
magnitude differences.

Opposite Color LBP (OC-LBP) [2]: In OC-LBP, the operator is used in each color chan-
nel independently. This yields three maps. For color channel pairs, the central pixel is taken
from a neighboring channel and the neighboring pixels from other channel. This yields six
maps. Thus, a total of nine maps or histograms are obtained (R, G, B, RG, RB, GB, GR, BR,
RG), making the descriptor slower than the grayscale histogram.

Quaternionic Local Binary Pattern (QLBP) [3]: This is a new model proposed for the
re-identification of persons (person recognition by non-overlapping cameras). First, color
pixels are represented by imaginary quaternions. Pseudo quaternion rotation is then applied
on the color image using several reference quaternions. The phases of the resulting operation
are then fed to a classic LBP operator.

Dataset: The image database “Essex University Facial Recognition” is used to perform
face recognition with different LBP descriptors. This dataset is divided into four directories

Acknowledgements must be included in a footnote.
http : [ [eswww.essex.ac.uk/mv/all faces [index.html
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(faces94, faces95, faces96, and face) in order of increasing difficulty. Faces96 and face are
the most difficult to different reasons: background variation, scale variation and extreme
expressions. Overall, the characteristics are as follows: Total number of persons: 393,
Images per person: 20, Total number of images: 7860 color 180 x 200 images

Performance evaluation: The evaluation protocol is as follows. First, the descriptor in
hand is extracted from all images. Second, the whole set of images is randomly split into a
training part, and a testing part (this process is repeated ten times). Third, we evaluate the
recognition rate over the test images using the 1-NN classifier adopting Euclidean distance or
x? distances, and Support Vector Machines. We consider several percentages for the training
part of data. Table 1 summarizes the average recognition rates for several LBP descriptors
and for several classifiers. The number in parenthesis denotes the number of maps used by
the descriptor. The upper part of the table corresponds to the use of histograms and the lower
part to the use of maps.

We can conclude that, in general, the results obtained by the OC-LBP descriptor were
better than those obtained by the QLBP. Both descriptors were superior to grey-level CLBP
(obtained with NN classifier). For x? distance, the performance obtained with LBP his-
tograms was better than the one provided by LBP images/maps. However, when Euclidean
distance or SVM is used the use of maps provided superior results in general. Future work
may investigate the estimation of optimal reference quaternions for QLBP descriptors.

Table 1: Recognition performance (%) using several descriptors and several classifiers.

’ Descriptor \ Training size \ 20% \ 30% \ 40% ‘
CLBP 83.2 88.8 91.6
Histogram \ Classifier NN %> SVM|NN %> SVM| NN x> SVM
QLBP (3) 86.5 87.8 67.7 |89.3 921 789 |924 947 870
OC-LBP (3) 87.8 957 669 [93.6 977 779 |954 99.2 85.2
QLBP (6) 87.0 90.6 702 [91.1 93.6 82.7 | 934 951 89.8
OC-LBP (6) 929 975 687 | 964 99.2 81.2 | 977 99.7 88.8
Map \ Classifier NN x> SVM|NN %> SVM|NN x> SVM
QLBP (3) 88.5 88.0 753 |924 913 852 |945 944 888
OC-LBP (3) 89.6 89.8 873 | 944 941 92.1 |954 96.1 9438
QLBP (6) 89.0 83.6 756 |936 913 855 |964 959 O9l.1
OC-LBP (6) 89.8 919 88.0 [949 944 931 962 972 952

References

[1] Z. Guo, L. Zhang, and D. Zhang: A completed modeling of local binary pattern operator
for texture classification IEEE Trans. Image Process. 19-6 (2010) 1657-1663.

[2] T. Maenpaa: The local binary pattern approach to texture analysis: extensions and
applications. Ph.D. thesis, University of Oulu. (2003).

[3] R. Lan and Y. Zhou and Y. Tang and C. Chen: Person re-identification using quater-
nionic local binary pattern . IEEE Int. Conf. on Multimedia and Expo (2014) 1-6.

187



XVIIl Congreso Espanol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy (ESTYLF 2016)

Agregacion de imagenes de contornos usando OWAs

Manuel Gonzalez-Hidalgo, Sebastia Massanet, Arnau Mir, Daniel Ruiz-Aguilera

Departament de Matematiques i Informatica, Universitat de les Illes Balears
Carretera de Valldemossa, km 7.5, E-07122, Palma (Illes Balears), Espaiia
{manuel.gonzalez,s.massanet,arnau.mir,daniel.ruiz}@uib.es

La deteccion de contornos es un paso fundamental en muchas tareas de procesamiento de
imégenes de alto nivel. Esto conlleva la propuesta constante en ultimos afios de nuevos detec-
tores de contornos. Es sabido que no hay un detector de contornos 6ptimo para todo tipo de
imagenes y, ademds, no es una mision sencilla establecer el conjunto 6ptimo de parametros
de un detector de contornos concreto. Asi, en este trabajo, para hacer frente a estos incon-
venientes, se presenta un algoritmo basado en la obtencion de una imagen de contornos de
consenso a partir de las imdgenes de contornos obtenidas por varios detectores de contornos
o configuraciones del mismo detector. El proceso es similar al descrito en [1] con métodos
de reduccién de ruido. En nuestro caso, las imdgenes de contornos de entrada se combinan
utilizando conjuntos borrosos multidimensionales y funciones de agregacion compensatorias,
aplicando posteriormente una funcion de penalizacidn, para obtener la imagen de contornos
de consenso. Los resultados experimentales muestran que este enfoque conduce a un detec-
tor de contornos robusto que es capaz de obtener resultados notables para diferentes tipos de
imagenes. A continuacion se detallan los pasos del algoritmo:

Descripcion del algoritmo:
Para una imagen dada / de la cual queremos determinar los contornos:

e Paso 1 [obtencion de contornos]. Aplicamos n detectores de contornos diferentes, sien-
do I1,1,,...,1I, sus respectivas imdgenes de contornos obtenidas. Las representamos por
medio de un conjunto borroso multidimensional.

e Paso 2 [Agregacion usando OWAs]. En cada pixel (i,j), se aplican g funciones de

agregacion compensatorias (concretamente OWAs) diferentes Fy, F>, ..., F, aplicadas a
los valores 11 (i, j), 12 (i, j), - .. ,In(i, j). Obtenemos, para cada pixel, ¢ valores diferentes
Y = {y1,...,Y4} que han de ser consideraros.

e Paso 3 [Obtencion de la imagen consensuadal. Por cada yg, se calcula su nivel de
desacuerdo con respecto a los valores obtenidos por los otros métodos, mediante una
medida de desacuerdo D. Elegimos el valor consensuado para el pixel (i, j) como aquél
que da el minimo valor de desacuerdo:

E(i,j) = argmin(D(y, (1, (i, j), - - - I (i, J))),
yey
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Figura 1: Ilustracion de los pasos del algoritmo propuesto.

En este trabajo hemos considerado 7 detectores de contornos. Concretamente, el método
de Canny para o € {0.5,1.0,1.5,2.0}, y los métodos descritos en [2, 3, 4]. Hemos aplicado
3 operadores OWAs, calculando sus pesos usando cuantificadores lingiiisticos borrosos de
Yager, y como funcién de desacuerdo hemos utilizado el error cuadritico medio.

Se ha realizado también una comparacion objetiva de los resultados obtenidos utilizando
tres medidas objetivas, como son la medida de Pratt, el p-coeficiente y la F-medida, para
valorar la similaridad entre los contornos detectados y la Ground-Truth de la base de da-
tos. Se ha utilizado la base de datos de la University of South Florida. El test estadistico
no paramétrico de Wilcoxon demuestra que existen diferencias significativas en el 40% de
las comparaciones entre el método de consenso propuesto y los 7 métodos de deteccion de
contornos considerados, usando las tres medidas objetivas anteriores. Ademads, en el resto de
casos, el método de consenso obtiene una media superior en las medidas a las de los otros
métodos. Finalmente, la desviacion tipica de las medidas objetivas usando el método de con-
senso es la més reducida, mostrando que el método de consenso es el mas robusto entre los
considerados.
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Este articulo propone un método para evaluar procedimientos de segmentacion jerarquica,
con la finalidad de permitir comparar distintos algoritmos jerarquicos entre si, y a su vez,
con otras técnicas de segmentacion no jerarquicas. La segmentacion de imagenes es
actualmente una herramienta muy utilizada en las aplicaciones de procesamiento de
imagenes, consiste en un proceso que divide una imagen en multiples regiones u objetos.
Existen una gran variedad de técnicas de segmentacion de imagenes [6], asi como tecnicas
para evaluar su desempefio [7]. Dentro de las técnicas de segmentacion de imagenes esta la
segmentacion jerarquica, la cual produce una serie de particiones 0 una secuencia
consistente de segmentaciones, identificando los objetos jerarquicamente en una imagen
con distintos niveles de detalle, es decir, genera desde una sola particion que contiene un
solo objeto y a medida que aumenta el nimero de particiones va aumentando el nimero de
objetos identificados. Asi, la segmentacion jerarquica es una extension relevante de la
segmentacion, puesto que varias aplicaciones requieren diferentes niveles de detalle [2], de
tal manera, que la identificacion de objetos es consistente a traves de los diferentes niveles
de detalle.

No obstante, a diferencia de la segmentacion no jerarquica, existen relativamente pocos
procedimientos de segmentacion jerarquica de imagenes [1,3,5], y éstos usualmente
encuentran el problema de que no existen técnicas claramente aceptadas en cuanto a cOmo
evaluar estos algoritmos de segmentacion jerarquica. Asi, en este trabajo se propone un
método que permite evaluar dichos procedimientos de segmentacion jerarquica mediante
una técnica de evaluacion supervisada de segmentacion basada en bordes, debido a que ésta
es una de las metodologias de evaluacion mas utilizada y aceptada actualmente [1].

En mas detalle, el método propuesto se construye considerando como referencia un
conjunto de segmentaciones realizadas por humanos. Asi, dada una segmentacion humana y
una secuencia jerarquica de segmentaciones por medio de un algoritmo, existe un elemento
de la secuencia que mejor aproxima el nivel de detalle obtenido de un humano de
referencia. Por lo tanto, debido a que una secuencia jerarquica de segmentaciones se
aproxima a la poblacion de diferentes niveles de detalle de segmentacién humana, esas
segmentaciones de la secuencia servirdan como base para la evaluacion de la secuencia
jerarquica como un todo.

El proceso de evaluacion se realiza utilizando las curvas precision-recall (PR) la cual
es una técnica de evaluacion estandar y apropiada para técnicas de segmentacion que
consideran un conjunto de parametros. Para ello, sea un conjunto L de segmentaciones
humanas independientes GT' (1 < [ < L) como referencia, y sea un conjunto de K
segmentaciones S* (I < k < K) organizadas jerarquicamente. Dada una segmentacion
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humana GT', éstas se emparejan sucesivamente contra cada segmentacion generada por el
algoritmo jeréarquico, obteniendo asi el conteo de los verdaderos positivos (TPy), falsos
positivos (FPy) y falsos negativos (FNy), con los cuales se calculan los valores de precision

y recall:

T TPu+FPy’ M7 TPy + FNg

A su vez, estos valores se utilizan para calcular el valor Fy para cada comparacion
entre la segmentacién humana y del algoritmo, el cual representa la proporcion compuesta
que relacionan esos dos valores, calculado como la media armdnica entre ellos:
Pkl ' Rkl
Pry + Ry

Esta medida indica lo bien que una segmentacion de la secuencia jerarquica se
aproxima a los bordes y al nivel de detalle dados por la segmentacién humana. Por lo que,
para cada imagen de referencia humana GT', se selecciona la segmentacion S*! de la
secuencia S*,...,S* con el valor de Fy més alto, esto es kj = arg max,<,<x Fi;. Entonces, a
partir de las segmentaciones S¥I que mejor capturan cada segmentacién humana GT', se
obtienen los valores de precision (P) y recall (R) globales para la imagen considerada, con
las cuales se calcula el valor F-global para medir el rendimiento global del procedimiento
de segmentacion jerarquica evaluado en una imagen de referencia.

L L
1 1
P=1) Pir  R=1) Ra
=1 =1

Ademas, en este trabajo se muestran resultados computacionales para ilustrar la
viabilidad del método propuesto, utilizando el algoritmo jerarquico Divide-and-Link [4] y
otros algoritmos de segmentacion no jerarquica (por ejemplo Canny, Sobel y Prewitt [6]).

Pkl

Frg=2-
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El vignetting es un efecto no deseado en imédgenes digitales que debe ser corregido como
un primer paso en muchas aplicaciones de vision por computador. Se basa en el decaimiento
radial de la luminosidad desde el centro 6ptico de la imagen hacia los vértices de la misma.
Aunque existen diversas causas que provocan este fendmeno, la mayoria de los algoritmos di-
seflados para reducir este efecto se dedican a la correccién de los conocidos como vignetting
natural y vignetting de pixel. Mientras que el primero es debido a como la luz alcanza locali-
zaciones distintas en el sensor de la cdmara, el segundo sé6lo afecta a las cdmaras digitales y
es provocado por la dependencia angular de los sensores digitales.

Se han propuesto diversos algoritmos para reducir el vignetting en imagenes digitales.
Estos algoritmos, a partir de una nica imagen de una cdmara no predeterminada, deben ser
capaces de diferenciar las variaciones globales de luminosidad causadas por el vignetting
de aquellas causadas por la presencia de textura o luz. En particular, en un articulo no pu-
blicado [3], se propuso un método de correccion de vignetting basado en la minimizacion
de la entropia de la intensidad logaritmica a partir de la observacion de que la adicién de
vignetting en una imagen aumenta la entropia de la misma. Sin embargo, en algunas image-
nes, este método obtenia resultados no deseados debido a unas deficiencias matematicas que
fueron subsanadas en [1], donde se propuso una nueva version del método resolviendo los
problemas matematicos e introduciendo una mejora basada en la busqueda del centro 6ptico
de la imagen. Esta nueva version del método se demostrd superior a la original obteniendo
resultados competitivos con otros métodos existentes en la literatura (ver [1]).

El objetivo de esta comunicacion es la propuesta de un nuevo algoritmo de reduccion de
vignetting en imdgenes digitales a partir de la maximizacién de la medidas de borrosidad
de la imagen. Las medidas de borrosidad fueron introducidas en [2] e intentan determinar
el grado de borrosidad de un conjunto borroso. Las medidas de borrosidad han sido utili-
zadas en el campo del procesamiento de imdgenes y especialmente, en la segmentacion de
imagenes. Estos algoritmos suelen basarse en una minimizacién de la medida de borrosidad
como criterio para la obtencion del mejor umbral para la segmentacion. En cambio, la adi-
cién de vignetting en una imagen tiende a disminuir la medida de borrosidad de una imagen

Este trabajo ha sido financiado por el proyecto TIN2013-42795-P concedido por el Ministerio de Econo-
mia y Competitividad. L. Lopez-Fuentes es beneficiaria de la beca NAERINGSPHD del Norwegian Research
Council para la realizacion de un doctorado industrial en AnsuR Technologies bajo el acuerdo de colaboracién
Ref.3114 con la Universitat de les Illes Balears.
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(a) Original (b) Vignetting (c) Algoritmo [1] (d) Alg. Propuesto
SSIM=0.3440 SSIM=0.7784 SSIM=0.9395

Figura 1: Comparacién visual de los resultados obtenidos por el algoritmo propuesto y por el
introducido en [1]. Se incluyen los valores obtenidos de la medida SSIM.

y por lo tanto, la maximizacién bajo ciertas restricciones de esta medida se demuestra util
para la reduccion de vignetting. Asi, tras encontrar el centro 6ptico de la imagen, se propo-
ne corregir la imagen con vignetting mediante una funcién de ganancia polinomial de grado
seis dada por g, p.(r) =1+ ar® + br* + ¢r® donde r es la distancia del centro optico de la
imagen al pixel tratado, y en la que los valores a, b y ¢ se determinan mediante la maxi-
mizacion, bajo la restriccién gﬁLb’ (r) > 0 para todo r € (0, 1), de una medida de borrosidad
de la imagen corregida Imagen corregida = Imagen vignetting - g, 5 (7). Concretamente, se
estudia el rendimiento del algoritmo para dos medidas de borrosidad como son los indices
lineal y cuadrético de borrosidad dados por

2 M N ) ’
=N Elg(mm{u(l(m,n)),l—u(l(myn))})

con p =1y p =2, respectivamente, donde / es una imagen M X N y u es la funcién de
pertenencia sigmoidea de Zadeh. Finalmente, se lleva a cabo una comparacion objetiva del
rendimiento de ambas configuraciones con respecto al algoritmo propuesto en [1] basada
en el uso de la medida SSIM (ver Figura 1) para 15 imdgenes de la base de imédgenes de la
University of South Florida a las que se les ha afiadido vignetting artificial de forma aleatoria.
Los resultados muestran el potencial del método en la reduccion del vignetting, especialmente
cuando la intensidad del mismo es muy elevada.
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Membrane proteins play important roles in the functionning and communication of biological
cells. They represent about 30% of the proteome and are the target of many medical drugs,
but only a small number of their structures have been determined. Hence the need for effi-
cient methods for detecting these proteins that are hard to recognize due to their localisation
inside cell membranes. In this paper we present a method for detecting membrane proteins by
analyzing transmission electron microscopy, or TEM, images. The method is suited to non-
stacked membrane proteins that are generally harder to detect than stacked ones, because of
the heterogeneity of gray levels and the very low signal to noise ratio that characterize TEM
images [1]. It is based on a two-layer competitive neural network [2] whose synaptic con-
nections weights are learned from training data using a dynamic optimal training algorithm
(DOTCNN) [3]. The learning data are iteratively presented to the input layer in the form
of p—dimensional object vectors x;,k = 1,2,...,n. The ¢ output units that each represents a
cluster compete for each input datum. For this, the membership degree of the k" object to
the i cluster at iteration  is first calculated using the expression:

[k = wi [~

o))

T e
where « is a user defined parameter and w;; is the vector of synaptic weights characterizing
the connections between the i’ output unit and the p input units. The ¢ vectors wy,wy, ..., e
model the prototypes or code vectors of the ¢ clusters, and the ultimate goal of the learning
process is to find optimal values for the components of these vectors, i.e., components that
minimize the global error defined by:

C
Ey, = Z ”?Z?tfl [l — w1 2
i=1

where m > 1 is a parameter for controlling the fuzziness degree of the c—partition.

We solve this search and optimization problem by starting from randomly chosen weights
Wrg,t = 1,2,...,c and q = 1,2,..., p and applying the gradient descent rule in order to iter-
atively adapt them so that the process converges to a minimum of the error criterion. This
leads to the learning rule:
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Figure 1: Edge detection results obtained for two original TEM images (a and f) by the
proposed method (e and j) and three other methods: Canny (b and g), Prewitt ( ¢ and h), and
Sobel (d and 1).

Wrqt = Wrgt—1 7+ ntomfk,rfl (kg = wrg) ok = w1 |7 *[(1- rkl 1T Z midy g : NS

where 1), denotes the learning rate at iteration 7.

DOTCNN is a fuzzy method because more than one can win the competition. Its dynamic
aspect is modeled using a threshold & that fixes, for each iteration ¢, the output neurons that
can compete for wining the current input object and benefit from the adjustment of their
synaptic weights. Hence, only neurons that satisfy the condition:

Uikt > gt “4)

are qualified to compete. As the competition difficulty increases with iterations, this condition
prevents unnecessary adjustement of cluster prototypes that are very far from the current
input object. As an illustration, we present in Figure 1 the edge detection results obtained
by DOTCNN and three other methods for two test examples of TEM images. A detailled
description of these results, as well as a more complete description of the proposed method,
will be provided in the full paper.
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Algunos sistemas de control de trafico on-board deben de trabajar en tiempo real y ana-
lizar la informacion procedente de la sefal de video de manera continua adaptiandose a los
cambios constantes que ocurren [1, 3]. Estos cambios pueden ser debidos tanto a la propia
naturaleza de estas grabaciones en las que no hay un escenario fijo sino que este cambia
continuamente o a otro tipo de circunstancias como pueden ser cambios en la velocidad del
vehiculo desde el que se captura el video, entre otros. Por todo esto, cualquier aproxima-
cién que pretenda extraer conocimiento de estos videos debe tener entre sus propiedades
principales la de la adaptabilidad. El objetivo de este trabajo es la deteccion de eventos en
tiempo real procesando exclusivamente los vectores de movimiento H264/AVC [2] obteni-
dos directamente del propio codificador. Una vez detectado el evento se va a caracterizar el
mismo utilizdndose para ello una representacion lingiiistica [5]. Esta caracterizacion se rea-
liza mediante la utilizacion de conjuntos difusos a los que hay que dotar de la propiedad de
la adaptabilidad, que les permitiria conseguir una caracterizacion del evento lo mds precisa
posible. Por ejemplo, si se pretende detectar un adelantamiento, una vez identificado ese ti-
po concreto de maniobra, ésta se puede caracterizar para conocer si se ha realizado a baja
velocidad, velocidad normal, alta o muy alta, por ejemplo.

Como base de la deteccion de eventos se van a estudiar los cambios en los mddulos de
los vectores de movimiento. El andlisis de los mddulos no se realiza de manera global para
cada imagen del video (frame) sino que éste se divide en una serie de dreas 0 zonas con un
conjunto de caracteristicas diferenciadas. Es decir, los vectores de movimiento presentes en
videos capturados desde un vehiculo en movimiento tienen valores diferentes en funcién de
la zona o posicion en la que se encuentran en el frame. En funcién de este comportamiento
podriamos dividir el frame en diferentes dreas y esta decision también vendrd determinada
por el tipo de evento concreto que se quiere identificar. Se estudia por tanto la variacion de
los médulos de los vectores entre zonas adyacentes en un conjunto de frames consecutivos.
Para establecer esta comparacion se calcula, para cada una de las zonas seleccionadas, un
vector Unico que caracteriza el movimiento en ese drea de la imagen. Ese vector se denomina
vector de movimiento global y para un frame cualquiera representa la magnitud del campo de
movimiento calculado a partir de todos los vectores en una zona de la imagen que llamaremos
Z. Posteriormente, se estudia como evolucionan desde el frame F; hasta el frame Fj,, | (m

Este trabajo estd financiado por el proyecto TIN2015-64776-C3-3-R del Ministerio de Economia y Com-
petitividad.
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frames) los valores de los vectores globales vinculados a dos zonas Z y Z’. Para ello se va a
utilizar la covarianza ya que permite determinar si los dos vectores globales crecen de manera
similar u opuesta y a partir de esta informacidn se podra interpretar que es lo que sucede en
los m frames en funcién de los valores de la covarianza y de las zonas comparadas. Para deter-
minar el tipo de evento que sucede, se calcula un intervalo de confianza sobre la covarianza,
en los m frames siguientes, y el hecho de que este valor se encuentre por debajo del limite
inferior del intervalo, dentro del intervalo, o por encima del limite superior del intervalo es el
que permite discriminar entre diferentes tipos de eventos. Posteriormente, se transformaran
los valores de los estadisticos anteriormente calculados para asi obtener una representacion
difusa de los mismos que permita caracterizar de manera lingiiistica los eventos, ademds de
obtener una informacién complementaria de los mismos. Esta transformacién de dominio no
utilizard elementos difusos que no vean modificado su valor a lo largo del procesamiento del
video, es decir estaticos, sino que €stos modificardn sus caracteristicas para adaptarse asi a
las condiciones cambiantes del video de trifico. La idea es la de definir dindmicamente la
respuesta ante cambios en la velocidad, direccidn, luminosidad, etc. A continuacidn, a par-
tir del disefio de un sistema de reglas [4] se detectard cudl, de entre el conjunto de eventos
predeterminado, es el que mejor se ajusta o mejor corresponde con aquello que ocurre en la
subsecuencia de frames procesada en cada momento. Finalmente, se validard la propuesta
anteriormente descrita mediante el procesamiento de videos de trafico con diferentes carac-
teristicas de resolucidn, tasa de frames por segundo, tipo de via por la que se circula, etc.
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As a consequence of its ability to handle inaccurate or incomplete information and its
capacity to mimic the human reasoning schema, Fuzzy Logic-based techniques have been
widely used in many image processing algorithms [1] [2]. Incorporating these algorithms
into current embedded video processing systems requires the use of specific hardware
designs capable of providing the data-transfer rates demanded by existing applications [3].
This paper presents a hardware architecture for fuzzy inference systems which is able to
provide an inference in each clock cycle, thus allowing the usage of fuzzy techniques in
low- and middle-level video processing tasks. Even though the architecture imposes some
limitations on the membership functions and inference mechanisms that can be used, it may
be suitable for hardware implementation of many fuzzy solutions proposed in the literature.

The block diagram of the proposed architecture for a 2-input system is depicted in
Fig.1la. It consists of three layers that implement, respectively, the fuzzification, inference,
and defuzzification stages of a typical fuzzy inference system. Membership function
circuits (MFCs) at the first stage generate families of normalized triangular functions,
where the term ‘“normalized” means that the overlapping degree of two consecutive
functions is 2 along all the universe of discourse. For this kind of membership functions,
given an input value, the pertinence degree of one of the two active (non-zero) fuzzy labels
can be calculated by means of a straight line equation, whilst the other one is obtained by
subtracting that value from 1. In order to provide their outputs one clock cycle after the
change of the inputs, MFCs include a set of registers to store the parameters (breakpoints
and slopes) defining the function family and use a parallel structure, composed of
comparators and multiplexors, which evaluates the range of active functions. Finally, each
MFC also incorporates the logic required to determine the labels of the active rules that will
be evaluated in the inference stage.

L | L | L |L|L

MFC_1 “| AND > Lo | + | >4 5| 4] s
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Fig. 1: Block diagram (a) and active-rule based mechanism (b) for fuzzy inference systems.
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Government (with support from FEDER).
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Using membership functions with a limited overlapping degree, has the advantage of
setting an upper bound for the number of possible active rules for a given value of the
inputs, thus allowing the use of efficient active-rule based strategies to carry out the
inference process. This concept is illustrated in Fig.1b, where the four active rules of a 2-
input fuzzy system using 5 labels per input with overlapping degree 2 can be selected by
shifting, according to the input values, the highlighted window through the rulebase. The
combinational block in charge of performing this functionality is composed of a set of
registers storing the rules’ consequent values and a chain of multiplexors that provide the
outputs for a given input label. The inference stage also includes a block to implement the
antecedent connective (AND). This element uses as many multipliers as active rules in
order to provide simultaneously all the terms required to carry out the Fuzzy-Mean (FM)
defuzzification method given by (1).

y=2a;c/Xa 1)

being ¢; and ¢; the activation degree and the consequent of the i-th active rule, respectively.

Using families of triangular functions and the product as antecedent connective ensures
that the denominator of (1) is always the unity. The inference can be then evaluated by
calculating only the summation that appears in the numerator of the expression. For the
example illustrated in Fig.1 this calculus is performed in the defuzzification stage by using
four 2-input multipliers blocks and a 4-input adder.

The use of pipeline registers to uncouple the three processing stages allows that all the
system components can operate simultaneously over data corresponding to different input
values, thus providing a new inference result in each clock cycle. With minimal impact on
system latency, this throughput can also be maintained for hierarchical combinations of
basic rulebases capable of providing more complex 1/O behaviors. In practical realizations,
the pipeline strategy is usually also applied inside the processing stages (mainly in the
multipliers) to increase the overall system operating frequency.

Results obtained in the development of a fuzzy background modeling application based
on this architecture [4] show that its hardware implementation on programmable devices
and integrated circuits can be considerably accelerated by using design methodologies and
CAD tools similar to those proposed by the authors in [5] and [6].
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Resumen

Este trabajo generaliza (fuzzifica) las acciones de un grupo sobre un conjunto para
tratar situaciones donde hay imprecision e incertidumbre. Las acciones borrosas pue-
den tratar la granularidad de un conjunto o incluso generarla definiendo una relacién de
equivalencia borrosa en él.

Palabras clave accion borrosa, aplicacion borrosa, relaciodi@distinguibilidad.

Las acciones de un grug®sobre un conjuntd son una herramienta Util en varias ramas
de las matematicas y de la informética. Ejemplos tipicos son las acciones de subgrupos del
grupo lineal general Gln, R) en el espacio vectori@", la accion del grupo lineal proyectivo
PGL(n+1,R) en el espacio proyectiv®'(R) y la accion de grupos de simetria de poligonos
regulares, frisos y mosaicos [4].

También son Gtiles en Pattern Recognition, en especial en el reconocimiento de caracteres
[3, 5], donde una imagexpuede ser comparada con un prototjpbuscando un elemento
g de un determinado grupo de modo que la acciomg debrex lo transforme erp (gx =
p). Sin embargo es muy poco probable que podamos encontrar un elegraaian grupo
“razonable” con el qugx sea exactamente De hecho, consideraremos queorresponde
al caractemp cuando podamos encontrar ug&on gx proximo o similar ap. En este caso
y en otros donde exista imprecision y ruido la accion debe relajarse. Las acciones borrosas
introducidas en este trabajo permiten esta relajacion.

Como veremos, las acciones borrosas estan intimamente ligadas a las relaciones de indis-
tinguibilidad y a las aplicaciones borrosas. El lector pued hallar informacion sobre estos dos
conceptos en [6] y en [1, 2] respectivamente.

Definicién 1. Sea G un grupo con elemento neutro e, | un conjunto no vacioy T unat-norma.
o:Gx| x| —[0,1] es una T-accion borrosa de G sobre | si, y solo7gi,h € G, Vx € |

1a) T(a(hgx,y),a(9,%,2)) < a(h,zy)
1b) T(a(9,%,2),a(h,zy)) < a(hgxy)
2. o(exx) =1

o €s una accion borrosa perfecta si, y sélo, si, para todo@, x < | existe un unico ye€ |
tal quea(g,x,y) = 1.
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o(9,%,y) se interpreta como el grado en ques la imagen d& bajo la accion de.

A continuacion presentamos algunas de las propiedades mas relevantes de las acciones
borrosas.

a(ex,y) da el grado con el cuad se transforma eg por el elemento neutre de G.
Mide por tanto el grado con el cuak y se pueden considerar equivalentes o indistinguibles
y refleja la granularidad dee De hecho, esta relacion es una relacioi dadistinguibilidad
enl que denotaremos p@&j. De forma mas general, se tiene que fijagde G, la relacion
borrosaRy(x,y) = a(g,X,y) es una aplicacion borrosa inyectiva lden | respecto a I -
indistinguibilidadE,. AdemasRy y Ry-1 son aplicaciones borrosas inversas.

En una accion borrosa tendemos a considerar equivalentes objetos que son indistinguibles
salvo por la accion de ug € G. Asi tenemos que la relacion borroSa de | definida por
Ea(XY) = SUec @(9,X,Y) es una relacién d&-indistinguibilidad, (siT es continua por la
izquierda).

Si consideramos una accién borr@saobrel, las relaciones borros&senl Gtiles deben
ser compatibles (invariantes) por la accion.

Definicion 2. R es invariante pou si, y solo si, TR(X,y), a(g,x,X), a(g,y,y)) < R(X,Y).
Proposicion 3. E; y E, son invariantes porx. Ademas, Ees la menor relacion de T-
indistinguibilidad invariante porx.

La relacion entre acciones borrosas y crisp sobre un conjumds la proporcionan los
dos siguientes resultados.

Proposicion 4. Sia es una accion borrosa perfecta de G sobre |y, par@y X< |, yx € |

es el inico elemento de | tal queg, x,yx) = 1, entonces gx yx es una accion crisp
Proposicion 5. Sea E una relacion de T -indistinguibilidad en | invariante por la accion
(crisp) x— gx. La aplicaciéna : G x | x | — [0, 1] definida poro(g,X,y) = E(gX,y) es una
accion borrosa perfecta de G sobre |. Ademags, i) = a(e,x,y) = E (X,y).
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Los individuos manifiestan sus opiniones de diversas formas ante los diferentes problemas
de decision que se les plantean. Pueden hacerlo seleccionando una o varias alternativas, ela-
borando un ranking de las mismas o calificindolas mediante el uso de escalas numéricas
o cualitativas, intervalos, nimeros difusos, etc. En este trabajo se supondrd que los agen-
tes evaldan las alternativas a través de una escala cualitativa no necesariamente uniforme (la
proximidad psicoldgica entre términos lingiifsticos consecutivos puede ser distinta).

Siguiendo a Garcia-Lapresta y Pérez-Roman [1], se considerard que un conjunto de agen-
tes A = {l,...,m}, con m > 2, evalia un conjunto de alternativas X = {xy,...,x,}, con
n > 2, mediante términos lingiifsticos de una escala finita £ = {/,,..., lg} ordenada de me-
nor a mayor, donde la granularidad de . es al menos 3 (g > 3).

El modelo considera que la proximidad psicoldgica entre [, € £ y [, € £ viene re-
presentada por un grado abstracto T,s € A. Asi, A= {m |rs€{l,....g}} ={01,...,0n}
serd el conjunto de todas las proximidades psicoldgicas entre términos lingiiisticos, con
01 > -+ > O

Definicion 1 ([1, Def. 1]) Una medida de proximidad ordinal sobre .£ con valores en A es
una funcién 7 : . £? — A, donde n(l,,l5) = w5 denota el grado de proximidad entre /, y [,
que satisface las condiciones siguientes:

1. Exhaustividad: Para cada 0 € A, existen [,.,l; € £ tales que 0 = .

2. Simetria: mg = Ty, para cualesquiera r,s € {1,...,g}.

3. Mdxima proximidad: 7, = ) < r = s, para cualesquiera r,s € {1,...,g}.
4

. Monotonia: w3 = my y Ty > Wy, para cualesquiera r,s,r € {1,...,g} tales que
r<s<t.

Toda medida de proximidad ordinal puede representarse mediante la matriz de proximi-
dades,

T s Tig
T Trs ﬂrg = (ﬂrv) y
jtgl P ﬂgs “ o ﬂgg

Los autores agradecen la financiacion del Ministerio de Economia y Competitividad (proyecto ECO2012-
32178) y de la Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Leon (proyecto VAO66U13).
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que es simétrica y de dimensién g x g, con coeficientes en A, m,, = 6, con r=1,...,8,y
iy = &, (véase Garcia-Lapresta y Pérez-Romén [1, Prop. 2]).

La determinacion y comparacion del grado de consenso en diversos grupos de agentes, asi
como el uso de procedimientos de clustering jerarquico aglomerativo para agrupar a agentes
cuyas opiniones sean lo mas homogéneas posibles, son dos de las aplicaciones de las medidas
de proximidad ordinal recogidas en Garcia-Lapresta y Pérez-Roman [1]. En ambos casos el
punto de partida serd el perfil que recoge las opiniones de los agentes sobre las alternativas:
una matriz V = (v¥), donde v¢ € .Z es la valoracién otorgada por el agente a € A a la
alternativa x; € X.

En el presente trabajo se presenta un refinamiento de [1] donde, para evitar la pérdida
de informacion, en lugar de seleccionar una mediana de los grados de proximidad entre las
valoraciones asignadas por los agentes, se conservan las dos. Sean Ay = {(§,, ;) € A> | r <s}
y M el operador que asigna el correspondiente par de medianas a cada vector de grados de
proximidad, tal como se expone en los siguientes ejemplos: M (8, 0,,083,084,04) = (03, 03)
(caso impar, donde se repite la mediana); M(0;, 8,03, 04,05, 05) = (83,04) (caso par, donde
se consideran las dos medianas).

Definicion 2 Dado por un pefil V = (v¢), el grado de consenso en un subconjunto de al
menos dos agentes / C A sobre un subconjunto de alternativas @ = Y C X se define como

C,Y) =M (& () )aper.acs | € B
x;€Y
Para comparar el grado de consenso entres diferentes subconjuntos de agentes en relacion
a un subconjunto de alternativas se considerara un orden lineal apropiado sobre A,. Cuando
se produzcan empates, se recurrird a un proceso secuencial de desempate basado en eliminar
las dos medianas de grados de proximidad y la repeticion del proceso.

El procedimiento de clustering introducido tiene como elemento determinante las funcio-
nes de similitud basadas en el consenso, de forma que dos agentes o clusters se unen para
formar un nuevo claster cuando se maximize el consenso.

Definicion 3 Dado un perfil V = (v{), la funcion de similitud relativa a un conjunto de alter-
nativas 0 #Y C X, Sy : (2(A)\ {0})2 — Ay, se define como

C(IUJY), si#(IUJ)>2,

(81,01), si #(TUJ) = 1.

En el presente trabajo también se incluye un estudio de campo basado en la aplicacién del
andlisis cldster jerdrquico aglomerativo a una muestra de individuos, los cuales manifestaron
sus opiniones sobre un conjunto de alternativas a través de una escala cualitativa no uniforme.

Sy(I,J) =
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Fuzzy implications are one of the main operations in fuzzy logic. They appeared as a gen-
eralization of the classical implication to fuzzy logic and have been widely studied ([1]). At
the beginning, we could find several different definitions in the literature, but lately the usual
definition is given by:

Definition 1. (/2]) Amap I :[0,1] x [0,1] — [0, 1] is called a fuzzy implication if it satisfies
the following conditions: 1(-,y) is decreasing, 1(x,-) is increasing, 1(0,0) =1(1,1) = 1 and
1(1,0) =0,

There are a lot of ways of defining fuzzy implications, some of them using t-norms, t-
conorms and negations. One of the most important family of such implications is related to
the formalism of Boolean logic (see [1, 2] among many others).

Definition 2. An S-implication associated with a t-conorm S and a strong negation n is de-

fined by Is (x,y) = S(n(x),y), Vx,y€[0,1].

Here, we will consider the most usual involutive negation n(x) = 1 —x,Vx € [0,1] and
therefore the notation will be simplified to Is. Moreover, as not any other kind of fuzzy
implication will be used, we will call S-implications just implications. These implications
can be symmetrized to obtain a logical equivalence (see [5]). Thus, for any pair of elements
x,y € [0, 1] we have that a logical equivalence as: Er(x,y) =T (Is(x,y),Is(y,x)), where t-norm
T is the dual t-norm of the t-conorm S.

From here we can measure the degree of equivalence between two fuzzy sets as follows:
Es(A,B) = Tyex ET(A(x),B(x)) for any A, B in F(X), where F(X) denotes the set of all the
fuzzy subsets of the finite referential X.

We are interested in the properties of Eg. In particular, we would like to check in which
cases it is a similarity, since they are one of the most usual measures of comparison between
fuzzy sets.

Definition 3. ([4]) A map: E : F(X) x F(X) — [0,1] is a similarity measure if it satisfies,

forany A,B,C in F(X), the following axiomatic: (1) Reflexivity: E(A,A) = 1; (2) Symmetry:
E(A,B) = E(B,A) and (3) E(A,B) > E(A,C) and E(B,C) > E(A,C) ifAC B C C.

The research reported in this paper has been partially supported by the Spanish Ministerio de Economia
y Competitividad under Project TIN2014-59543-P and EUREKA SD project (agreement number 2013-2591),
that is supported by the Erasmus Mundus programme of the European Union.
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Reflexivity is totally characterized as it is followed from the following results.

Proposition 1. Let T be a t-norm. The associated logical equivalence Et is reflexive if and
only if T(a,1—a) =0, forall a € [0,1].

Thus, if the logical equivalence is reflexive, we have that the t-norm is nilpotent. Unfor-
tunately, the converse is not true. Thus, for instance, the Schweizer-Sklar t-norm Tgg(x,y) =
(max (v/x+ /5 —1,0))” is nilpotent, but Er(0.3,0.3) = 0.7163 # 1, that is, it does not
satisfy the axiom of reflexivity.

Based on the properties of the nilpotent t-norms, we can express the condition in Propo-
sition 1 as follows:

Corollary 1. Let T be a t-norm. The associated logical equivalence Et is reflexive if and
only if T is nilpotent and its associated automorphism fulfils that ¢(x) + ¢(1 —x) < 1 for any
x€[0,1].

For the symmetry, the behaviour of any t-norm is satisfactory, since any of them are
symmetric. Thus,

Proposition 2. Let T be a t-norm. The associated logical equivalence Et is symmetric.

The last step is to study when a reflexive and symmetric logical equivalence is a similarity.
The answer is always, as we can see from the following proposition.

Proposition 3. Let T be a t-norm, whose associated logical equivalence E7 is reflexive. Then
Egs also fulfills the third axiom in Definition 3.

Thus, any reflexive logical equivalence fulfils Axiom 3, but the converse is not true in
general. Thus, for instance, the minimum t-norm fulfils Axiom 3, but E7,, (x,x) # 1 for any
x € (0,1).

From the previous results, we can analyzed the behaviour of the main families of t-norms:
Scheweizer-SKlar, Hamacher, Frank, etc. (see [3]) with respect to the coherence of the logical
equivalence associated to them.

References

[1] M. Bacczynski and B. Jayaram. Fuzzy Implications. Springer, 2008.

[2] J. Fodor and M. Roubens. Fuzzy preference modelling and multicriteria decision sup-
port. Kluwer Academic Publishers, 1994.

[3] E.P. Klement, R. Mesiar and E. Pap. Triangular Norms. Kluwer Academic Publishers,
2000.

[4] X. Lui. Entropy, distance measure and similarity measure of fuzzy sets and their rela-
tions. Fuzzy Sets and Systems 52, 305-318, 1992.

[5] J. Recasens. Indistinguishability Operator. Springer, 2010.

205



XVIIl Congreso Espanol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy (ESTYLF 2016)

Functions preserving a class of fuzzy binary relations

Isabel Aguil6', Tomasa Calvo?, Pilar Fuster-Parra', Gaspar Mayor!, Jaume Sufier!

U University of Balearic Islands, Palma de Mallorca, Spain
isabel.aguilo,pilar.fuster,gmayor, jaume.sunyer ;Quib.es
g p gmayor, j y

2 University of Alcald, Alcald de Henares, Spain
tomasa.calvo@uah.es

In this contribution we consider the class of fuzzy binary relations defined on a set, satisfy-
ing the asymmetry, transitivity and negative transitivity conditions. We study those functions
that preserve the class of such fuzzy relations, obtaining a very explanatory characterization
of them.

Binary relations appear in many knowledge areas, they play a central role in decision
making because the technique used is based on pairwise comparison of alternatives. In the
classical theory of preference modeling (see [1]) a binary relation R on a given set A is con-
sidered as a weak preference relation: aRb if and only if “a is not worse than »”. Three binary
relations associated to the given preference relation R: strict preference P, indifference I and
incomparability J are also defined on A: aPb if and only if aRb and not bRa ; alb if and only
if aRb and bRa; aJb if and only if not aRb and not bRa. If R is a complete preorder then P is
asymmetric, transitive and negatively transitive. Fuzzy logic provide a natural framework for
extending the concept of crisp binary relation, by assigning to each ordered pair of elements
in the universe of discourse a number from the real unit interval (the degree to which the ele-
ments in question are in relation, or in other words, the strength of the link between any two
elements). This approach was already used by Zadeh in his first paper on fuzzy sets (1965).
In this more general setting, one can describe preferences between alternatives by consider-
ing a fuzzy weak preference relation R such that the value R(a,b) in [0, 1] is understood as
the degree to which the proposition “a is not worse than »” is true. The problem of defining
fuzzy versions of strict preference, indifference and incomparability relations associated to
a fuzzy weak preference relation has been extensively studied by many authors. A detailed
monograph on this topic is (see [2]).

In this paper we deal with the class of fuzzy binary relations on a set A satisfying three
conditions: asymmetry, transitivity and negative transitivity. For convenience, we denote
this class by Q(A). Then we study those functions F : [0,1]™ — [0, 1] that transform any
m-dimensional vector (Py,...,PB,) in Q(A)™ into an element F(Py,...,P,) in the same class
Q(A). The main goal of the contribution is the characterization of such functions. Note
that we are mainly interested in preserving the asymmetry and both transitivity conditions,
so F(Py,...,P,) should not be understood as the global fuzzy relation in (A) summarizing
somehow Pi,...,P,.

This work was supported by the projects TIN2013-42795-P, and TIN2014-56381-REDT (LODISCO)
(Spanish Goverment).
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Definition 1 (The class Q(A))

A fuzzy binary relation on a non-empty set A, P: AxA — [0, 1], is in the class Q(A) if the
Jollowing conditions hold for all x,y,z € A:

P1) P(x,y) AP(y,x) =0 (asymmetric),

P2) P(x,z) AP(z,y) < P(x,y) < P(x,z)V P(z,y) (transitive and negatively transitive respec-
tively).

Note that if ImP C {0,1}, i.e. P is a crisp binary relation on A, then Definition 1 is
nothing more than the definition of a (crisp) strict preference relation associated to a (crisp)
complete preorder. So Definition 1 could be considered an extension of that concept in the
fuzzy setting.

Definition 2 (Preserving the class Q(A))

A function F : [0, 1™ — [0, 1] preserves the class Q(A) if F(Py,...,Py) is in Q(A) for all
set A and all (Py,...,Py) € Q(A)" where F(Py,...,Py)(x,y) = F(Pi(x,y),...,Pn(x,y)) for
all x,y € A.

Proposition 1 (First characterization)

A function F : [0,1)™ — [0, 1] preserves the class Q(A) if and only if for all a,b,c € [0,1]™,

i) If F(a) > 0 then F(b) = 0 where b is such that b; = 0 whenever a; > 0,

i) bAc<a<bVc=F(b)A\F(c)<F(a) <F(b)VF(c).

Proposition 2

IfF 10,1 — [0,1] preserves the class Q(A), then it is increasing with F(0) = 0.

Observe that F = Min does not preserve the class ©(A). Thus, the conditions in Proposi-
tion 2 are not sufficient to ensure that F' preserves that class.

Proposition 3 (Second characterization)

A function F : [0,1]™ — [0, 1] preserves the class Q(A) if and only if there exist k €
{1,...,m} and an increasing function f :[0,1] — [0,1] with f(0) = O such that for all
(ar,...,ag,...,an) €10,1]", F(ay,...,ax,...,am) = f(ax).

Thus, a one-variable function F : [0,1] — [0, 1] preserves the class Q(A) if and only if it
is increasing with F(0) = 0.

Remark 1

More general treatment can be done on the basis of a De Morgan triplet (7,S,N) other
than that we have used in Definition 1: (Min,Max,1 —id).
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In this contribution we study dissimilarities. We first compare them to distances, a similar
but different family of operators. We also present two new families of dissimilarities defined
using distances and cardinalities of sets respectively. Finally, we carry out a first study about
the properties they satisfy. We focus on negative transitivity.

Let us first recall that a dissimilarity is an operator D : .% (X) x .% (X) — R that takes the
value 0 when a set is compared to itself (D(A,A) = 0), that is symmetric and satisfies some
kind of monotonicity: D(A,B) < D(A,C) and D(B,C) < D(A,C) for any A,B,C such that
A CBCC, where X is a set, % (X) denotes the set of fuzzy subsets of X and A, B,C € .7 (X).

In [2] we can find an example of a dissimilarity that is not a distance. It is also known
that not every distance is a dissimilarity. Another property that allows to establish a new
difference between distances and dissimilarities is the good behavior of dissimilarities when
transformed by an increasing function.

Proposition 1 If D : .7 (X) x #(X) — R is a dissimilarity and ¢ : R — R is an increasing
map such that ¢(0) = 0, then @ o D is a dissimilarity.

Distances are preserved if the function ¢ is a positive constant, but Proposition 1 does not
hold for distances in general.

Despite they are not the same type of functions, distances and dissimilarities are closely
related and in fact, we can build new dissimilarities using distances as we next show. We will
consider that X is a finite universe and we will denote its cardinality by n.

Definition 1 Ler d be a distance defined on [0,1] x [0,1] into [0,1] and S a t-conorm, we
define the operator D : 7 (X) x % (X) — [0, 1] as follows

_ d(A(x),B(x))
DS(A’B)_ng n- sup d(a,b)
a,be(0,1]

The research reported in this paper has been partially supported by the Spanish Ministerio de Economia y
Competitividad under Project TIN2014-59543-P.
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The previous operators are dissimilarities as long as the distance used in the definition is
monotone as we next show:

Theorem 2 Let X be a finite referential and let d be a distance in [0,1]. If d is such that
d(a,c) > max{d(a,b),d(b,c)} for any a,b,c € [0, 1] such that a < b < ¢, then the operator
introduced in Definition 1 is a dissimilarity.

This general family of dissimilarities includes some of the most popular in the literature, as
for instance the Hung and Yang in [1] ones for the particular case of fuzzy sets.

Another way to obtain new dissimilarities is using cardinalities [3]. A function card :
F(X) — [0,00) is a scalar cardinality if the following postulates are satisfied for each a,b €
[0,1], x,y € X, A € % (X) and each finite family {A;};c; C F(X)s. t. A;NA;j =0 fori # j:

(P1) a < b = card(aly,,) < card(bly,,), where I, is the indicator in x,

(P2) card(U;c;Ai) = Yicrcard(A;),

(P3)A € Z(X) = card(A) = |supp(A).

Definition 2 Given a cardinality function card and ¢ : [0,1] — [0,1] a decreasing map such
that $(0) = 1 and ¢ (1) = O, we define the operator D : F (X) x .Z (X) — [0, 1] as follows:
card(ANB)
D(A,B) = —= .
(4.B)=¢ (card(A UB))

Theorem 3 The operator introduced in Def. 2, where the union and intersection are defined
by the maximum and minimum respectively, is a dissimilarity for any cardinality, card(-).

o))

Next we study the negative transitivity of the families described above. Let us recall that
a binary relation R is S-negatively transitive, where S is a t-conorm, if S(R(a,b),R(b,c)) >
R(a,c) for every a,b,c. We have found that most of the operators included in our families
satisfy the negative transitivity defined by the Lukasiewicz t-conorm Sg,, but not stronger
types of negative transitivity.

Theorem 4 The operator Dg from Def. 1 is Sy,-negatively transitive if Sy, dominates S.

_ Licx min(A(x) B(x)) . :
The. op.erator Dpkl' defined as Dpkl(A,B) =1- Zx:j(( max(A().B(1) ?s a partlcl'ﬂ.ar case of the
family introduced in Def. 2 and we have proven that it is St,-negatively transitive. As a con-

sequence, some known types of dissimilarities are St,-negatively transitive as:

. |core(ANB)

_ |supp(ANB)| — |(ANB)>a|
s D(A,B)—I—W or D(A’B)_I_KAUB);(XP(XSI'
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In 1982, E. Trillas introduced the notion of 7'-indistinguishability operator with the purpose
of fuzzifying the classical (crisp) notion of equivalence relation ([7]). According to [7] (see
also [6]), given a t-norm 7', a T-indistinguishability operator on a (nonempty) set X is a
fuzzy relation E : X x X — [0, 1] satisfying for all x,y,z € X the following: (i) E(x,x) =
1 (Reflexivity), (ii) E(x,y) = E(y,x) (Symmetry), and (iii) T (E(x,y),E(y,z)) < E(x,z) (T-
Transivity).

In the study of indistinguishability, the relationship between metrics (distinguishability
operators) and T-indistinguishability operators have been tackled for many authors (see [1,
2, 6] and the references therein). With the aim of exposing the aforesaid relationship, let us
recall the well-known notion of metric space. A pseudo-metric on a (nonempty) set X is a
function d : X x X — [0, 0o[ such that for all x,y,z € X : (i) d(x,x) =0, (ii) d(x,y) = d(y,x),
and (iif) d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) (see [1]). Of course, a pseudo-metric d on X is called a
metric provided that it satisfies, in addition, the following axiom for all x,y € X: (') d(x,y) =
0 if and only if x =y (see [2, 5]).

An exhaustive study about the aforesaid relationship between metrics and 7'-indistinguisha-
bility operators has been performed by B. De Baets and R. Mesiar in [1, 2]. Concretely, they
proved the following method for constructing pseudo-metrics and metrics from 7 -indistinguis-
hability operators.

Theorem 1 Let X be a set such that card(X) > 2. If T* is a t-norm with additive generator
fr= and T is a t-norm, then the following assertions are equivalent:

(i) T* is weaker than T (i.e., T*(x,y) < T(x,y) for all x,y € X),

(ii) For any T-indistinguishability operator E on X, the function dg : X x X — [0, is a
pseudo-metric on X, where dg(x,y) = fr«(E(x,y)) forall x,y € X.

(iii) For any T-indistinguishability operator E on X that separates points (i.e., for any x,y €
X, E(x,y) = 1 if and only if x = y), the function dg : X X X — [0,00[ is a metric on X,
where dg(x,y) = fr«(E(x,y)) for all x,y € X.

Besides, the next result also was proved in order to construct 7 -indistinguishability oper-
ators from pseudo-metrics and metrics.

The authors acknowledge the support of the Spanish Ministry of Economy and Competitiveness, under
grants TIN2013-42795-P and TIN2014- 56381-REDT (LODISCO).
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Proposition 2 Let T* be a continuous Archimedean t-norm on X with additive generator fr+.
The following assertions hold:

(i) If d is a pseudo-metric on X, then the fuzzy relation E; : X x X — [0,1] is a T*-
indistinguishability operators where Ey(x,y) = f};l) (d(x,y)) forall x,y € X.

(ii) Ifd is a metric on X, then the fuzzy relation E; : X X X — [0, 1] is a T*-indistinguishability
operators that separates points where E;(x,y) = f}?l) (d(x,y)) forall x,y € X.

In the light of the preceding result, it seems natural to wonder whether the continuity of the t-
norm can removed from its statement. However, in [1] it was proved that such an assumption
can not be taken out.

In 1994, a generalization of the metric notion was introduced by S. Matthews in order
to develope a suitable mathematical tool for quantitative models in denotational semantics
([5]). The new aforementioned metric notion was called partial metric and it is defined as
follows: a partial metric on a (nonempty) set X is a function p : X x X — [0,0[ such that
for all x,y,z € X : (i) p(x,x) = p(x,y) = p(y,y) if and only if x =y, (ii) p(x,x) < p(x,y),
(iii) p(x,y) = p(y,x), and (iv) p(x,z) < p(x,y) + p(y,z) — p(y,y). Notice that a metric on a
(nonempty) set X is a partial metric p on X such that p(x,x) =0 for all x € X.

Recently, it has been showed that the notions of T-indistinguishability operator and par-
tial metric are closely related. In fact, on the one hand, M. Demicri and, on the other hand,
R. Bukatin, R. Kopperman, and S. Matthews have elucidated that the logical counterpart for
partial metrics is, in some sense, a generalized T-indistinguishability operator (see [3, 4]).
Inspired by the exposed deed, the purpose of the present work is to extend the way of con-
structing, on the one hand, metrics from 7'-indistinguishability operators (given in Theorem
1) and, on the other hand, T -indistinguishability operators from metrics (given in Proposition
2) to the framework of partial metrics and generalized T-indistinguishability operators.
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El anélisis de la expresion facial (AEF) ha demostrado ser una potente herramienta para la
medicion de diferentes indicadores fisiologicos y determinados estados de actividad (por
ejemplo, somnolencia), asi como estados emocionales (sorpresa, frustracion, etc.) [1,2].
Este estudio tiene como objetivo la identificacion objetiva de la intensidad de esfuerzo
fisico de un sujeto en movimiento a través del registro en video de su rostro. La valoracion
del esfuerzo fisico a través de medidas "clasicas” como la frecuencia cardiaca y la
autopercepcion de esfuerzo presentan sesgos individuales significativos que evidencian la
necesidad de recurrir a otros indicadores complementarios objetivos. El andlisis de la
expresion facial resulta una técnica muy adecuada para lidiar con esta problemaética ya que
tiene un caracter completamente no invasivo.

En este trabajo de investigacion se evalta la idoneidad de la aplicacion del algoritmo
fuzzy c-means a este problema. Para ello, se han analizado 383 registros de sujetos
realizando la prueba de esfuerzo fisico Test UKK [3], en la cual se obtuvieron diversas
medidas de frecuencia cardiaca (FC) y de variables psico-emocionales, como el grado de
esfuerzo autopercibido (escala RPE [4]), ademas de la grabacién en video del sujeto, tanto
en el momento inicial de la prueba (PRE, ausencia de esfuerzo), como en el tramo final
(POST, esfuerzo méaximo). Posteriormente, los datos de video fueron analizados mediante
el Computer Expression Recognition Toolbox (CERT) [5], que proporciona la intensidad de
cada unidad especifica de accion (UA) del sistema de codificacién facial (FACS) [6].

El algoritmo se aplicd en base a las 5 AUs que presentaban una mayor discrepancia
entre las situaciones POST y PRE, generando agrupaciones en un espacio de dimension 5.
Se establecieron 4 agrupaciones para examinar la capacidad de diferenciacion entre
diferentes grados de esfuerzo (i.e., se agrupa coherentemente con respecto a FC y
autopercepcion de esfuerzo).

La Figura 1 muestra los grados de pertenencia a cada agrupacion obtenida en funcion
del porcentaje de frecuencia maxima tedrica individual alcanzado en cada caso. Cada
punto, ademas, esta coloreado segin la agrupacion que presenta mayor grado de
pertenencia (lo que equivaldria a una agrupacion no difusa). Como se puede observar, la
agrupacion permite identificar diferentes grados de esfuerzo (agrupacién 2 - intensidad
baja, 1 y 4 - intensidades altas y moderadas altas, 3 - intermedias). De no utilizar l16gica
difusa, no obstante, tendriamos un elevado nimero de errores. Estos resultados, ademas,
son muy similares cuando se expresan en funcion del esfuerzo autopercibido, y presentan
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una similitud muy importante independientemente de la ejecucion del algoritmo, tanto en
velocidad de convergencia como en centroides obtenidos. Esto denota que el AEF se puede
utilizar con los fines previstos, y que el uso de la légica difusa nos aporta suficientes
garantias para disefiar indices graduales de esfuerzo fisico a partir de registros en video.
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Figura 1: Grados de pertenencia a cada una de las agrupaciones. En color, las asignaciones
fijas a cada agrupacion en caso de realizar clustering no difuso.
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Con la llegada de las nuevas tecnologias a los centros de ensefianza, aparte de permitir un
nuevo disefio de las estrategias de formacion, se ha abierto la puerta a la adquisicion automatica
de una gran cantidad de informacion. El estudio detallado de todo este caudal de datos permite
evaluar los cambios en el comportamiento y las mejoras de los estudiantes de tal manera que es
posible estimar el nivel de aprovechamiento logrado con cada accion contenida en el guion
educativo [Elias 11]. A este nuevo campo de conocimiento e investigacion se le ha llamado
Learning Analytics o Analisis del aprendizaje, y puede definirse como “el uso de datos y modelos
para predecir el progreso y el rendimiento del estudiante, y la capacidad de actuar basandose en
esa informacion” [Siemens 10].

Uno de los problemas que mas interés suscita en este campo es la adecuada seleccion de
la informacion necesaria para una precisa modelizacion del aprendizaje, tanto a nivel personal
como del grupo completo de estudiantes. Y junto con el modelo surge la necesidad de contar con
herramientas adecuadas para la visualizacién o representacion del estado de progreso en el que se
encuentran los alumnos. Informacion valiosisima de cara a apoyar la actividad docente, que
permita planificar adecuadamente los contenidos del curso y la metodologia a emplear en cada
momento [Wirth 05]

En consonancia con dicha necesidad hemos publicado un primer estudio [Otero 14] en el
gue abordabamos el problema de seleccién de informacion y modelado del aprendizaje de varios
grupos de estudiantes en el campo de la ensefianza de los lenguajes de programacién. Para ello y
con el fin de automatizar su seguimiento se han aplicado métricas de software para caracterizar
la calidad de los trabajos desarrollados durante el curso. Se recogieron y analizaron mas de 2000
trabajos de méas de 200 alumnos consistentes en pequefios programas de cuyo analisis, basado en
una adecuada seleccion de las métricas mas relevantes, se pretende predecir el resultado de la
evaluacion final del alumno. La informacion con la que contamos es imprecisa ya que para
trabajos correspondientes a la misma tematica los valores arrojados por cada métrica resultan
variables y ademas existe una falta de conocimiento en los temas en que el alumno no ha hecho
entrega de ningln trabajo.

Abordamos ahora el problema de la representacion del estado del aprendizaje, mediante
una herramienta de analisis exploratorio grafico como es la transformacion de Radviz aplicado a
problemas con informacion borrosa [Martinez 13], una alternativa al escalado multidimensional
MDS [Sanchez 08]. Estas herramientas proyectan la informacion en un mapa, haciendo que cada
estudiante se posicione de acuerdo con su perfil de conocimientos, permitiendo al profesor
identificar grupos con carencias similares en su formacion, segmentar grupos heterogéneos y
mostrar la evolucidn de las competencias adquiridas durante el desarrollo del curso.

Se presentan los resultados de la comparacion de los mapas de evolucion de varios grupos
de alumnos, unos desarrollados durante el mismo curso, y otros desarrollados en afios sucesivos.
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A classification problem [1] is a situation that requires the classification of samples into
predefined groups or classes according to their features and properties. To accomplish this
task, first a classifier is learned using the available information of several samples with known
classes. Then, the classifier is used to give a decision about the class new samples belong to.

Fuzzy Rule-Based Classification Systems (FRBCSs) [2] provide an interpretable model,
since they are composed by a set of rules that are formed of linguistic labels. An important
issue of any FRBCS is the adopted Fuzzy Reasoning Method (FRM), which consists in an
inference procedure that uses the information stored in the knowledge base to determine the
class in which new samples may be classified.

In the FRM the usage of the aggregation function maximum to obtain the global informa-
tion is widely accepted. However, whenever one considers, for each class, just the informa-
tion given by a single fuzzy rule, the available information provided by all the other fuzzy
rules is ignored. To avoid this shortcoming, Barrenechea et al. [4] introduced a FRM (and
it was extended in [3]) that takes into account the information given by all fuzzy rules using
averaging operators. To do so, they applied the Choquet Integral as the aggregation operator
using different fuzzy measures and evolutionary algorithms.

The aim of this work is to generalize the Choquet Integral used in the FRM defined in [4],
by replacing the product operator by copulas, so that system could become more accurate.
We also compare our new approach with the classical FRM of the Winning Rule (WR). To
do so, the copula functions used in this work are presented in Table 1.

Table 1: Non associative copulas used in this paper

Definition Observations
Cr(x,y) = xy +x°y(1 —x)(1 —y) Non Commutative
Cp(x,y) = max{min{x,%},x+y—1} Non commutative
Cpiv(x,y) = ny“mlTn{xy} Commutative

This work is supported by Brazilian National Counsel of Technological and Scientific Development (Proc.
233950/2014-1, 232827/2014-1, 481283/2013-7, 306970/2013-9) and by the Spanish Ministry of Science and
Technology under Projects TIN2010-15055 and TIN2011-29520.
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We have tested the performance of all the classifiers in 28 real world data-sets selected
from the KEEL dataset repository using a five folder cross validation model. We have used
FARC-HD as the fuzzy classifer [5]. The averages in all the datasets of all the approaches
are presented in Table 2, which shows that all the generalizations by copulas achieve a better
mean than that of the WR and the standard Choquet Integral.

Table 2: Averaged testing results

Generalization WR  Choquet Cr Cr Cpiv
Mean 79.69 79.89 80.13 80.07 80.03

We have used the well-known Wilcoxon test, to statistically compare the copulas versus
WR and the original Choquet integral. These results are reported in Table 3. According to
these statistical results, we can confirm that the use of our generalization is better than that
of the WR when the copula Cr is considered. Moreover, since the standard Choquet Integral
(it uses the product) does not provide statistical differences versus the WR, we can also infer
that our generalization by copulas allows it to obtain a leap in the performance so that the
WR can be statistically enhanced.

Table 3: Wilcoxon Test to compare the different approaches

C i the classical FRM
(a) Comparisons versus the classica (b) Comparisons versus the Choquet Integral

Comparison R* R~ p-value

: - S
Cr vs. WR 2835 1225 008 - —omparison R™ R™ p-value
Cr vs. Choquet 227 179 0.58
cLvs W 262 14a 00T o S Choquet 2175 1885 0.67
Cpiv vs. WR 256 150  0.22 L V5. LAaoqu : : :

Cpiy vs. Choquet 209.5 196.5 0.86

Choquet vs. WR 241 165 0.39

References

[1] R.O.Duda, P. E. Hart and D. G. Stork Pattern Classification. Wiley, Hoboken, NJ, USA
(2001).

[2] H. Ishibuchi, T. Nakashima and M. Nii Classification and modeling with linguistic in-
formation granules: Advanced approaches to linguistic Data Mining. Springer-Verlag,
Berlin 2004.

[3] G. Lucca, J. A. Sanz, G. P. Dimuro, B. Bedregal, R. Mesiar, A. Kolesarova and H.
Bustince Pre-aggregation functions: construction and an application. IEEE Transac-
tions on Fuzzy System, 2015. DOI: 10.1109/TFUZZ.2015.2453020.

[4] E. Barrenechea, H. Bustince, J. Fernandez, D. Paternain and J. A. Sanz Using the Cho-
quet Integral in the Fuzzy Reasoning Method of Fuzzy Rule-Based Classification Sys-
tems. Axioms. 2 (2013) 208-223.

[5] J. Alcala-Fdez, R. Alcala and F. Herrera A Fuzzy Association Rule-Based Classification
Model for High-Dimensional Problems With Genetic Rule Selection and Lateral Tuning
IEEE Transactions on Fuzzy Systems. (2011) 857-872.

217



XVIIl Congreso Espanol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy (ESTYLF 2016)

Tackling Brain Computing Interfaz problems using Fuzzy
Rule-Based Classification Systems

Maria Pérez-Zabalza', Jose Antonio Sanz?, Aranzazu Jurio?, Marisol Gomez',

Humberto Bustince?

U Mathematics Department, Universidad Publica de Navarra, Spain
mariapzabalza@gmail.com, marisol@unavarra.es

2 GIARA, Universidad Piblica de Navarra, Spain
joseantonio.sanz, bustince@unavarra.es

A Brain Computer Interface (BCI) is a technology based on acquisition, signal preprocess-
ing, features extraction and classification of brain signals for communication or control of
electronic devices. The classification stage has been addressed by different machine learning
algorithms (decision trees, suport vector machines, random forests, etc...).

The BCI problem faced in this work consist in classifying the following three different
spontaneous mental activities of 3 participants:

1. Imagination of repetitive self-paced left hand movements, (/eft, class 2).
2. Imagination of repetitive self-paced right hand movements, (right, class 3).

3. Generation of words beginning with the same random letter, (word, class 7).

Each user performed 4 sessions in the same day. EEG data were not splitted in trials
since the subjects were continuously performing any of the mental tasks. Each session lasted
4 minutes, with breaks of 5-10 minutes between them, where the participant performed a
certain task (each corresponding to a certain class) for about 15 seconds and then he/she
switched randomly to another task at the operator’s request.

In this work, we concentrate in solving the BCI classification module employing soft
computing techniques. Soft computing approaches have shown their ability to cope with
a great variety of classification problems [1]. Among these techniques, Fuzzy Rule-Based
Classification Systems (FRBCSs) [2] are widely used because they offer a good trade-off
between accuracy and interpretability, which is obtained by the usage of linguistic labels in
the antecedent part of the fuzzy rules.

In this work, we have selected two state-of-the-art FRBCSs: FARC-HD [3] and FURIA
[4]. To solve the BCI problem presented here, classifiers have to provide an output every half
a second. This is achieved by adding a sliding window of 1 second with 50% overlap after
the classification output (originally obtained sample by sample).
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The signal preprocessing is the same as the one applied by the winner algorithm of the
BCI Competition IV in this dataset [5]. However, we did not apply any feature reduction
method. The quality of the results is measured using the accuracy rate. Our aim was to find
out whether FRBCSs allow to improve the performance of the method presented in [5] (coded
as DBDA).

Table 1: Classification accuracy for the three subjects.

Classifier Method | Subject 1 | Subject 2 | Subject 3 | Average
DBDA 75.14 62.18 50.83 62.72
FARC-HD 80.82 68.69 53.90 67.87
FURIA 81.05 70.75 52.75 67.95

Table 1 shows the results for each user and the corresponding average result, where for
each participant the best result is stressed in bold-face. We can observe that both FRBCSs
obtain similar results, FURIA provides a slightly better overall predictive capability due to
the improvement of users 1 and 2. FARC-HD obtains better performance than FURIA with
the third user. Finally, both FRBCSs outperform the results obtained by the winner method
in [5].
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Introduction Labeled instances are often difficult, expensive, or time consuming to obtain
since they require the intervention of human experts. On the other hand, unlabeled data may
be relatively easy to collect. Semi-supervised learning exploits both types of data by using
large amount of unlabeled instances together with labeled instances. Graph based semi-
supervised learning is a type of semi-supervised task that operates on graphs where data
instances are represented by vertices and edges show the similarity between instances. In
this paper, we propose a novel graph construction method and apply it to graph-based semi-
supervised learning. The core idea is to use adaptive and hybrid coding to get the graph.

Related work: graph construction methods KNN method is the most common graph
construction method. It consists of two separate and independent processes. First, the ad-
jacency matrix is constructed by K-Nearest Neighbor method. Second, the weights of the
obtained edges are estimated. There are several choices for edge weight calculation, for in-
stance, [2] uses the heat kernel and [3] proposes the use of the inverse of distance as weight.
Locally Linear Embedding (LLE) [4] focuses on preserving the local structure of data. The
LLE graph can be obtained by applying two processes. First, the adjacency matrix is com-
puted using the KNN method. Second, the non-zero entries of the weight matrix are estimated
by reconstructing the data samples from its neighboring samples.

Local Hybrid Coding (LHC) [1] The coding of a sample with respect to a given set of
samples can be obtained by applying two phases. In the first phase, the local bases are selected
according to Euclidean distance. Thus, the dataset is partitioned in two disjoint subsets: Local
bases (K samples) and non-local bases (K’ samples). In the second phase, the sample in hand
is coded by minimizing a criterion containing three terms: (i) the residual error of the sample
reconstruction, (ii) the ¢, regularization term of the local bases coefficients, and (iii) the ¢;
regularization of the non-local bases coefficients. The two sets of unknown coefficients are
then iteratively obtained by alternating Locality-constrained Linear Coding (LLC) over the
local bases with a sparse coding over the non-local bases.

Proposed graph construction method Inspired by LHC, we propose an adaptive coding
scheme in order to build a graph. The proposed coding actually attempts to get hybrid code
using LLC and sparse code. Unlike LHC [1] which uses Euclidean distance to select the
local bases, our proposed method exploits the coefficients provided by LLC [5] in order to
adaptively select the local bases. Besides, our work uses the resulting coding scheme in graph
construction.
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Performance evaluation The datasets used are Extended Yale, PFO1, and PIE. In order
to quantify the classification performance of the graph construction methods we proceed as
follows. First, we reduce the dimension of the images by applying PCA such that it preserves
99% of the data variance then the graph for the whole data set is constructed using the method
in hand. The dataset was then separated into labeled and unlabeled sets (three different per-
centages of labeled samples were used). Finally, the labels of the unlabeled samples were
estimated by the Gaussian Random Field (GRF) [6] label propagation algorithm.

For each percentage of labeled samples, ten different splits were used and the percentage
of the correct label was calculated over the unlabeled part. The average rates over the ten
splits are reported in Table 1. The compared graph construction methods are: KNN graph,
LLE graph, LHC graph and our proposed adaptive LHC method. For the KNN and LLE
methods, different K values ranging from 5 to 50 were tested. For LHC and our proposed
method, we varied the size of local bases K from 5 to 50 and non-local bases K’ from 50 to
200. The experiments show that the proposed method can outperform competing methods.

Table 1: Recognition rate (%) for different graph construction methods on three face datasets.
Dataset \Method | Label percentage | KNN | LLE | LHC | Adaptive LHC |

15% 80.55 | 85.11 | 90.47 91.95
Ext Yale 23% 82.73 | 86.24 | 92.12 93.76
31% 83.25 | 87.56 | 93.07 94.66
30% 43.21 | 49.11 | 60.24 64.97
PF01 50% 48.49 | 56.00 | 67.39 72.22
70% 5133 | 629 | 71.87 76.17
30% 43.47 | 51.08 | 61.05 74.63
PIE 50% 51.89 | 60.66 | 70.04 81.05
70% 5491 | 6528 | 72.99 82.86

References

[1] W. Xiang, J. Wang, and M. Long: Local Hybrid Coding for Image Classification. Inter-
national Conference on Pattern Recognition, (2014) 3744-3749.

[2] M. Beklin and P. Niyogi : Laplacian Eigenmaps for Dimensionality Reduction and Data
Representation. Neural Computing, 15(6) (2003) 1373-1396.

[3] C. Cortes and M. Mohri : On transductive regression. In NIPS. (2006) 305-312.

[4] S.Roweis and L. Saul: Nonlinear dimensionality reduction by locally linear embedding.
Science. 290(5500) (2000) 2323-2326.

[5] F. Dornaika and A. Bosaghzadeh: Adaptive graph construction using Data self-
representativeness for pattern classification. Information Sciences, 325, (2015) 118-
139.

[6] X.Zhu, Z. Ghahramani, and J. Lafferty: Semi-supervised learning using gaussian fields
and harmonic functions. ICML, (2003) 912-919.

221



XVIIl Congreso Espanol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy (ESTYLF 2016)

Information Dynamics of Machine Learning

Francisco J. Valverde-Albacete, Carmen Pelaez-Moreno

Departamento de Teoria de la Serial y de las Comunicaciones.
Universidad Carlos Il de Madrid, 28911 Leganés, Spain
{fva,carmen}@tsc.uc3m.es

Motivation. A mechanism to measure the entropic efficiency of classifiers was presented
in [2] that can be used, among other applications, to measure the effects of imbalanced
datasets on multiple-class classification [3]. Consider the contingency matrix of a classi-
fier C on a task T . Properly normalized, this matrix can be conceived as a joint distribution
Pxy between the random variable of input labels (X, Pyx) and that of output labels (Y, Py).
Then, we may write the following balance equation between the entropies of X and Y:

Hyy.uy :AHPX-PY —|—2*MIPXY+VIPXY OSApr-Pnglpxy7VIPXY < Hyy.uy (D)

where the bounds are easily obtained from distributional considerations [2]. Figure 1 depicts
this decomposition showing the three crucial regions:
e The divergence with respect to uniformity, AHp, .p,, between the joint distribution where
Px and Py are independent and the uniform distributions with the same cardinality of
events as Py and Py , AHp,.p, = Hy,.uy — Hp,.p, , that shows how imbalanced the data
and results are.
e The mutual information, MlIp,,, quantifies the force of the stochastic binding between
PX and PY , MIPXY = HPX'PY _HPXY .
e The variation of information, V Ip,,, embodies the residual enropy, not used in binding
the variables, Vip,, = pr‘y +pr‘x
If we normalize (1) by the overall entropy Hy, .y, we obtain

1 =A'Hp.p, +2%Mlp, +VIp,, 0 < A'Hp.p,,Mlp,,,VIp,, <1 (2)

Equation (2) is the 2-simplex in normalized AH'p, .p, X 2MI’p,,, x VI'p,, space. Each joint
distribution Pyy can be characterized by its joint entropy fractions, F(Pyy) = [AHp, ,2 X
M1 }XY VI }Xy] , whose projection onto the plane with director vector (1,1,1) is its de Finetti
(entropy) diagram, so every binary distribution shows as a point in the triangle. This has
been used in several occasions and was further developed in [3]. Recently, it has been gener-
alized to evaluate the information content of datasets [4]: we next generalize it for multilabel
classification.

CPM & FVA have been partially supported by the Spanish Government-MinECo projects TEC2014-53390-
P and TEC2014-61729-EXP.
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Figure 1: Extended entropy diagram related to a bivariate distribution, from [2].

Results. Let X = {X;| 1 <i < n} be a set of discrete random variables with joint multivari-
ate distribution Py = P, . x,, and their corresponding marginals Py, (x;) = ¥ ;..; Py(X) where
X =x1...%, is a tuple of n elements. And likewise for Y = {Y; |1 < j <m}, with Py = Py, _y,,
and their marginals Py, . Furthermore let Py be the joint distribution of the (n +m)-length
tuples XY . X are the features and Y the (multi)labels or classes.

Then the following decompositions hold:

HUY'UY = M%%+2*MPW —|—VI%
HUY = M%+M% + Hp_

X7

HU? :AI‘I}%—l—]Wp)W + Hp

YIX
where Mp_ = Hp, — HPY\?
sequences of variables or binding information [1]. Overall, these balance equations provide
a gross estimate of how information from the features reflects on the labels and viceversa:
combining them with the classification triangle of (2) should provide a powerful tool for all
types of classification tasks.

= Hp7 — HpﬂY represents the dual total correlation between the
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En clasificacion multi-instancia (MIC en sus siglas en inglés) [1], los datos son colec-
ciones de instancias (llamadas bolsas). Las instancias son similares a los ejemplos que se
utilizan en problemas de clasificacion tradicionales (mono-instancia) y cada bolsa puede
tener un ntmero distinto de instancias. La principal caracteristica de la MIC es que las
instancias no estan etiquetadas, lo estan las bolsas en su conjunto. Por tanto, los conjun-
tos de datos son mas complejos y es necesario utilizar algoritmos de aprendizaje especifi-
cos para clasificar nuevas bolsas. Los algoritmos para MIC se suelen agrupar en funcion
del nivel de informaciéon usado para clasificar nuevas bolsas [2], en clasificadores a nivel
de instancia y a nivel de bolsa. En estos tltimos, la informacion utilizada para determi-
nar la clase es de la bolsa en conjunto, no de las instancias individuales y un ejemplo es
Citation-KNN [3], que constituye una adaptacion del conocido algoritmo del vecino mas
cercano para MIC. En dicho método, aparte de los K-vecinos de una bolsa b, se usan los
C-citadores de la misma, que son las bolsas que contienen a b en su lista de C-vecinos.
Es necesario un valor de distancia para determinar cuales son los vecinos més cercanos.
En el caso de MIC, las bolsas son conjuntos de instancias y existen varias medidas de la
distancia entre dos bolsas, una de las mas utilizadas es la distancia minima de Hausdorff
[3], cuya expresion es:  hy(A, B) = mEZZ‘”L qéigHa —b|| = min mezzleb —al|| = h(B, A)

Los conjuntos difusos se han utilizado bastante en aplicaciones de aprendizaje auto-
mético tradicionales (mono-instancia). Una de las primeras propuestas de utilizacion de
los conjuntos difusos para mejorar el algoritmo del vecino mas cercano es el algoritmo
FuzzyKNN [4]. En este trabajo proponemos una extension difusa de Citation-KNN| que
denominamos FuzzyCitation-KNN, incorporando algunas ideas propuestas en el diseno
del algoritmo FuzzyKNN. Nuestro método consta de dos fases:

e Una fase preliminar, donde se calcula un valor de pertenencia a cada clase (entre
[0, 1]) para todas las bolsas del conjunto de entrenamiento, teniendo en cuenta los
Kinit Vecinos mas cercanos:

0.51 + (ve/kinst) X 049 ifc=w

1
(Ve/kinit) % 0.49 otherwise (1)

Este trabajo esta soportado por el Ministerio de Ciencia e Innovaciéon en el marco del proyecto
TIN2014-57251-P y por la Junta de Andalucia en el marco del proyecto P11-TIC-7765.
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Donde v, es el nimero de vecinos de clase ¢ y w es la clase original de la bolsa x;.
De esta manera, los ejemplos situados en el "centro" de la clase mantienen sus
valores crisp originales y las bolsas situadas en la frontera entre clases dividen su
valor de pertenencia entre ellas.

e Regla de clasificacion. Para clasificar una nueva bolsa b, se calculan sus K-vecinos
y sus C-citadores de acuerdo a la distancia minima de Hausdorff. A continua-
cion, se calcula un grado de pertenencia de b a cada una de las clases (el mayor
determinaria la clase) donde cada vecino y cada citador contribuye con su p,.
anteriormente calculado, ponderado por la distancia que le separa de b:

K ne(b)
D wela) (/o =il D) + 3 pelg) (1o = [0
i=1 —
pie(b) = - L
DW=l D) 4 3 1/ — )
=1 =1

En la ecuacion anterior, n.(b) es el numero de citadores de b y el parametro m
determina cuanto pondera la distancia: con valores altos la distancia influye poco
y con valores cercanos a uno tienen mas peso los vecinos/citadores méas cercanos.

Para el estudio experimental hemos utilizado 10 conjuntos de datos MIC y el método
"leave-one-out". La tabla 1 muestra la media de resultados obtenida. Se puede observar
que nuestra propuesta mejora a citation-KNN para todos los valores de K (excepto
K =0). Considerando el mejor K para cada método, hemos realizado test estadisticos
no paramétricos que indican que hay diferencias significativas entre ambos métodos.

Tabla 1: Porcentaje de acierto. C'= K + 2, kjpy = 3, m = 2

Algoritmo K=0 K=1 K=2 K=3 K=4 K=5 K=6 K=7
Citation-KNN 68.41 6841 6841 69.04 68.73 69.11 68.87 69.03
FuzzyCitation-KNN  67.92  69.79 69.41 7092 7151 70.74 7151 71.60
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We live in an “Information Technology Society”, where there is a tendency to digitalize all
kinds of information. The way in which information is written or presented can exclude many
people whose level of reading skills makes them have problems in reading comprehension.
There are several factors by which these skills can be affected, such as having had limited
access to training, having social problems or having some cognitive disability. In addition,
there are specific groups such as the deaf, the autistic, people with language disorders such
as aphasia or dyslexia, people who are learning another language or the elderly, who have
specific problems with reading.

A first solution to this problem is the manual simplification of information manually to
adapt to the difficulties of target users to whom it is directed. There are several initiatives de-
signed to develop the manual processing of text simplification following the European guide-
lines established by the IFLLA [4]. However, manual simplification is too slow and tedious to
be efficient in producing the desired material. Therefore, various attempts to automate part
of this simplification process have been launched, focusing on the different transformations
that can be applied in the process of text simplification.

The aim of simplifying texts is to transform a text to make it easier to understand for
certain target users. These tasks mainly aimed at syntactic and lexical constructions that can
be applied to the original text to generate a simplified version. In order to perform these tasks
researchers must identify what causes this difficulty in specific readers [3], [5].

We focus on a case of information that can cause problems of understanding for many
people and creates difficulties for readers: numerical information [1], [2]. Many times, we
access information that is represented in the form of numerical expressions such as economic
data, statistical data or demographic data. In addition we can find numerical information on
a recipe, a news article or a report.

In our work we consider the expressions which represent quantities to be numerical ex-
pressions; 52.3%, 0.48 or 3489. These expressions might be simplified as more than 50%,
around 1/2 or almost 3500. In the process of simplification there is a loss of precision to
achieve the simplified version of numerical expressions. The modifiers more than or around
are used in these cases to solve this loss of precision. Furthermore, we consider different
strategies such as changing the mathematical representation of the expression or rounding
the original quantity. For example, 25% can be transformed by 1/4 or 74.7% by 75%.

This paper has been partially supported by the project Prosecco (600653), funded by the European Com-
mission under FP7, the ICT theme, and the Future Emerging Technologies (FET) program.
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In this kind of strategies there is a decision to choose a modifier depending on the loss
of numerical precision. We need to translate the numerical information lost into linguistic
representation using words. We work with a range of values of the original numerical expres-
sions and we want to obtain discrete values represented by linguistic modifiers to simplify
the expressions. We want to study applying techniques of fuzzy logic in order to achieve the
simplified versions of the original numerical expressions where there is a loss of precision.

The decision to use a modifier or not and what kind of modifier to select is based on
the difference between the value of the original quantity of the numerical expression and
the value of the simplified expression in each strategy. The kind of modifier depend on the
rounded value of the original expression and the distance calculated by the loss of precision.
These features should be considered in a set of rules in fuzzy logic in order to define what
kind of modifiers could be used in order to help to generate the simplified version or the
original numerical expression.

With this goal, the main of this work is to carry out the automatic simplification of nu-
merical expressions present in the text using fuzzy logic to improve the current approaches.
Our work is based on the conclusions achieved by empirical studies [1], [2] developed with
experts. We consider real important to include fuzzy logic to redefine the rules of simplifica-
tion applied in our systems and evaluate the output in real experiments with users. The way
in which information is presented can cause reading and comprehension problems for many
people. The adaptation of information is not an easy process but clearly necessary.
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In the context of the Internet of Things (IoT) many sensors have been enhanced with
respect to their ordinary role to be proactive and collaborative with other devices. This fact
provokes a description of the world and the human activity as we have never collected [1].

The data streams provided by the set of sensors is continuously increasing. Generally,
these data streams are just analyzed and partially stored. In order to interpret the informa-
tion of sensor streams is critical developing linguistic descriptions on natural language in a
comprehensiveness and interpretability way, depending of the application domain.

In this contribution, we introduces a methodology to compute linguistic descriptions of
high-rate sensor streams that considers relative quantifiers on a temporal component by means
of protoforms [2], which are an useful knowledge model for summarization [3], quantification
[4] or in time series [5]. In this work, we propose protoforms in the shape of sl is Q) V! T,
to represent the linguistic terms Vk] which describe the sensor stream s/ with the relative
quantifier Q7 in a temporal terms T}.

An example of linguistic description computed by the proposed methodology from a data
stream of a pulsometer is as follows: the most of heart rate measurements are high recently.

Methodology Each sensor data stream s/ is represented as a set of measures s/ = {m’ 1,

where each measure is composed by m = {v/,t!}; where vl represents a value and tlj rep-

i’ l
resents the related timestamp of v/ provided by the sensor. For each sensor data stream s/,
we describe a fuzzy linguistic term set V/ = {Vrj ;r = 1,...,n} which represents the linguistic
terms of the sensor values. Secondly, we associate a set of fuzzy linguistic temporal terms

={T/;k=1,...,m} with the temporal component of the data stream. For sake of simplic-

ity, we write V,/(v/) and T/ (¢/) instead of ui (v /) and it )

Our methodology proposes to compute the degree of relevance of a linguistic value term
V] (v/) in a temporal term T}/ (Atj ) in the sensor streams, being At] = |tp—] | and # the current
time. To do so, we propose the use of aggregation operations [6] based on uninorms using
t-norm t-conorm [7], respectivelly:

ViNT!(s) = U v/ (vHN T () €10,1] (1)

mi cs/

This contribution has been supported by Research Projects UJA2014/06/14
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The Eq. (1) provides the degree of the protoform instances in the shape of s/ is V,/ Tk’ , for
example, heart rate measurements are low recently. In order to introduce relative quantifiers
in the protoform s/ is Q] V] T] each quantifier Q7 is described by a transformation function
Hoi [0,1] — [0, 1], translatmg the degree from Eq. (1) to a quantified aggregated degree
0i(s) = (V/ N1 (s7)).

We hlghhght that protoforms require an accurate assessment to express properly their
semantic and granularity. For example, to aggregate measures of high sample rates where
data are frequent and spaced, we propose the fuzzy weighted average [8], which represents
the frequency degree of the linguist term V;/ weighted by the term Tk’ in the sensor stream.

o S ):mjes,-(Vrj(V,j) T (At))
I(s =vIiNnT/(s)) = — 0,1 2
Qs(s) r k(s) ijeszkj(Atij) E[ ] ( )
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Los sistemas de generacion automatica de descripciones lingiiisticas de imédgenes, que pode-
mos llamar sistemas image-to-text, tienen como objetivo generar texto que describa la escena
representada en la imagen tratando de simular la forma en la que lo harfa el ser humano [4, 2].
Este tipo de sistemas han atraido mucha atencién en la interseccion de los campos de Vision
Artificial y Generacion de Lenguaje Natural (GLN) [6].

Nuestro enfoque para la construccion de sistemas image-to-text se basa en los siguientes
elementos [3]:

e Primero hay que modelar los conceptos que se van a utilizar en la descripciéon. Mu-
chos de estos conceptos, como los relacionados con caracteristicas de la imagen como
el color, la textura, la definicién de regiones y su forma (entre otras) son difusos por
naturaleza y su definicion depende del usuario o, en un sentido mas amplio, del con-
texto. Por tanto, su modelado puede beneficiarse de la bien conocidad capacidad de los
conjuntos difusos para afrontar la representacion de este tipo de conceptos mediante
etiquetas lingtiisticas [1].

e En segundo lugar, hay que establecer una forma de relacionar los datos de la imagen
con dichos conceptos. Una técnica que se ha empleado para ello en el ambito de la
generacion de lenguaje natural es la construccion de grafos que representen distintos
elementos de la imagen y relaciones entre los mismos en base a esos conceptos.

e Por tltimo, es necesario determinar medidas de calidad y desarrollar técnicas algorit-
micas de generacion basadas en dichas medidas de forma que, a partir de la exploracion
del grafo anteriormente mencionado, encuentren una buena expresion lingiiistica de la
informacion relevante para el usuario que hay en la imagen.

En este trabajo presentamos algunos avances en relacién con los dos ultimos puntos: con
respecto al segundo punto, hemos desarrollado un nuevo modelo de representacion formal
que llamamos red de informacion y con respecto al tercero nos hemos centrado en el desa-
rrollo de medidas y técnicas heuristicas para elaborar expresiones de referencia (referring
expressions) [5].

Este trabajo ha sido desarrollado en el marco del proyecto TIN2014-58227-P Descripcion lingiiistica de
informacion visual mediante técnicas de mineria de datos y computacion flexible. Este proyecto esta financiado
por el Ministerio de Economia y Competitividad y el Fondo Europeo de Desarrollo Regional - FEDER.
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En una red de informacion, los nodos representan regiones en la imagen y tienen como
propiedades conceptos de interés como los que hemos enunciado en el primer punto. Los
arcos sirven para representar relaciones entre las regiones. Tanto las propiedades como las
relaciones pueden ser difusas. Mediante el uso de este tipo de redes se puede establecer una
correspondencia entre los datos de la imagen y los conceptos difusos que son la base para
elaborar las descripciones. El uso de redes de informacion resulta adecuado como mecanismo
de representacion del conocimiento en tareas de descripcidn lingiiistica, entre ellas, aquellas
destinadas a la elaboracion de expresiones de referencia.

La generacion de expresiones de referencia es una de la tareas mas importantes dentro
del dmbito de la generacion de lenguaje natural. Una expresion de referencia es un sintagma
nominal cuyo objetivo comunicativo es sefialar sin ambigiiedad un objeto, en nuestro caso
dentro de una escena. Debe por tanto ser una descripcion precisa del objeto en cuestion al
tiempo que no debe serlo para el resto de los objetos que aparecen [5]. El reto consiste en
elegir un subconjunto adecuado de propiedades del objeto que lo identifiquen de forma tnica,
y hacerlo de la misma forma en la que lo haria un ser humano en una situacién similar.
Nuestra aportacion en relacién con este problema es doble: por un lado, hemos estudiado
medidas adecuadas de la calidad de un sintagma nominal como expresion de referencia en un
determinado contexto, teniendo en cuenta que las propiedades que la constituyen pueden ser
difusas, medidas muy relacionadas con el concepto de especificidad de conjuntos difusos; por
otro lado, hemos explorado la aplicacién de técnicas heuristicas voraces en la construccion
de expresiones de referencia sobre redes de informacion.
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Interactive narrative generation in 3D environments can benefit from the fact that a lot of
information is implicitly and explicitly available in the environment to generate perspective
based descriptions of people and objects that change according to the user’s point of view, a
problem that has not been addressed in general in the field of referring expression generation
[5]. One of the difficulties when generating these descriptions is deciding when we must
change the referring expression we use to describe the element’s situation, even more if we
take into account that not everybody refers to an element in the same manner.

A survey was carried out to investigate how spatial properties and points of view affect
the composition of descriptions used when referring to another person. With the results of
this survey, and using the graphical engine Unity 3D, an algorithm has been developed to
generate descriptions of characters in real time that change according to the user’s position
within the environment. Further details about this work can be read in [7].

The developed algorithm was implemented in a game where the user had to find the
character that was being described, for which he could move around the environment and
the provided description changed accordingly. The content of the description is based on
the character’s physical appearance, its position within the environment, and its situation
with respect to other relevant characters and objects that are present in the environment: (/)
attribute-based description, which refers to the static characteristics of an individual and its
environment, and they cannot change during the simulation. This part of the description
is generated using classical referring expression generation algorithms, such as Greedy or
Incremental [5]; (2) perspective-based description, which has to be generated in real time
according to the situation of the user relative to the situation of the described person.

Each description can be composed of sub-descriptions, which contain partial information
of a full description. Every sub-description is generated according to the data that is obtained
from the scene. There are four possible types of sub-descriptions: (1) meta description: the
static description generated by the classical algorithms; (2) description of the static points:
this description contains the information of reference points scattered all over the scene; (3)
description of the visibility: it contains the information about the visibility of the described
person from the user’s point of view. For example, the fact that the described person is
behind a column; (4) distance between the described person and the user: it contains a
textual explanation of the distance between the described person and the user.

This paper has been partially supported by the project ConCreTe (611733), funded by the European Com-
mission under FP7, the ICT theme, and the Future Emerging Technologies (FET) program.
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The last three sub-descriptions are generated and stored until the algorithm checks certain
flags and the information needed for the description is generated accordingly. First it checks
the distance between the user and the reference points previously put into the scene. If the
distance to the user is greater than a predefined constant, the generated description contains
information about the proximity of the described person to that point. Otherwise, the algo-
rithm checks if the described user is on the camera area. If not, the generated description
must contain the positional references of the described person to the user: it indicates if the
described person is to the left, right or behind the user. If the described person is within the
camera area, it checks the absolute distance between the described person and the user. It
indicates the user whether he is near, not far or far from the described person. By mixing
sub-descriptions and flag checking, the perspective-based descriptions are generated. As a
result, in each case a specific order and sub-description appear in the generated description
(e.g. The boy in the black shirt sitting near the window. The described person is behind
another person. He is not far).

The proposed solution to generate descriptions is not currently based on the use of fuzzy
logic, although it can benefit from it to generate descriptions of spatial relationships. Al-
though we have not been able to find an approach of this kind in the reviewed literature, there
have been some efforts to solve similar problems in the fields of image analysis and computer
vision, as described in [2], whose authors have subsequently developed several methods to
describe spatial relations between objects [1, 3]. Other authors have tackled the problem of
automatic scene descriptions in image analysis using fuzzy rule-based systems [4] and fuzzy
sets [6], through the use of histograms of angles and forces and a dictionary of labels.
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In the book The Thirty-Six Dramatic Situations [4] Polti explores the assertion made by
Gozzi (author of Turandot) saying that there can only be thirty-six tragic situations. At the
end of the book, he begins his conclusions by saying that, to obtain the nuances of the situ-
ations, the first thing he did was to “enumerate the ties of friendship or kinship between the
characters”. A century before that, Goethe had already proposed his theory of elective affini-
ties to depict human relations, specially marriages, and he showed how affinities between
characters can be represented by a topological chart [6]. This evidences that the affinity be-
tween characters is an important factor to take into account when generating stories, and one
that can help us to maintain the necessary narrative tension to keep the reader interested in
the story. One of the most relevant research works on the subject is Thespian [5]. The authors
describe the use of affinity to model social interaction which affects how characters can be-
have towards each other. Affinity is affected by other factors, such as social obligations and
characters goals.

We have developed a storytelling system where we use a numeric representation that
allows us to use common arithmetic operators to modify the degree of affinity between char-
acters [3]. The main limitation of this approach is that it is difficult to calibrate the model and
interpret what is happening in the simulation. To overcome the limit, we have opted for a rep-
resentation similar to the fuzzy concepts proposed in [7], an approach that has already been
used by other authors to model cognitive architectures [1, 2]. We have modeled four levels
of affinity according to four different affinity kinds: foe (no affinity), indifferent (slight affin-
ity), friend (medium affinity) and mate (high affinity). These four levels of affinity overlap
on their limits, which allows for relationships not to change constantly when moving around
the limits of two different levels. An additional aspect of affinity is the lack of symmetry.
Given two characters, their mutual affinity is likely to have different values and it may even
be situated in different levels, with the exception of mates: character A considers character B
as its mate only if character B considers character A as its mate, too. However, if they are not
mates, character A may think character B is a friend, whilecharacter B may think character
A is a foe.

There are two ways in which the affinity value can change. The first one is by lack of
interaction, in which case the affinity value moves towards the indifferent level. The second

This paper has been partially supported by the project WHIM (611560), funded by the European Commis-
sion under FP7, the ICT theme, and the Future Emerging Technologies (FET) program.
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one is through interactions among characters, which perform according a hand-written rule
set. Each affinity level defines a set of valid interactions. For instance, a character may only
propose to carry out friend actions when dealing with a friend. Characters ignore proposals
that do not correspond to their perceived affinity level, and receiving such proposals may
penalize the affinity with the character proposing them. The exception to this rule are foes,
who carry out what they intend to do irrespective of what the other character may want. When
receiving a proposal, a character may decide to either accept or reject it. If the proposal
is accepted, both characters increase their mutual affinity. If it is rejected, the sender will
penalize its affinity with the receiver.

The described model has been implemented by means of a multi-agent system which
contains two types of agents: a Director Agent, which is in charge of setting up the execution
environment and creating the characters; and Character Agents, one for each character of
the story. They are the ones that interact to generate the story. Currently, the story consists
of a set of interactions that make the affinity between characters change accordingly. Each
Character Agent is endowed with three different behaviours independent from each other: one
to interact with its mate, another one to interact with its friends and the last one to interact
with its foes; no interaction is initiated with indifferent characters.

We intend to endow characters with personality traits and emotions, in order to com-
plement the affinity model and give characters the possibility to make decisions in a more
cognitive way. We plan to use an approach similar to the one described in [2] to model emo-
tions, so that it can be easily integrated with the present model. This work line is specially
relevant, since it will allow characters to make consistent decisions according to the person-
ality and state of mind, instead of random ones, and it will also allow them to behave in a
different way from each other.
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Hoy en dia se utilizan series de tiempo en gran cantidad de situaciones. Los consumidores de
esta series necesitan obtener la informacidn mds relevante de la misma y que se represente en
un formato apropiado. Por ello se estd trabajando mucho en describir las mediante lenguaje
natural. Por este motivo, en este trabajo pretendemos mostrar algunas propuestas para proce-
sar las series de una manera sencilla, rapida y que puede ser utilizada en tiempo real y generar
una descripcion de la misma en lenguaje natural. El propuesta se fundamente en la 16gica di-
fusa que es muy apropiada para este tipo de problemas. Las series de tiempo representan
una muestra continua y secuencial en el tiempo tomada de un origen. Se pueden distinguir
dos tipos de series (expresado en inglés): (1) Time Series (TS); (2) Multivariate Time Series
(MTS). Ambos tipos de series tienen en comun que los datos tienen una relaciéon temporal,
es decir, son secuenciales en el tiempo. Ademds, también existe una relacion espacial en las
MTS, con lo que esta relacion espacio-temporal puede ser utilizada para modelar la entrada
y obtener la informacién deseada. Asi, se puede hacer un tratamiento secuencial en el tiempo
(y el espacio si procede) y agrupar en intervalos “situaciones similares” que posteriormente
serdn tratadas mediante operadores de la 16gica difusa para la obtencion de las descripciones
lingiifsticas. Esta idea puede ser utilizada en el dominio espacio y tiempo.

. 3) Generacién
1) Captura TS o MTS - 2) Agrupamiento y modelado ——— descripcién en i Hiedo

i lenguaje natural
Modelo dif !
et Lenguaje Natural

Figura 1: Esquema de propuesta.

Nuestro grupo lleva tiempo trabajando en este tipo de técnicas que han sido refinadas con
la experiencia y aplicadas a diferentes problemas, como movimientos humanos [1, 2], deporte
[3], video en formato comprimido (MPEG) [4]. Nuestros trabajos siguen un esquema comun
(Figura 1). Su funcionamiento consiste en representar la entrada representada como una TS o
una MTS, a continuacién, se modela mediante técnicas de 16gica difusa realizando un agru-
pamiento de los puntos consecutivos como conjuntos difusos o etiquetas lingiiisticas (pasos
1y 2). Posteriormente, utilizando el modelo difuso del sistema, se generan las descripciones
lingiiisticas (paso 3). A continuacion se detallardn los trabajos mas destacados en esta linea.

En [1] se presenta cémo obtener un modelo difuso de un sistema dindmico modelado
como MTS. El modelo creado se denomina Temporal Fuzzy Model y obtiene una cadena

Este trabajo estd bajo el proyecto TIN2015-64776-C3-3-R del Ministerio de Economia y Competitividad.
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formada por estados y transiciones difusas que representan al sistema de forma secuencial.
Su método de inferencia se diferencia principalmente de los tradicionales en que es secuen-
cial, se salta de un estado a otro cuando la transicion tiene mds grado de pertenencia a la
entrada que es estado actual. Es un modelo que obtiene un bajo error y es interpretable. La
experimentacion se realiza sobre la marcha humana.

En [4] se presenta un sistema para reconocer acciones en secuencias de video. Se realiza
un proceso de segmentacion y seguimiento utilizando los datos de entradas codificados en
MPEG y que son fuzzificados antes de ser procesados. Para el reconocimiento de las acciones
se utiliza una maquina de Mealy. Es un método rdpido y que utiliza modelos similares a los
descritos en este trabajo.

En [2] se presenta un método para generar descripciones de MTS utilizando un mode-
lo denominado Temporal Fuzzy Model (TFM) como representacion intermedia. Los TFM
agrupan la informacién temporal consecutiva de la MTS en etiquetas lingiiisticas definidas
previamente y tienen una apariencia similar a los modelos difusos tradicionales. Su método
de inferencia es secuencial, comienza con una regla activa, la primera, y va saltando a la si-
guiente cuando esta ultima tiene mds grado de pertenencia que la anterior. El trabajo también
presenta una primera aproximacion a como utilizar los operadores difusos para generar las
descripciones lingiiisticas.

En [3] se detalla un sistema para automaticamente generar descripciones en lenguaje natu-
ral desde una MTS. La MTS se modela mediante un TFM, del que a continuacion se obtienen
las tendencias y los puntos de interés (maximos y minimos) que son representados en otra
estructura mas compleja y que recoge toda la informacién espacio-temporal del sistema. Pos-
teriormente se utiliza un modelo que refleja los eventos interesantes para el experto del campo
de aplicacion. Las descripciones obtenidas reflejan en lenguaje natural la ocurrencia de los
eventos, luego se puede generar la informacion interesante para el experto. La experimenta-
cién del método propuesto se realiza en el deporte.
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Paraphrasing is usually defined as expressing one thing in other words. For instance, let us
consider the following statements (http://www.aifdb.org/search; ArgMap 2134): (1) Anne’s
misunderstood the nature of housing benefit; and, (2) Anne’s completely misunderstood the
point of housing benefit. Although they differ in three words (completely, point and nature),
they express approximately the same message. This phenomenon has been deeply studied
by computational linguistics, appearing different methods devoted to recognize, generate or
extract paraphrases [1].

G. Lakoff [2] introduced the concept of hedge, which, from our point of view, plays a
essential role in paraphrasing. It is defined as a word or phrases that are capable of trans-
forming the meaning of predicates with the objective of making them fuzzier or less fuzzy.
He distinguishes four types of hedges, which we sort according to their fuzzifier capability as
follows: Strictly speaking < Technically speaking < Loosely speaking < Regular speaking.
For instance, in (2), the term “completely” is a hedge that denotes strictly speaking; i.e., the
utterance must be interpreted in a rigorous way.

According to Lakoff, the semantic of a concept have four different meaning components:
(1) definitional, (i1) primary, (ii1) secondary and (iv) characteristic though incidental. Compo-
nents (i), (i1) and (iii) are enough to confer conceptual category membership while criterion
iv) non. These components are used for defining the meaning of the hedges; e.g., technically
speaking means that exclusively definitional component is considered while strictly speaking
consider both definitional and primary ones. Nonetheless, how to describe the extension of
these meaning components is an open question. For instance, which are the items for these
meaning components in concepts such as misunderstand, nature or point? In this work, we
propose to use WordNet [3] an fuzzy sets for defining them.

Our approach is supported on Lexical Field Theory [4]; i.e., a structuralist conception
of word meaning. It introduces the concept of lexical or semantic field, which denotes the
set of semantically related items whose meanings are interdependent among them in a given
domain. Thus, the study of words is addressed attending to their relations with other words
in the same lexical field.

This work was supported in part by the European Regional Development Fund (ERDF/FEDER) under the
projects CN2012/151 and GRC2014/030 of the Galician Ministry of Education, and the Spanish Ministry for
Economy and Competitiveness under grant TIN2014-56633-C3-1-R.
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Thus, the different relationships described in WordNet (synset, hypernyms, etc.) provide
us the information for defining the lexical field of a concept. In our proposal, each meaning
component is a fuzzy set which kernel elements are: for (i), the synset; for (ii), the direct hy-
ponyms; for (iii), the direct hypernyms and, for (iv), other relationships (meronym, holonym,
etc.). For support elements, their degrees of membership are calculated using a semantic
similarity measure [5].

Thus, we define the four different hedges proposed by Lakoff using fuzzy connectives
(in this case, the T-norm minimum). This provide us a method for recognizing paraphrases
(and eventually generate them) assuming that two statements are paraphrases if they are two
compatible alternative ways for expressing the same meaning according to the given hedges.
Table 1 summarizes the representation process for nature (1) and point (2) using Rada mea-
sure [5] and the measure used to obtain the paraphrasing assessment (Tversky’s measure [5]),
obtaining 0.42 for statements (1) and (2). This result may seem too low at a first view; how-
ever, a deep analysis of the statements, lead us to consider that in (1), technically speaking,
nature refers to the main characteristics of housing benefits, while, in statement (2), strictly
speaking, point refers to the relevant characteristics of housing benefits in Ann’s case.

Table 1: Semantic field of point and nature.

TERMS CATEGORY | ITEMS
Def nature/1, quality /0.5, attribute/0.33, characteristic/0.33, abstraction/0.25, entity /0.2
Nature (gloss 1) Prim The same as Def because nature does not have hyponyms.
Sec quality/1, nature /0.5, attribute /0.5, characteristic/0.5, abstraction/0.33, entity /0.25
Other characteristic/1, quality /0.5, nature/0.33, attribute/0.33, abstraction/0.25, entity /0.2
Def selling point/1, point/0.5, characteristic/0.33, quality /0.25, attribute /0.2, abstraction/0.16, entity/0.14
Point (eloss 23) Prim point/1, selling point/0.5, characteristic/0.5, quality/0.33, attribute/0.25, abstraction/0.2, entity/0.16
Sec point/0.5, selling point/0.5, characteristic/1, quality/0.5, attribute/0.33, abstraction/0.25, entity/0.2
Other The same as Sec because point does not have meronyms or holonyms
Technically speaking (nature): nature/1, quality/0.5, attribute /0.33, characteristic/0.33, abstraction/0.25, entity /0.2
Strictly speaking (point): point/0.5, selling point/0.5, characteristic/0.33, quality/0.35, attribute/0.2, abstraction/0.16, entity/0.14
k = 0.5, simgyersky(nature, point) = - _):7m“”’;’f'zf:f;’f;fff];’:‘fﬁ"{ ) o = 0.42
- X—countmin(nature,point)+0.5( E—inz:nur”ii;(;’inrﬂ)y )+0.5( Eﬂf{’“l;IHYIi:,(’!m””m)> )
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The creation of systems which are able to automatically produce texts as if they were writ-
ten by humans is a problem which has been actively researched in the last three decades by
the discipline of natural language generation (NLG). Many NLG systems emerged over this
period for very different purposes (e.g. narrate stories, dialog in interactive systems, data
summarization, and text summarization, among others) and application domains (health, en-
vironmental information systems, industry, project management, education...).

At the same time, the use of fuzzy sets as a tool for obtaining meaningful linguistic in-
formation from data which also supports uncertainty management allowed the emergence of
the linguistic description of data subfield (primarily based on the concept of fuzzy quantified
sentence), a discipline with a similar purpose to that of NLG approaches which generate texts
from numeric data (also known as data-to-text approaches): to provide an understandable
interface between the data and the human users in the form of information expressed in terms
of natural language. However, one is aimed at the production of actual texts (data-to-text),
while linguistic description of data remains at a more conceptual level.

Both NLG and fuzzy fields were developed in a parallel and independent way, totally
unaware of each other until recent times, when interest in a potential relationship between
these disciplines was raised by researchers from the linguistic description of data subfield
[1]. This was mainly motivated by the need for a means to use effectively the fuzzy tech-
niques developed in linguistic description in practical application domains. As a result, many
researchers in this discipline have proposed practical cases where text generation has also
been considered.

While it may seem that linguistic description of data requires NLG to be viable in applied
use cases, and that this interest is not given in the opposite direction, it would be unfair
to state such thing. Actually, one of the open challenges in NLG is the management of
imprecision and uncertainty (or vagueness, which is also a very frequent word in this domain).
In this regard, fuzzy sets and derived applications such as linguistic description of data are
intuitively appropriate for this task. It is not clear why such approaches haven’t been explored
thoroughly yet, but this unawaraness may be partially explained by the opposition between
the traditional theoretical nature of the fuzzy field, more focused on its logical aspects, and
the more applied nature of NLG, focused on linguistic problems of a more empirical weight.

Nowadays, the interest on this relationship has increased and work has been made from
both sides on this respect [2, 3, 4, 5, 6]. Even so, it is not clear yet what form (or how many
forms) this relationship will take, as natural language generation involves several tasks which
can potentially be imbued with fuzzy techniques. In this regard, and taking into account the
different perspectives and backgrounds from both disciplines, we will:
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e Discuss how researchers in fuzzy sets (and especially in linguistic description of data)

can use NLG effectively and the implications of the techniques they usually employ
from an NLG point of view. In this regard, we will focus on: i) Exploring where fuzzy
quantified statements can be placed in terms of NLG tasks, ii) Providing illustrative
examples and use cases taken from the literature.

e Likewise, we will also discuss how fuzzy sets can be used for including uncertainty

management in several tasks involved in standard NLG systems. More specifically,
we will show some examples on how fuzzy set related techniques can be used for: i)
content determination, ii) lexicalization, iii) referring expression generation, iv) aggre-
gation.

e We will also address the differences between approaches in linguistic summarization

of data and NLG regarding evaluation tasks.

e The previous topics will serve to open up the discussion on another important issue in-

volved in the cross-fertilization of both fields, namely the usage of empirical techniques
to define fuzzy linguistic terms and expressions in real application contexts.
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