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Presentacion de CAEPIA 20/21

Este volumen contiene un conjunto de art culos seleccionados y revisados por pares enviados a CAEPIA 20/21,
la XIX Conferencia de la Asociacion Espanola de Inteligencia Arti cial, celebrada en Malaga, Espana, del 22 al 24
de septiembre de 2021. CAEPIA es un evento bienal espanol bien establecido sobre Inteligencia Arti cial (1A) que
comenzo en 1985. Ediciones anteriores tuvieron lugar en Alicante, Malaga, Murcia, Gijon, San Sebastian, Santiago
de Compostela, Sevilla, La Laguna, Madrid, Albacete, Salamanca y Granada.

CAEPIA es un foro nacional abierto a investigadores de todo el mundo para presentar y discutir sus ultimos
avances cient cos y tecnologicos en IA. Los autores pod an optar por cinco tipos de contribuciones: trabajos
ineditos de investigacion para un volumen en la serie Lecture Notes in Arti cial Intelligence de Springer, trabajos
ineditos de investigacion para estas actas, trabajos destacados ya publicados, proyectos de doctorado, desarrollos
de aplicaciones moviles y v deos divulgativos. La conferencia acogio tanto investigacion teorica como metodologica,
tecnica y aplicada.

Dentro de CAEPIA se organizaron varios talleres y congresos federados relacionados con los temas mas re-
levantes de la 1A: XX Congreso Espanol Sobre Tecnolog as y Logica Fuzzy (ESTYLF); XIV Congreso Espanrol
de Metaheur sticas, Algoritmos Evolutivos y Bioinspirados (MAEB); X Simposio de Teor a y Aplicaciones de la
Miner a de Datos (TAMIDA); y seis talleres. Tambien contamos con un Doctoral Consortium (DC). Este es un
foro para que los estudiantes de doctorado interactuen con otros investigadores discutiendo sus planes de trabajo y
avances en el doctorado. Como actividad adicional de IA, llevamos a cabo el 4° Concurso de Aplicaciones Moviles
con Tecnicas de IA, junto con una nueva edicion del Concurso de V deos de Divulgacion de IA.

Todas las actividades anteriores avalan la IA, y nos esforzamos por alcanzar una alta calidad en los art culos
cient cos, el DCy las competiciones. El programa cient co de CAEPIA 20/21 tambien ofrecio una v a para difundir
trabajos destacados (Key Works: KW) publicados recientemente en revistas y foros de alto impacto cient co.
CAEPIA siempre ha tenido como objetivo ser reconocida como una conferencia insignia en 1A y, por lo tanto, los
art culos fueron revisados por pares. EI numero total de env os a CAEPIA 20/21 fue de 186 (en este humero no
se incluyeron ni DC ni concursos ni presentaciones KW, que suman 83 contribuciones adicionales, y que pasaron
por un proceso de evaluacion diferente). Los revisores evaluaron la calidad general de los manuscritos presentados,
junto con la calidad de la metodolog a empleada, la solidez de las conclusiones, la importancia del tema, la claridad
de la redaccion y su organizacion, entre otros criterios de evaluacion. A partir de estas revisiones, los responsables
de area, presidentes de congresos y organizadores de talleres y sesiones especiales propusieron un numero nal de
art culos que fueron analizados y aprobados por los editores de este volumen.

CAEPIA 20/21 invito a dos investigadores de renombre internacional a impartir una charla plenaria. Nuestros
dos ponentes plenarios fueron Oscar Cordon (Inteligencia Arti cial para Antropolog a Forense e Identi cacion
Humana) y Yaochu Jin (Optimizacion Evolutiva Basada en Datos). Nuestra conferencia se celebro como un gran
evento dentro de uno aun mayor: la Conferencia Espanola de Informatica (CEDI), que tambien conto con charlas
plenarias muy interesantes.

AEPIA y los organizadores de CAEPIA 20/21 reconocieron las mejores tesis doctorales y art culos originales
en eventos federados escritos tanto por investigadores consolidados como por estudiantes. CAEPIA 20/21 tambien
tuvo como objetivo promover la presencia de mujeres en la investigacion de IA. Como en ediciones anteriores, el
premio Frances Allen reconocio las dos mejores tesis doctorales defendidas por una mujer durante los dos ultimos
anos.

Los editores de este volumen quieren agradecer a las numerosas personas que contribuyeron al exito de CAE-
PIA 20/21: autores, miembros de los comites cient cos y los comites de programa, ponentes invitados, organizadores
de eventos, gestores de medios electronicos, etc. Tambien, agradecer el trabajo incansable del comite organizador,
nuestros patrocinadores (como VRAIN en Valencia), el equipo de Springer y AEPIA por su apoyo.

Por ultimo, pero no menos importante, en nombre de los participantes de CAEPIA 20/21, Enrique Alba (presi-
dente) y Francisco Chicano (responsable de este volumen) dan las gracias a la organizacion de CEDI, la Universidad
de Malaga (sede local de la conferencia) y a toda la comunidad espanola que trabaja en IA (y sus numerosos cola-
boradores extranjeros) por hacer de este evento un verdadero exito.

Enrique Alba
Presidente de CAEPIA 20/21
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Presentacion de la Presidenta de la
Asociacion Espanola para la Inteligencia Arti cial

Es para m un inmenso honor presentaros esta nueva edicion en Malaga de la serie de conferencias CAEPIA,
en la que ademas se cierra una etapa en la que he tenido el inmenso privilegio de trabajar como Presidenta de la
Asociacion Espanola para la Inteligencia Arti cial (AEPIA).

Debemos el inicio de estas conferencias bienales en los aros 80 a un pequenRo, pero muy entusiasta, grupo de
investigadores espanoles en Inteligencia Arti cial (1A). A pesar de que en aquella epoca la 1A estaba en un momento
algido, la situacion no era comparable al momento actual, en el que nuestra disciplina se ha convertido en una de
las mas in uyentes en la nueva revolucion tecnologica que esta teniendo lugar. Ademas, hay ciertas diferencias con
entonces que auguran gque quizas, y aunque quede mucho camino aun por recorrer, esta vez la primavera puede ser
casi eterna. Hay algunos factores que han con uido para dar este estallido de vida a la A, como son la disponibilidad
de enormes cantidades de datos (uno de los alimentos de los algoritmos actuales de 1A), el abaratamiento de la
computacion en nube o la existencia de plataformas distribuidas y paralelas, que permiten el procesado rapido
y economicamente viable de esas grandes cantidades de datos. Con uye tambien un imparable cambio social, ya
que todos interactuamos constantemente con nuestros multiples dispositivos moviles, en un mundo en el que la
interconectividad es imprescindible, y aun lo es mas desde la irrupcion de la pandemia CoVid-19 en nuestras vidas.

Nuestra disciplina es la cabeza del cambio, y ello implica no solo cambios tecnologicos y sociales, sino tambien
de poder economico y geopol tico. Existe una cierta dinamica de confrontacion entre EEUU y China, en la que esta
ultima ha explicitado que su meta es convertirse en la nacion que domine el mundo en 1A en el arno 2030, mediante
una inversion masiva en I+D+1 y en pol ticas de fusion \militar-civil", aunque por el momento son las empresas
americanas las que van en cabeza. Y en este contexto, la UE se ha decidido por una tercera v a, la de intentar
fomentar y mantener su talento investigador en IA, ademas de atraer talento extranjero, y promover asimismo una
IA robusta, transparente, auditable, etica y al servicio de la humanidad, con las personas en el centro. Los diferentes
pa ses de la UE, entre ellos Espana, han elaborado Estrategias de Inteligencia Arti cial. Segun estudios de varias
consultoras, y en palabras del Presidente del Gobierno en la presentacion de la Estrategia Nacional de 1A (ENIA)
recientemente este 2 de Diciembre, la 1A ha contribuido en 2018 con unos 1700 millones de euros al PIB mundial,
y en 2030 se estima que aportara ocho veces mas, alrededor de 14 mil millones de euros, una cifra cercana a todo el
PIB actual de la UE. Es indudable que la disciplina tiene una enorme capacidad de transformacion en la econom a.

Nuestra ENIA es mas modesta que las estrategias de otros pa ses europeos en inversion, as que es mandatorio
para hacer valer nuestras fortalezas como pas. Y es en este esfuerzo colectivo donde contribuimos los cient cos
que trabajamos en los diferentes campos de la IA. En esta conferencia estaran representados muchos de los grupos
espanoles mas relevantes, aportando nuestra investigacion y nuestra capacidad de transferencia, parte de la cual
se plasma en los trabajos que se presentan tanto en las conferencias plenarias como en las diferentes sesiones, Key
notes, Workshops, etc. incluidos en esta XIX CAEPIA, que es co-ocurrente con las conferencias del XX Congreso
Espanol de Tecnolog as y Logica Difusa (ESTYLF), el XIV Congreso Espanol de Metaheur stica y Algoritmos
evolutivos y bioinspirados (MAEB), y el X Simposium de Teor a y Aplicaciones de Miner a de Datos (TAMIDA),
todos ellos co-celebrandose ademas junto con el Congreso Espanol De Informatica (CEDI). La conferencia tambien
se implica con el talento emergente, incluyendo programas para los estudiantes y los jovenes investigadores, como
es el caso del Doctoral Consortium, los Premios a los Jovenes investigadores autores de los mejores art culos, 0 a
las mejores Apps y videos divulgativos de IA. En AEPIA tambien contribuimos con acciones de genero positivas
mediante los premios Frances Allen a las mejores tesis doctorales realizadas por mujeres, en un intento de reducir
la signi cativa brecha de genero e incorporar mas talento a la disciplina, en esta ocasion agradecemos su patrocinio
en este Premio al Instituto Valenciano de Investigacion en Inteligencia Arti cial (VRAIN).

Tenemos un tejido investigador del que sentirnos orgullosos, debemos trabajar para mantener, retener y atraer
talento, una de las materias primas fundamentales para abrazar el futuro. En esta XIX CAEPIA aportamos una
muestra de nuestra contribucion a esa apuesta de futuro.

Amparo Alonso Betanzos
Presidenta de AEPIA
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Ponentes Plenarios

Oscar Cordon
Instituto Andaluz Interuniversitario en Ciencia de Datos e Inteligencia
Computacional (Instituto DaSCl)

Oscar Cordon fue el Director Fundador del Centro de Enseranzas Virtuales (2001-
05) y Delegado de la Rectora para la Universidad Digital (2015-19) de la Universidad de
Granada (UGR). Fue uno de los investigadores fundadores del European Centre for Soft
Computing (2006-11), siendo luego contratado como Investigador A liado Distinguido
hasta diciembre de 2015. En la actualidad es Catedratico de Universidad en la UGR.
Durante mas de 25 anos, ha impulsado programas de investigacion y transferencia en
fundamentos y aplicaciones de inteligencia computacional con un gran reconocimiento
internacional. Ha publicado mas de 380 contribuciones cient cas, incluyendo un libro
de investigacion sobre Genetic Fuzzy Systems (con mas de 1400 citas en Google Scholar)
y 112 art culos de revista JCR-SCI (68 en Q1 y 38 en D1), ha dirigido 19 tesis doctorales
y coordinado 37 proyectos y contratos de investigacion (con un presupuesto global de mas de 9Me). A fecha de
mayo de 2021, sus publicaciones han recibido 5422 citas (H-index=39), estando incluido en el 1% de investigadores
mas citados en el mundo (fuente: Web of Science); con 14687 citas y H-index=58 en Google Scholar. Tambien tiene
una patente internacional en explotacion sobre un sistema inteligente para identi cacion forense, comercializada en
Mexico y Sudafrica.

Ha recibido el Premio de Jovenes Investigadores de la UGR (2004), el Premio IEEE CIS Outstanding Early
Career Award (en su primera edicion, 2011), el Premio Nacional de Informatica ARITMEL (2014) por la Sociedad
Cient ca de Espana, el IEEE Fellow (2018) y el IFSA Fellow (2019). Fue miembro del Grupo de Expertos que
desarrollo la Estrategia Espanola de I1+D+I en Inteligencia Arti cial para el Ministerio de Ciencia, Innovacion
y Universidades (2018-19). Es o ha sido Editor Asociado de 19 revistas internacionales, siendo reconocido como
Outstanding Associate Editor de IEEE Transactions on Fuzzy Systems (2008) y de IEEE Transactions on Evolu-
tionary Computation (2019). Desde 2004, ha ocupado distintos puestos de representacion en EUSFLAT e IEEE
Computational Intelligence Society.

En la actualidad investiga en inteligencia arti cial para identi cacion forense (en colaboracion con el laboratorio
de Antropolog a F sica de la UGR y varios laboratorios forenses y cuerpos y fuerzas de seguridad internacionales)
y en modelado basado en agentes y analisis de redes sociales para marketing (en colaboracion con ROD Brand
Consultants en proyectos para CAPSA, Mercedes, Jaguar-Land Rover, EI Corte Ingles, Telefonica, Samsung, Coca
Cola Europa, Cola Cao, WiZink,...).

Inteligencia Arti cial para Antropolog a Forense e Identi cacion Humana

Los metodos de identi cacion forense basados en el esqueleto empleados por antropologos, odontologos y patolo-
gos representan el primer paso en cualquier proceso de identi cacion humana (ID) y la ultima oportunidad de
identi cacion de la v ctima cuando no puede aplicarse el analisis de ADN o de huellas dactilares. Incluyen metodos
como la estimacion del per | biologico (BP), la radiograf a comparativa (CR), la superposicion craneofacial (CFS) y
la comparacion de registros dentales. La BP implica el estudio de restos oseos para encontrar rasgos caracter sticos
(edad, sexo, estatura y ascendencia) que ayuden a determinar la identidad del individuo. Desempena un papel
crucial en la reduccion del rango de coincidencias potenciales durante el proceso de ID, antes de la con rmacion
mediante una o mas tecnicas de ID. La CR considera la comparacion ante-mortem (AM) y post-mortem (PM) de
diferentes huesos y cavidades (senos frontales del craneo, clav culas, rotulas,...) que han demostrado ser utiles para
la identi cacion positiva por su individualidad y singularidad. La CFS tiene como objetivo superponer un craneo
con algunas imagenes AM de un candidato para determinar si corresponden a la misma persona.

Sin embargo, los profesionales todav a emplean un paradigma de observacion utilizando metodos subjetivos
introducidos hace muchas decadas basados en la descripcion oral y documentacion escrita de los hallazgos obteni-
dos y la comparacion manual y visual de los datos AM y PM. El disero de metodos sistematicos, automaticos y
con ables para apoyar al antropologo forense en la aplicacion de BP, CFS y CR, evitando el uso de procedimientos
manuales subjetivos, propensos a errores y que consumen mucho tiempo, es una necesidad para mejorar la iden-
ti cacion forense. El uso de inteligencia arti cial, en particular inteligencia computacional (algoritmos evolutivos,
conjuntos difusos y aprendizaje profundo), vision por ordenador (registrado de imagenes 3D-2D y procesamiento de
imagenes) y aprendizaje automatico explicable es una forma muy adecuada para lograr este objetivo. En esta charla
presentaremos tres sistemas inteligentes para CFS, CR y estimacion de la edad de la muerte a partir del esqueleto,
desarrollados en colaboracion con el Laboratorio de Antropolog a F sica de la Universidad de Granada en el marco
de un proyecto de investigacion desarrollado en los ultimos quince anos. Uno de estos sistemas esta protegido por
una patente internacional explotada por Panacea Cooperative Research y esta comercializado en diferentes pa ses.
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Yaochu Jin
Universidad de Surrey, Reino Unido

Yaochu Jin se licencio, estudio y se doctoro en la Universidad de Zhejiang (Hangz-
hou, China) en 1988, 1991 y 1996, respectivamente, y obtuvo el t tulo de ingeniero de
la Universidad del Ruhr (Bochum, Alemania) en 2001.

En la actualidad es profesor distinguido de Inteligencia Computacional en el Depar-
tamento de Informatica de la Universidad de Surrey, Guildford, Reino Unido, donde
dirige el Grupo de Computacion e Ingenier a Inspirada en la Naturaleza. Ha sido \Fin-
land Distinguished Professor''de la Universidad de Jyvaskyla (Finlandia), \Changjiang
Distinguished Visiting Professor''de la Universidad de Northeastern (China) y \Distin-
guished Visiting Scholar'de la Universidad Tecnologica de Sydney (Australia). Recien-
temente, el Ministerio Federal de Educacion e Investigacion de Alemania le ha conce-
dido la \Catedra Alexander von Humboldt de Inteligencia Arti cial”. Sus principales
intereses de investigacion son la optimizacion evolutiva asistida por datos, el aprendi-
zaje automatico able, el aprendizaje evolutivo multiobjetivo, la robotica de enjambre y los 5|stemas evolutlvos de
desarrollo.

El Dr. Jin es actualmente editor jefe de IEEE Transactions on Cognitive and Developmental Systems y de
Complex & Intelligent Systems. Fue conferenciante distinguido del IEEE y vicepresidente de la Sociedad de Inteli-
gencia Computacional del IEEE. Ha recibido el premio al mejor art culo de 2018 y 2020 de IEEE Transactions on
Evolutionary Computation, el premio al mejor art culo de 2014, 2016 y 2019 de IEEE Computational Intelligence
Magazine y el premio al mejor art culo del Simposio de IEEE sobre Inteligencia Computacional en Bioinformatica
y Biolog a Computacional de 2010. Esta reconocido como Investigador Altamente Citado en 2019 y 2020 por el
Grupo Web of Science. Es miembro de IEEE.

Optimizacion Evolutiva Basada en Datos

Muchos problemas de optimizacion del mundo real no tienen funciones objetivo anal ticas y las evaluaciones
de los objetivos deben basarse en costosos calculos o experimentos f sicos. Estos problemas de optimizacion se
conocen como problemas de optimizacion basados en datos. Esta charla ofrece una vision general de la optimizacion
evolutiva asistida por datos de sistemas complejos. Comenzamos con una breve introduccion a las ideas basicas de la
optimizacion evolutiva basada en datos, seguida de estrategias avanzadas de gestion de sustitutos que hacen uso de
tecnicas avanzadas de aprendizaje automatico como el aprendizaje semisupervisado, el aprendizaje de transferencia
y el aprendizaje de conjunto. Se expondran ejemplos del mundo real, desde la optimizacion del disero de ingenier a
hasta la busqueda de arquitecturas neuronales.
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Multiple fuzzy Sugeno A-measures in networks.
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Abstract—In this paper we take up the community detection
problem based on fuzzy measures. We focus on the existence of
a family of vectors which define some additional information
about the individuals of a network, from which we obtain
multiple fuzzy Sugeno A-measures. We introduce a new knowl-
edge representation model, which combines the information of
those fuzzy measures with a crisp graph: the multi-dimensional
extended vector fuzzy graph. We suggest a particular application
of it, devoted to the community detection problem. To solve
it, we define a method, based on the consideration of the
multi-dimensional weighted graph associated with multiple fuzzy
measures.

Index Terms—Fuzzy measure, Sugeno A-measure, Community
detection problem, Extended vector fuzzy graph, Weighted graph
associated with a fuzzy measure

I. INTRODUCTION

The community detection problem is one of the most important
topics in the field of Social Networks Analytics (SNA). Clas-
sical methods have their basis on the structure of the graph,
an assumption which has provided good results. Nevertheless,
in the last years, some authors have agreed on the impor-
tance of adding some additional information apart from the
graph when dealing with SNA problems, particularly, when
finding communities in a network. Different approaches can
be found. Particularly, Gutierrez et al. have been working in
the incorporation of some additional information modeled by
fuzzy measures to enrich the process [1]-[3].

We take up the idea introduced in [4] of finding com-
munities by considering the additional information modeled
by a vector, for example, the ratings of a film given by a
group of people connected among them. Several synergies
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among individuals may appear from the ratings, modeled by a
fuzzy Sugeno A—measure [5], [6], so the community structure
may be affected. Draw from this initial assumption, now we
suggest the management of multiple vectors. For example,
imagine each vector represents the interest of a group of people
regarding an activity, so that one vector is about sports, another
about music or literature, and so on. From these interests, there
may appear different synergies among the people, which will
be represented by a multi-dimensional family of fuzzy Sugeno
A-measures, obtained from mentioned vectors. To handle these
fuzzy Sugeno A-measures, it is defined the multi-dimensional
weighted graph associated with them (vector MAGW). It
represents the synergies among individuals regarding the infor-
mation given by the vectors. This tool has a many application
in any SNA problem. Particularly, we will use it to address a
community detection problem with additional information.

On the other hand, as a generalization of the extended vector
fuzzy graph [4], we define the multi-dimensional extended
vector fuzzy graph (MEVFG), which combines the knowledge
of a crisp graph with that of multiple fuzzy Sugeno A-measures
obtained from vectors. On its basis, we approach a community
detection problem based on fuzzy measures. We define an
algorithm inspired by the Louvain method. It is based on
modularity optimization [7] and local moving [8]. We also
propose a specification of it to deal with 1-additive measures,
situation in which the proposed algorithm is polynomial-time
complexity.

The remainder of the paper is organized as follows. In
Section Il we provide several useful definitions which will be
used later. Then, in Section I11 we address an scenario in which
there are multiple fuzzy measures defining some information
about a graph. The starting point is the existence of a family
of vectors, each of which defines an evidence about the
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individuals of the graph, i.e. the nodes. After that, we propose a
particular application of the multi-dimensional extended vector
fuzzy graph devoted to the community detection in Section V.
We conclude the work in Section V with some conclusions and
future research lines.

Il. PRELIMINARIES

In this section we show several definitions which set the
basis of this paper. We start with the definition of a graph
or network, a tool which set the basis of this work.

Definition 1. Graph / Network [9].

A graph or network is a pair G = (V,E) where V =
{1,2,...,n} is a set of individuals named nodes or vertices,
and E = {{i,j} | i,j M} is a non ordered set of pairs of
nodes, named edges or arcs.

Another way to characterize a graph is by means of its ad-
jacency matrix. This matrix, usually denoted by A, represents
the direct connections between the nodes, in the sense that
Aij = 1if {i,j} [H, and A;; = 0, otherwise.

On the other hand, we will consider non-weighted graphs,
(and edge exists or not, so Ajj = 1 or Aj; = 0), and weighted
graphs. In this case, there is a weight function defined on the
set of edges, w : E - R, so there is a weight or value assigned
to each edge. In this scenario, Ajj = wij, where w;j is the
weight of the edge {i,j} CH.

Besides the graphs, the cornerstone of this paper is the
use of fuzzy Sugeno A-measures [4], functions to which we
force to be fuzzy measures [6] and Sugeno A-measures [5].
Particularly, we focus on this type of functions when they are
obtained from a vector.

Definition 2. Fuzzy Sugeno A-measure obtained from a
vector (Ux,p) [4].

Let X = (X1,...,Xn) denote a vector defining any evidence

about the elements of the n-set V, where x; =0 OdLet p [

(0, 1] denote a parameter. The function py  is fuzzy Sugeno
A-measure obtained from a vector, and it is characterized as
follows:

Mep(i) = ER9 [TV
andl

Ux,p(A [Bl) = Ux,p(A) + Ux,p(B) + )\Ux,p(A)Ux,p(B)-
[AlIB [V] I’f‘ﬁﬂ AnB = [and
A+l= o (1 + Alxp(i))

To simplify the visualization and understanding of the
relations defined by pi. p, we will suggest the definition of the
weighted graph associated with it. To characterize this graph,
we consider the Shapley value. It is an essential tool in the

frame of Game Theory which was also adapted to the fuzzy
measures background.

Definition 3. Shapley value [10].

Let pu:2Y - [0,1] denote a fuzzy measure, where [V| = n.
For every i [\ its Shapley index is calculated as:

- K- )IK]!

Shi (W) = ol

(M(K Hi}) — u(K))

K LV X{i}

The Shapley value of the fuzzy measure u: P(V) - [0,1]
is defined by the vector Sh (i) = (Shy (W), ..., Shn (L)).

Hence, on the basis of the Shapely value and considering an
aggregation operator, we recall the concept of weighted graph
associated with a fuzzy measure [11], adapted for the scenario
in which the fuzzy measure is obtained from a vector [4]. This
graph is a tool which represents the synergies and relations
between every pair of elements of the set V, according to the
knowledge modeled by py p.

Definition 4. Weighted graph associated with px p, Gy, ,
(AWG of vector) [4].

Let V denote a n-set, and let x denote a n-vector defining
any evidence about the elements of V. Let p , denote the
fuzzy Sugeno A-measure obtained from x. The weighted graph
associated with Uy p, Gy, ,, (AWG of vector) is that whose
adjacency matrix is:

Ij - .
Xii =@ Shi(ux,p) = Shi (Hx,p), Shj (Hx,p) — Shj(kx,p)
1)
being ¢ [-1,1]> - [0,1] a bi-variate aggregation
operator [12]; Shi(Hx,p) and Shi(ux,p) the Shapley values
of i on px when it is in a coalition with all the elements of V
or V\{j}, respectively [10].

1

For every pair of elements of V, the AWG represents how
each individual is affected by the absence of the other in a
coalition regarding pix,p.

The calculation of the Shapely value may be hard for
general fuzzy measures; nevertheless it is much easier for
additive fuzzy measures. In [4] it was demonstrated that py o
is a fuzzy Sugeno A-measure. Particularly, when p = 1, it is
1-additive [13] (denoted by p2). To facilitate the calculation of
the Shapley value when defining the weighted graph associated
with i p, we focus on this scenario.

To end this section, we present another tool which plays
an essential role to address the community detection problem
based on fuzzy measures is the extended fuzzy graph, firstly
introduced in [11] and then adapted to the particular case of
fuzzy Sugeno A-measures in [4].
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Definition 5. Extended vector fuzzy graph (EVFG) [4].

Let G = (V,E) denote a crisp graph and let x denote a
vector, so that p.p is the fuzzy Sugeno A-measure obtained
from x. The triplet 1= (V, E, Mx,p) is an extended vector
fuzzy graph, (EVFG).

In the framework of networks analysis, we assume the ex-
istence of several information sourcqiﬁbout thehpdes of the
graphs, given by a family of vectors, , X", so that each
of them defines (independently) an ewdence about the indi-
viduals of a set. From these family of vectors, we characterize
the fuzzy Sugeno A-measures [4] Pyt p1, ..., Hxr pr.

MULTIPLE FUZZY SUGENO A- MEASURES IN A GRAPH

For a proper understanding and visualization of these fuzzy
measures, we suggest the definition of the corresponding
multi-dimensional weighted graph associated with them. It is
a generalization to a multi-dimensional scale of the weighted
graph associated with a fuzzy Sugeno A-measure obtained
from a vector (AWG of vector).

Definition 6. Multi-dimensional weighted graph associated
with a family of fuzzy Sugeno A-measures (vector MAWG).

Let % . I:(Ijenote a family of vectors; each one defines
@ evidence aboutthe elements of a set V. with |[V| = n.
My p1, ..., dxr pr denote the fuzzy Sugeno A-measures ob-
tained from these vectors. The multi-dinpensional weighted
graph associated with—ixa, p1 Iﬁ(r pr Is that whose ad-
jacency matrices are X1, . , being X =the adjacency
matrix of the AWG of uxq,mwhere IIﬂ: 1,...,r, g V]
1 1
X{7= 0 Shi ey — SH (erp o Shj (W ph— Sh (uxu,é,q(z)
being ¢ : [-1,1]? - [0,1] a bi-variate aggregation operator
[12]; Shi(px,p) and Sh! ik p) the Shapley indices of i on pix
when it is in a coalition with all the elements of V or V\{j},
respectively [10].

Then, we define a knowledge representation model which
combines the information provided by a crisp graph with some
additional information independent of its structure which is
modeled by some vectors.

Definition 7. Multi-dimensional extended vector fuzzy graph
(MEVFG).

R,

Let G = (V, E) denote a crisp graph, and let x-*,...,x"

Let us note that the MEVFG goes further than other existent
tool: it allows the characterization of several synergies among
the individuals, regardless their connections in the crisp graph.
Furthermore, due to the properties of the fuzzy Sugeno A-
measures, some relations between elements can be inferred
from the knowledge about some individual evidence.

IV. COMMUNITY DETECTION PROBLEM IN A
MULTI-DIMENSIONAL EXTENDED VECTOR FUZZY GRAPH

The MEVFG has numerous applications. In this paper we take
up the idea introduced in [4] related to community detection
in graphs according to the existence of a fuzzy Sugeno A-
measure. Now we work with themulti-dimensionglgxtended
vector fuzzy graph &2 V,E, Py pr, ..., Hxrpr  Obtained
from the comblnwn of a (ﬁp graph G = (V,E) and a
family of vectors , X" defining additional information
about the elements oty, from which g define the fuzzy
Sugeno A—measures Uy p1, ..., Hxr pr . We agree that, the
more information is analyzed, the more cohesive and realistic
are the groups detected.

The proposed methodology, named Multi-dimensional
Sugeno Louvain, is based on the Louvain Algorithm [14]. The
main point of our algorithm is to summarize all the knowledge
of the MEVFG into two matrices: the adjacency matrix of the
crisp graph, A, represents the direct connections between the
nodes (edges), and X summarlﬁlthe add@nal information
given by the family of vectors

- Step 1: definition of thg vector MAWG [Given the fuzzy

ENO A-FRGAsUres |ixypt, - - -, Hypr Obtained from

xt, .. .x", matrices X1!,...,X" have to be defined
according to equation (2).

- Step 2: information aggregation. Matrices X1,..., X"
are aggregated to obtain the matrix X. The aggregation
function @ : M" - M is used, being M the set of
quadratic n-matrices. Particularly, we suggest the use
of a matrix aggregator based on the classical aggrega-
tion opqr_a,tors with “glgment to element” transformation:
X=¢ X1, ... X"

After this aggregation process, the method Duo Louvain,
summarized by its pseudo-code in the Algorithm 1, has to
be applied (see [15], [16] for more details), considering the
matrix M = 8 (A, X), being 8 : M?> - T an aggregation
function. That method can consider the information of two

] matrices when finding communities in a graph (A is used to

find “feasible” communities, and any other matrix to calculate

denote a family of vectors so that each gfjthem defines any— the maximum of modularity). Note that the notion of group

evidence about the elements of V. Let [y p1,..., Hxrpr

and its size depend on the operator ® considered [16]. The

denote t\q_ellfamlly offyzzy SugenoArmeasyres obtained fropp; new community detection method defined to find groups in a

vectors " . Then, V,E Wy pt,...,Hxrpr
isa multl-dlmensmnal extended vector fuzzy graph, (MEVFG).

multi-dimensional extended vector fuzzy graph is summarized
in the Algorithm 2 and it is named Multi-dimensional Sugeno-
Louvain.
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Algorithm 1 Duo Louvain

Algorithm 2|J§4Iu]m] dlmen5|orr1a||§ygeno Lowquln

1

1 Input: (A, M); 1 Input A, xh.xT, ph...pt . A represents
2: Output: P; = (V,E);
3: Preliminary 2: Output: P;
4: Cj « {i}, IV (ech node i is an isolated community); 3. Preliminary
5: P « (4,2,...,n) (initial partition); 4: for (== 1) to (r) do
6: end Preliminary 5:  Calculate iy pe(fuzzy Sugeno A-measure from x5
7: Phase 1 ) | 6 X 0 Shi(u = Sh (1, 08 (M — Shj (o)
8. Take 0 = o%,...,0',...,0" [mV); L O,
9: stop « O; 7. end for — O
10: while (stop == 0) do 8: X o X1, X"
11:  stop « 1 o: < 0(A, X),
12:  for (i=1) to (n) do 10: end Preliminary
13: (e1,...,en) — H(0") (find the neighbours of o' in  11: P — Duo Louvain(A, M);
A); 12: return(P);
14: for (j =1) to (h) do
15: Calculate AQyi(gj) in M;
16: end fo
17: it 'e:Id AQ,i(iH'= max I%IQ i(e|j||§'I
. : : [¢] L h} o ’
ig if (CApi?;(quC‘; (2?){2%?}; The exponential complexity concerning the Shapley value
. may be avoid by considering additive fuzzy measure.
20: c ral Crgry L8} Then, we suggest a specific application of the Multi-
21: Po «PGY dimensional Sugeno-Louvain Algorithm, named 1-additive
22: stop ~ O; Multi-dimensional Sugeno Louvain, which involves a par-
23: end if ticular 1-additive characterization of Py denoted by
24:  end for ME On this basis, the calculation of the Shapley in-
25: end while dex is immediate from vector x™as follows: Shi(ug) =
26: end Phase 1 J%?X—Q and Shl(ua) = J?——fijx—q Then, the complexity
27: Phase 2 k=1 K=t
28: Calculate A™from A (nodes of A™4re the communities of the method 1-additive Multi-dimensional Sugeno-Louvain
previously found in A); (its pseudo-code is showed in Algorithm 3), whose only
29: Calculate M “from M (nodes of M Tdre the communities ~ difference with respect to the Multidimensional-dimensional
previously found in M); Sugeno-Louvain is the calculation of X ~{line 6) in pseudo-
30: if (A8 A) then code is equal to the Louvain Algorithm.
3 A< A
322 M« ME]
33:  Apply Phase 1 and Phase 2;
34: end if
35: end Phase 2 Algorithm ;}-qdqitive Mullr_i;glimensional Sugeno Louvain
36: return(P); 1: Input: A, xXh...xT L Aisa representation of G =
(V,E);
2: Output: P;
3: Preliminary
4: for (IE: 1) to (r) do O O
5: - cp{lﬂifﬁ. h-::"%j It o etk
SR
6: end forD O
72X« ® X X
8 M < 8(A, X),
9: end Preliminary
10: P~ Duo Louvain(A, M);
11: return(P);
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Example 1.

We consider graph G = (V, E) whose nodes are connected as
a chain of size 12, as it can be seen in matrix A.

1 -
0 1000 0O0O0O0GOO0OTO0
[+ 0o 1. 0 0 00 00 00 0
6] 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 4
o 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
6] 0 0 1 01 0 0 00 0 0 [

A=fF# 0001010000 0
6] 0 0 0 01 0100 0 0 |
6] 0 0 0 0 01 0 1 0 0 0 [
o] 0 0o 0 0 0 01 0 1 0 0
6] 0 0 0 0000 1 0 1 0
ol o ooo0oo0o0o0o0 1 0 1
000 0O0OOUOUOUO0TU10
Fig. 1. Adjacency matrix of graph G = (V, E)

There exist 4 vectors of additional information, defining
some evidences about the elements of V,

- x1=(9,9.5,10,1,05,1,9.5,8,10,1,1.5,1)

- x2=(10,9.5,9,1,0.5,1,9,9,9.5,1.5,2,0.5)

- x3=(9.5,85,10,15,1,1,10,9.5,9.5,0.9,1,1)
- x4=(9,9.5,10,1,1,1,10,9.5,9,0.5,1,1)

Each vector represents the opinion (ratings) of 12 people
about a films.

From vectors I%k,xz,x:“,x“l,:lwe defipe the family ¢fy
1—additive fuzzy Sugeno A—measures WS, U3z, USs, US4 -
The adjacency matrices of the corresponding vector MAWG
are (X1, X2, X3, X*%), showed in the Figure 2.

We accept that there are more synergies between
those people who have similar preferences. Any
classical community detection algorithm based
on modularity optimization provides the partition
P = {{1,2,3,4},{5,6,7,8} {9, 10,11, 12}}. Nevertheless,
if the additional information is considered, the partition
provided by the Multi-dimensional Sugeno-Louvain 1-additive
is P* = {{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},{10,11, 12}}, which
respect the synergies between the elements (showed in
matrices X1, X?, X3, X4, whose highest values are bold),
as well as the structure of the crisp graph established by the
edges.

260 274
292

292

260
277
292

215
227
239

274
292
310

N —
(I

Xl=_1
10000 277 292 227 292
227 239 227 239
292 310 292 239
1 —
287 269 269 269 287
7 256 256 256 272
9 256 242 242 256
X2=_1
70000 9 256 242 242 256
9 256 242 242 256
7 272 256 256 256
— | -
232 278 278 264 264
2 244 244 232 232
8 244 295 278 278
X3=_1
70000 8 244 295 278 278
4 232 278 278 264
4 232 278 278 264
— —
256 269 269 256 242
6 287 287 272 256
9 287 305 287 269
X4=_1
10000 9 287 305 287 269
6 272 287 287 256
2 256 269 269 256

Fig. 2. Adjacency of the vector MAGW of (M2;, p2;, U35, M2,)

V. CONCLUSIONS

In this paper we address a new perception of the community
detection problem in networks. In a multi-dimensional scale,
we suggest the inclusion of some additional information de-
fined by a family of vectors to the process of finding groups in
a crisp graph. We assert that, the more information is analyzed,
the more realistic the results obtained.

In the particular context of fuzzy Sugeno A-measures, we
introduce two new tools which facilitates the handling of a
family of them. The first one is the multi-dimensional weighted
graph associated with multiple fuzzy Sugeno A-measures, a
representation tool which shows the synergies between every
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pair of elements regarding the knowledge modeled by the
measures considered.

On the other hand, for an scenario modeled by a crisp
graph G = (V,E), about whose nodeqjlher is [seme
additional information defined by vectors x*,...,x" , we

definethe mujti-dimensional exignded yegtor fuzzy graph—

(E: V,E, |J-x1,p1: <oy Mxrpr being le,plv <oy Mxr pr
the fuzzy Sugeno A-measures obtained from those vectors [4].

On the basis of this tool, we approach the community
detection problem based on multiple fuzzy measures. We
define a new algorithm, Multi-dimensional Sugeno Louvain,
which has two main points: (1) an aggregation process to
summarize all the knowledge modeled by G-iAto two matrices;
(2) the application of the Duo Louvain Algorithm. We suggest
a particular application of that algorithm to use 1-additive
fuzzy measures, so that the calculation of the Shapley value
is immediate. So, we can affirm that the complexity of the
1-additive Multi-dimensional Sugeno Louvain Algorithm is
equal to the Louvain Algorithm.

At the moment, we are currently working on the evaluation
and testing of the proposed methodology. To carry on with it,
we will differentiate two different steps. The first one, will
be devoted to the consideration of synthetic networks. We
will apply our algorithm in several benchmark models [17],
then we will consider the Normalized Mutual Information
(NMI) [18] to evaluate the results obtained. After that, we
will work with some real cases. We are particularly interested
in analyzing the data obtained from Social Networks, such as
Twitter or Facebook.

The testing process is still in early stage, but the preliminary
results we have obtained are very promising on the goodness
of the proposed method.
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Resumen—Los algoritmos de clasificacion actuales han alcan-
zado una gran popularidad debido a su eficiencia para generar
modelos capaces de resolver problemas de alta complejidad. En
particular, son los algoritmos denominados de caja negra los
que mejores resultados ofrecen, ya que se benefician de esta
enorme cantidad de datos para aprender modelos cada vez méas
precisos. Sin embargo, su principal desventaja frente a otros
algoritmos mas simples, p.e. un arbol de decision, es la pérdida
de interpretacion tanto del modelo como de las clasificaciones
individuales, lo que supone un grave inconveniente de cara a
muchas aplicaciones en las que proveer una explicacion es hoy
dia recomendable, e incluso obligatorio. Una préactica habitual es
construir un modelo explicable que mimetice el comportamiento
del clasificador mas complejo en la zona circundante a la
instancia a explicar.

Sin embargo, la generacion de explicaciones en estos modelos
de caja blanca tampoco es trivial, lo que ha generado una intensa
investigacion en torno a ellos. Es habitual generar dos tipos de
explicaciones, factuales y contrafactuales, que se complementan
para informar al decisor por qué se ha clasificado la instancia en
una determinada clase o categoria. En este trabajo proponemos la
definicion de explicaciones factuales y contrafactuales en el marco
de los arboles de clasificacion difusos, en los que al contrario
de su contraparte crisp una instancia puede disparar mas de
una rama. Nuestra propuesta se centra en definir explicaciones
factuales que contienen mas de una regla, en contraposicion al
estandar habitual que se limita a incluir una Gnica regla en la
explicacion factual. Ademas, introducimos la idea de explicacion
factual robusta y la generacion de explicaciones contrafactuales
a partir de la clasificacion realizada y la explicacion factual
generada, que puede tener mas de una regla.

Index Terms—Inteligencia artificial explicable (XAl); Logica
difusa; Arboles de decision difusos; Explicaciones factuales;
Explicaciones contrafactuales; Robustez.

I. INTRODUCCION

La gran capacidad de decision de los algoritmos modernos
de clasificacion ha originado un enorme incremento en la
variedad de campos en los que se estan aplicando dichos
algoritmos. Problemas que hasta recientemente necesitaban
obligatoriamente la intervencion de un experto (0 un sistema
experto, con la complejidad y especificidad que este requiere)
se estan resolviendo mediante la aplicacion de técnicas que se
aprovechan de la gran cantidad de datos que se pueden recoger
para aprender de manera automatica un clasificador capaz de
resolver el problema.

Sin embargo, a pesar de que estos algoritmos estan alcan-
zando cotas de precision cada vez mas altas, lo hacen a costa
de la interpretabilidad final para el usuario. ElI razonamiento

que realizan estos sistemas es cada vez mas complejo, lo
que crea una necesidad de tener una creencia ciega en estos
sistemas. En ciertos ambitos criticos, esta creencia ciega no es
suficiente para motivar el uso de este tipo de clasificadores.
Este hecho se ve también refrendado por la legislacion, p.e. el
derecho a la explicacion, incluido en la Regulacion General
de Proteccion de Datos aprobada por la Unibn Europea [1],
gue no solo afecta a humanos sino también a técnicas de
inteligencia artificial y sistemas informaticos.

Para atender las necesidades comentadas, surje la Inteli-
gencia Artifical Explicable (XAl), una linea de investigacion
en auge que se centra en explicar aquellos modelos y siste-
mas que por sus caracteristicas no resultan interpretables por
un usuario. Dado que normalmente este tipo de algoritmos,
denominados de caja negra, son los que mejores resultados
obtienen en los distintos problemas, es especialmente intere-
sante desarrollar sistemas capaces de explicar sus decisiones.
En este sentido, los métodos agnosticos [2]-[4] explican la
decision realizada por un modelo complejo (habitualmente
de caja negra) mediante la construccion de un modelo mas
sencillo de explicar que mimetiza al modelo complejo en la
vecindad de la instancia cuya clasificacion debe ser explicada.

Sin embargo, incluso cuando se construyen modelos de caja
blanca, la generacion de la explicacion no es trivial, si no
que es habitual generar explicaciones de distinto tipo: que
indican por qué se ha clasificado en una determinada categoria
(explicaciones factuales) y que indican por qué no ha sido cla-
sificada en otra categoria (explicaciones contrafactuales) [5].
Existen distintas definiciones para este tipo de explicaciones
en funcion del formalismo utilizado: arboles de decision [4],
[6], regresion [2], clasificadores probabilisticos [7], [8], etc.

En este trabajo nos centramos en el uso de clasificadores
basados en arboles de clasificacion difusos [9], en los que al
contrario de sus homénimos crisp, una instancia puede dispa-
rar mas de una regla. Parece razonable que si p.e. dos reglas
difusas (extraidas del arbol) se disparan con similar grado
de importancia (activacién), ambas puedan ser usadas para
explicar la clasificacion, en lugar de seleccionar Gnicamente
una de ellas. Partiendo de esta premisa nuestra contribucién
en este articulo se centra en la definicion de explicaciones
factuales que puedan contener, en caso de necesidad, mas de
una regla difusa. A partir de estas definiciones planteamos el
concepto de robustez de una explicacion factual y la genera-
cion de explicaciones contrafactuales a partir de la instancia
a clasificar y la explicacion factual (posiblemente no unitaria)
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generada.

1. DEFINICION DEL PROBLEMA

Consideremos un problema de clasificacion supervisada,
que consiste en asignar una clase c; perteneciente a un
conjunto predefinido C = {c1,...,Cm} a una instancia x. Sea
esta instancia X = (Xg,...,Xn) Una configuracion de valores
sobre n variables predictoras, X, ..., Xn.

Asumamos que asociada a cada variable predictora X; hay
una variable difusa (linguistica) Fi = {vi1 ..., Vi, } definida
mediante una particion de Ruspini de k; conjuntos difusos
ordenados. Utilizaremos v;j para referirnos indistintamente
tanto al conjunto difuso como a la etiqueta lingliistica asociada
al mismo. Dado un valor 6 Cddbm(X;), sea

Hi(8) = (Mi,2(8), ..., Hik; ()

ig de & a los ki conjuntos
isiHij(®) = 1 (Figura 1).

el vector de grados de perte
difusos de Fj. Notese que
Definimos

() = arg max pi(d),
como el indice correspondiente al conjunto difuso al que &

tiene mayor grado de pertenencia. En concreto, Wiz, (8) es el
grado de pertenencia del valor & en F; para el conjunto v;j z,.

Muy Bajo Bajo Medio Alto Muy Alto
1

Vit Vi2 Vis Vis

Figura 1. Ejemplo de particion de Ruspini con 5 conjuntos difusos para
la variable i-ésima. Se muestran los conjuntos difusos vj j y las etiquetas
lingliisticas.

Por @ltimo, sea T un arbol de decision difuso aprendido
a partir de un conjunto de datos de entrenamiento TR =
{0, ... xh, ¢}, donde N es el nimero de instancias
y ¢ [T es la clasificacion (categoria o clase) asociada a
cada instancia.

Nuestro objetivo es obtener una explicacion e = [R¢, Reg [

para la instancia x a partir de las reglas' que se extraen del
arbol T, donde R¢ es una explicacion factual y Rc¢ €s una
explicacion contrafactual.

I1l. ESTADO DEL ARTE

I11-A.  Explicaciones factuales y contrafactuales para clasifi-
cadores difusos

En [6] se propone un método para generar explicaciones
factuales y contrafactuales a partir de arboles de decision
tanto crisp como difusos. En ambos casos la explicacion
factual contiene una Gnica regla y se genera una explicacion
contrafactural por cada categoria distinta a la predicha como
clasificacion.

1De forma mas general se podria extender a un conjunto de reglas difusas.

A la hora de extraer los factuales, los autores consideran el
arbol como una serie de nodos unidos por aristas pesadas. En
un arbol crisp, la arista tendra un peso binario, mientras que
en un arbol difuso tendra un valor real entre 0 y 1 (segln el
grado de activacion de la instancia con el nodo). Estos nodos
y aristas generan caminos desde la raiz hasta las hojas, cada
uno con un peso asociado segn el valor de las aristas que
lo compongan. Finalmente, para obtener el factual los autores
utilizan un a-corte en los caminos generados, de tal manera
que todos los caminos con un peso menor que o se eliminen.
Asi, garantizan que s6lo existe un Gnico factual en un arbol
difuso, de igual manera que en el caso crisp existe un Gnico
camino desde la raiz hasta la hoja que clasifica un ejemplo.

En cuanto a las explicaciones contrafactuales, existen m—1
explicaciones donde m es el nimero de clases. En particular,
una explicacion contrafactual es un camino desde la raiz del
arbol hasta una hoja que tenga una clase distinta a la de la
instancia a explicar.

I11-B. Arboles de Decision Difusos

En [9] se describe un método que primero genera de manera
automatica los conjuntos difusos que se utilizaran y poste-
riormente el proceso de aprendizaje del arbol usando dichos
conjuntos. En este trabajo consideramos los arboles producidos
por este algoritmo como clasificadores cuya inferencia se
pretende explicar.

Dado un arbol T ya entrenado, cada rama tiene la forma

b i, [b] CIJ[b] 1 L[] Chjb]
donde

= iy es el nlmero de literales en el antecedente de la regla
que se deriva de b.

= |i[b] : (Fi,Viz) es un literal compuesto por la variable
difusa F; y la etiqueta v; 5, con 1 < z; < k;.

= h[b] : {c1 = wy[b],co = wy[b],...,Cm = Wm[b]} es un
nodo hoja, donde se registra @portancia wi[b] para
cada clase en esta hoja, con  ;_, w;[b] = 1.

De cada rama b y cada clase c¢j con w;[b] > O obtenemos

una regla

rifb] : 1, [b] CLJ[b] - CHJR] — ci,

con peso asociado w(r;[b]) = wij[b].
Denotaremos como R(c;j) el conjunto de todas las reglas
que se pueden extraer del arbol con consecuente c;.
Llamamos regla de peso maximo para la rama b a

r[b] = arg maxwj[b].
ri[b]

En caso de empate se elige una (nica regla de manera arbitraria
o aleatoria.

Al realizar la inferencia, una instancia x dispara p(x) =
1 reglas (posiblemente de distintas ramas). Denotemos por
R(X) = {ri(x),...,rpeo(¥)} el conjunto de reglas dispa-
radas.

Se define el grado de emparejamiento de una regla r(x) 1

R(x) compuesta por iy, literales I; : (Fj, vi z,) con la instancia
X = (Xg1,...,Xn) COMO



== XIX Conferencia de la Asociacion Espanola para la Inteligencia Arti cial 249
md(r(x)) = min iz (Xi ]
(r(x)) i canin ib}(lh,z.( i) AD(ra()) 4, AD( () _ 4 4 »
Por otra parte, se define el grado de activacion AD(r(x)) AD(g+1(x) D{rj+109) @)
II":CL e g l}

de una instancia x para la regla r(x) CR(x) como
AD(r(x)) = md(r(x)) - w(r(x))

Dado un conjunto de reglas M'(x) [RI(x), obtenemos la
clase asociada a I'(x) mediante el método weighted vote como

c((x)) = arg max AD(r(x)), (1)

r(x) LIx)
c(r()) =ci

con c(r(x)) la clase asociada a la regla r(x). En caso de empa-
te, este se rompe aleatoria o arbitrariamente. En particular, la
clase c(x) predicha por el conjunto de reglas R(X) se obtiene
como c¢(x) = c(R(X)).

IV. METODOLOGIA

En este trabajo, proponemos una definicion de explica-
cion factual que expande las encontradas hasta ahora en la
literatura. Si bien las explicaciones factuales contienen una
Unica regla y esto es razonable en entornos crisp, en el caso
difuso es posible disparar mas de una regla con grados de
activacion similares, por lo que elegir Gnicamente una de ellas
puede suponer una pérdida de informacion imporante en la
explicacion facilitada. Proponemos una serie de definiciones
que contemplan la posible inclusion de mas de una regla en
la explicacion factual.

IV-A. Explicaciones factuales

Las reglas factuales son aquellas que nos ayudan a explicar
la clasificacion de una instancia en una determinada categoria.
Dada una instancia X, y ¢(x) su clasificacién, sea R{c(x)) el
subconjunto de reglas de peso maximo en R(x) n R(c(x)),
es decir, las reglas de peso maximo activadas por X con
consecuente c¢(X). Entonces, se define un factual R¢(X) de x
como un subconjunto de R%c(x)) que explica la clasificacion
para la instancia x. Como caso particular, cuando RYc(x))
solo tiene una regla, esta sera el factual.

IV-Al. Definiciones de factual: Sea X una instancia, y
IRYc(>))| = px). Sean ri(x), r2(X), ..., prx(X) los ele-
mentos de R{c(x)) que suponemos ordenados de mayor a me-
nor grado de activacion, es decir, AD(r1(x)) = AD(r2(x)) =
-+ = AD(Fprex (X))- A continuacion proponemos tres formas
de obtener un factual de x:

= Definimos el factual asociado a la media, m-fact(x),

como el subconjunto R¢(X) = {ri(x),...,rq(x)} for-
mado por las q reglas de R¥c(x)) para las que se cumple
"oed AD (1 0)

AD(rj(x)) =

) OAE, 0} ()

= Dado A [(D,1], definimos el factual asociado al A-
cociente, c(A)-Fact(x), como el subconjunto Rg(X) =
{ri(x), ..., rq(x)} formado por las primeras q reglas de
RYc(x)) para las que se cumple

= Dados A [(0,1] y B (O, 1], definimos el A-cociente
de masa minima 3, c(A, B)-fact(x), como una variante
de c(A)-Fact(x) en la que exigimos que el sumatorio de
todos los grados de activacion de las reglas en el factual
sea mayor que un umbral . Es decir, el subconjunto
Re(X) = {ri(x), ..., rq(x)} formado por las primeras q
reglas de R%¥c(x)), para las que se cumple:

AD(rq(x))

1
AD(rj (x)) = B AD(rg+1(x))

j=1

>1+A (4)

IV-B. Robustez de una explicacion factual
Sea
Rx(ci) = {r [RI(X) : c(r) = ci} = R(X) n R(ci),

el conjunto de reglas activadas por la instancia x con conse-
cuente c;. Definimos

Re() = Re(x) [
i=1,...,m
ci B c(X)

Rx(ci)

como el conjunto de reglas del factual y las disparadas por la
instancia para el resto de las clases (independientemente de
que sean o0 no de peso maximo).

Consideramos que un factual R¢(X) es robusto cuando:

c(R€X)) = o(R¢ (X))

En la literatura, la mayoria de métodos consideran la expli-
cacion factual para c(x) como una Unica regla. Sin embargo,
existen casos en los que esto podria no resultar robusto si
el proceso de inferencia utiliza varias reglas para determinar
la clasificacion de la instancia. Este es otro motivo para la
definicién de explicaciones factuales que admitan maltiples
reglas, aumentando asi la robustez de la explicacion.

IV-C. Explicaciones contrafactuales

Una explicacion contrafactual para una instancia x es aque-
lla que nos muestra los cambios minimos que habria que
realizar a X para que cambie de clase. Se generara una explica-
cién contrafactual por cada clase alternativa. Proporcionamos
distintos métodos.

1. Contrafactual con respecto a la instancia x y una clase
T 8 c(X), Rer(X,T). Dada una clase ¢ [d, denotaremos por
RY(c) el conjunto de todas las reglas del arbol de peso maximo
y consecuente C.
Definimos la distancia de r a la instancia x como
1
dr= A-wat) - 2SO

Fi OVAr)
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donde V (r) es el conjunto de variables difusas que aparecen
en la regla r y vj 2, el conjunto difuso asociado al literal de
la variable F; enr.

El factor (1 — Hi z (Xi)) considera el grado de pertenencia
de la instancia a cada uno de esos conjuntos difusos, de tal
manera que no solo se tiene en cuenta la distancia al conjunto
sino también si x pertenece al mismo.

En cuanto al cociente 2 =F&l tiene en cuenta la distancia
entre el indice del conjunto IVi,zi del literal y el indice del
conjunto al que la instancia x tiene mayor grado de pertenencia
para la variable F;.

Definimos la explicacion contrafactual Rq¢(X,T) como

arg ] mlnc) d(r,x)

2. Contrafactual con respecto al factual R¢(X) y una clase
T & c(X), Rer(X, Re(X), T). Nuestro objetivo ahora es generar
una explicacion contrafactual que se diferencie lo minimo
posible de la explicacion factual, pero clasifique la instancia
X en C.

Comencemos definiendo la distancia entre una regla contra-
factual r y una regla p del factual Rg(X) con V (r) =V (p)
como

|Zri — Zp; |

drute(r, p,X) = (1 — Hiz, (X)) - K (6)

Fi D)
con Viz,, (resp. vilpi) el conjunto difuso asociado al literal
de la variable F; en r (resp. p).

Por otra parte, dado S [M(r), denotamos por r‘S la
simplificacion de la regla r resultante de eliminar en el
antecedente los literales asociados a las variables que no
aparecen en el subconjunto S.

Definimos entonces la distancia entre r y Re(X) =

{p1,...,Pq} cOmo

d(r,Re(x)) = [(1 — md(p; (x))) - cF_dist(r, pj, )] (7)
pj (R¥(X)

con

cf_dist(r, pj, x) =V (r) DMI(p;)| — [V (r) n'V (pj)|+
Grote(r VOV e V@V e o ©)
donde |V (r) XM(p;)| — [V (r) n V(pj)| es el nimero de
variables difusas diferentes entre las reglas r y pj

Es decir, d(r, R¢ (X)) es la suma de la distancia contrafactual
cf_dist (Ecuacion 8) de r a cada pj [CR¢(x), ponderadas
por el grado de emparejamiento md de estas reglas p; a la
instancia X. De este modo tendra mas influencia una regla
contrafactual que esté muy cerca de la “mejor” regla del factual
que una que esté muy cerca de la “peor”).

Al calcular este tipo de distancias, se puede interpretar de
manera distinta qué significa “realizar el minimo nimero de
cambios”. Hay dos tipos de cambios diferenciados entre dos
reglas: una modificacion de una variable que ya existe; y una
adicién o substraccion de una variable que no existe. En este
trabajo, se le ha dado mas importancia a afiadir o eliminar
variables, haciendo que su contribucién a la distancia sea
mayor. El razonamiento detras de esta decision es que dada
una regla, la modificacion de una variable que ya existe en la

regla es una menor perturbacion que considerar una variable
nueva, haciendo asi que la longitud de la regla se modifique.

Finalmente, definimos la explicacibn contrafactual
Res (X, Re(X),T) como

arg ; %) d(r, R¢(x)).

V. EJEMPLO ILUSTRATIVO
V-A. Instancia a través del arbol difuso

Para ilustrar los conceptos introducidos se ha entrenado
un arbol de decision difuso usando el método propuesto en
[9] para el conjunto de datos wine [10], definido median-
te 13 atributos numéricos y una clase con tres categorias
({type 0, type 1, type 2}. Para el ejemplo hemos seleccionado
una instancia que mostramos a continuacion indicando el
grado de pertenencia a las variables difusas aprendidas para
la construccion del arbol (se le han asignado etiquetas del
conjunto (Muy Bajo, Bajo, Medio, Alto, Muy Alto)). Por
claridad, solo se muestran las variables que aparecen en las
reglas disparadas y explicaciones generadas. Se usa el formato:
Fi o {"vin”n Hu (Xi), Vi ™ Hyg i, (Xi)} para los ki
conjuntos difusos de cada variable, y se muestran s6lo las
variables que aparecen en las reglas por claridad:

flavanoids : {*muy bajo” : 0.14, “bajo” : 0.86,
“alto” : 0, “muy alto” : 0},
color_intensity : {*bajo” : 0.357, “medio” : 0.643,
“alto” : 0},
alcohol : {“muy bajo” : 0, “bajo” : 0.616,
“alto” : 0.384, “muy alto” : 0},
hue : {**bajo” : 0.45, “medio” : 0.55,

“alto” : 0},
proanthocyanins : {“bajo” : 0.64, “medio” : 0.36,
“alto” : 0}
0d280/0d315 : {*bajo” : 0.274, “medio” : 0.726,
“alto” : 0}
class : type 2
V-B. Factual

Utilizando la Ecuacion 2 para obtener el factual R¢(X),
resultan cuatro reglas (consecuente = type 2):

r1: (Fflavanoids bajo) [(dolor_intensity medio) (1
(alcohol bajo) [C(Aue bajo),w(ri) =1
AD(r1(x)) = 0.45

r. : (flavanoids bajo) [(dolor_intensity medio) (1
(alcohol alto) [C(droanthocyanins bajo),w(rz) =1
AD(r2(x)) = 0.38

r3 : (flavanoids bajo) [(dolor_intensity bajo) 1
(alcohol alto) [(dd280/0d315 medio), w(rs) =1
AD(r3(x)) = 0.36

rs . (flavanoids bajo) [(dolor_intensity medio) (1

(alcohol alto) [{droanthocyanins medio), w(rs) = 0.92

AD(r4(x)) = 0.33
Se muestra ademas el grado de activacion (Seccion 111-B).
A modo de ejemplo, para ry4 seria

AD(ra(x)) = md(ra(x)) - w(ra(x))
= min(0.86, 0.643,0.384,0.36) - 0.92 = 0.33



= XIX Conferencia de la Asociacion Espanola para la Inteligencia Arti cial

251

Podemos ver que las cuatro reglas son ciertamente parecidas
y con un grado de activacién similar. En funcién de una
ligera variacion de alcohol y color_intensity, la variable
que explicaria la clasificacion de la instancia cambia (hue,
proanthocyanins u 0d280/0d315).

Probablemente para el usuario sea mas interesante tener esta
informacién mas completa que Gnicamente la regla r.

V-C. Robustez

Para comprobar la robustez del factual, el primer paso es
comprobar si existen reglas del arbol que se disparan para el
resto de clases (type O y/o type 1). En este caso, se disparan
suficientes reglas de la clase type 1 para alcanzar un grado de
activacion acumulado igual a 1.22. Este hecho provocaria que
si Unicamente incluyéramos r; como explicacion factual, dicho
factual no seria robusto. Sin embar factual formado por
{r1.r2,r3,ra} si lo es puesto que  ;—; AD(ri(x)) = 1.52.

V-D. Contrafactual

Dado que el clasificador obtiene el valor type 2 para la
clase, pueden existir explicaciones contrafactuales para las
clases type 0 y type 1. Usaremos la segunda definicion
propuesta en la Seccion IV-C.

V-D1. Clase type 1: Consideramos todas las reglas de
peso maximo con consecuente type 1. Las dos mas cercanas
al factual en funcion de la distancia definida son:

rqa :(Flavanoids bajo) [(dolor_intensity medio) 1
(alcohol alto) [C(droanthocyanins alto)
d(rei, Re(X)) = 12.98

re2 :(flavanoids bajo) [C(dolor_intensity medio) 1
(alcohol muy alto) [(groanthocyanins alto)
d(l’cz, Rf(X)) = 14.68

De estas dos reglas, seria rc; el contrafactual para la clase
type 1.

V-D2. Clase type 0: Razonando igual, las dos reglas que
minimizan la distancia a la explicacion factual son

rea ((flavanoids alto) [(@lcohol muy alto)
d(rci, Re(X)) = 24.18

re2 ((flavanoids muy alto) [(@lcohol alto)
d(rez, Re(X)) = 24.72

Igual que antes, r¢; sera el contrafactual para la clase type 0.

VI.
VI-A. Conjuntos de datos
Los experimentos se han realizado con los conjuntos de
datos iris [10], [11], wine [10], [12] y beer [13]. Los dos
primeros conjuntos de datos se utilizan comdnmente en pro-
blemas de clasificacion y el tercero se ha usado en XAl [?].

EVALUACION

VI-B. Metodologia experimental

Para cada conjunto de datos se ha entrenado un arbol
de decision difuso usando holdout como metodologia de
validacion (70 % entrenamiento y 30 % test). Asi, las instancias
cuya clasificacion debe ser explicada son las del conjunto de
test.

VI-C. Recursos computacionales

Todos los algoritmos han sido programados en Python 3.8,
debido a la potencia de librerias como scikit-learn [14] que
ayudan con el tratamiento de datos y las estructuras necesarias.
Para el algoritmo de aprendizaje del arbol de clasifiacion
y la definicion de las variables difusas se ha seguido [9],
en particular, la implementacion del arbol FMDT (Fuzzy
Multiway Decision Tree). Posteriormente, se han afiadido los
métodos necesarios para calcular las explicaciones factuales
y contrafactuales propuestas en este articulo. Para garantizar
la reproducibilidad de las pruebas realizadas, tanto el codigo
como (el acceso a) los datos se publicara en un repositorio
abierto en Github.

VI-D. Explicaciones factuales y robustez.

En la Tabla | se muestra informacion sobre las explicaciones
factuales obtenidas y su robustez. En el caso de los criterios
que dependen de umbrales (A, B) se han probado varios
valores. Las columnas de la tabla representan:

= Config: Método para obtener la explicacion factual (Sec-

cion IV-Al) y parametros utilizados.

= q > 1: Proporcion de instancias (del conjunto de test)

para las que la explicacion factual incluye mas de una
regla.

= NR-Fact: Proporcion de instancias (del conjunto de test)

cuya explicacion no es robusta.

= Len: Longitud media de las explicaciones factuales (me-

dida en nimero de reglas).
Ademas, se calculan las siguientes constantes, que son inde-
pendientes del método considerado para generar la explicacion
factual:
= ExistCF: Proporcion de instancias (del conjunto de test)
para las que R(x) contiene reglas con consecuente dis-
tinto a la clase predicha (c(x)).

= NR-Rule: Proporcion de instancias (del conjunto de test)
para las que la explicacion factual (nicamente por la regla
con mayor grado de activacion no es robusto.

Tabla |
EXPERIMENTOS SOBRE LA ROBUSTEZ

Iris  EXistCF: 0.6 EXiStCF: 0.625
Configuracion | q>1 NR-Fact NR-Fact

ExistCF: 0.677  NR-Rule: 0.1 Beer NR-Rule: 0.1
-Fact >1

Len | q

NR-Rule: 013 | Wine
Len | g>1

m-fact(x) 02 0.06 122 | 0559 0.025 2.05 | 0475 0.1 158

SRyFact() 0.06 0.06 11 | 0.0508 0.075 1033 | 0175 01 12

SRy Tactd 012 0.06 122 | 0237 0.025 1644 | 0225 0.08 1325

O B)-Factco
A:0.1

05 0.06 0.06 1.1 | 0.0508 0.075 1033 | 0.188 01 1213

0N, B)-Fact(X)
A:01B:0.7 0.28 0.03 134 0.13 0 1.305 03 0.04 14

X, B)-Fact()
s nioe | o 0.06 122 | 0237 0.025 1644 | 0225 0.085 1325

X, B)-Fact(0)
Niosspio7 | 03 0.03 164 | 0254 0 1711 | 0325 0.04 1475

En la Tabla | se puede observar que la media suele
ser el método que obtiene reglas mas largas, sin que ello
necesariamente implique que sean mas robustas. Los otros
dos métodos, que tienen en cuenta la similaridad entre las
reglas del factual, obtienen unas reglas algo méas cortas y
ademas suelen ser més robustas. Ademas, en todas las bases
de datos se ve que existen mas reglas que no son robustas
a factuales, independientemente de como estén construidos.
Asi, se demuestra una necesidad de buscar esta robustez con
maltiples reglas en el factual.
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VI-E. Explicaciones contrafactuales
Evaluaremos los siguientes parametros:
= NOmero de contrafactuales (NumCF). El nimero de
posibles contrafactuales por clase. Un mayor nimero de
posibles contrafactuales representa un mayor factor de
ramificacion del arbol.

= Mejor distancia minima (BestMinDist). La distancia

del mejor contrafactual a la explicacion factual.

= Longitud del Contrafactual (CFLength). Calculada

como el nimero medio de literales que contiene el
contrafactual.

En la Tabla Il se muestran estos datos para los distintos
métodos propuestos para calcular la explicacion contrafactual
(Configuracion (Config)). Se empleard una (nica configura-
cion de parametros.

Tabla I
EXPERIMENTOS SOBRE LOS CONTRAFACTUALES.

Iris NumCF: 3.73 Wine  NumCF: 3.73 Beer  NumCF: 9.37
Configuracion CFLen BestMinDist | CFLen BestMinDist | CFLen BestMinDist
CF de x 1.69 2.42 3.86 8.97 2.62 0.95
CF de m-fact(x) 1.53 0.391 2.61 1.93 2.203 0.721
EF g.elc()‘)'fa“(x) 153 0339 | 279 0767 | 2191 0477
CF de c(A, B)-Fact(x)
A:01B:07 1.53 0.72 2.56 211 2.2 0.93

De los resultados podemos observar que en general los
contrafactuales que se extraen con respecto a la instancia
tienen una longitud ligeramente superior que lo generados
con respecto a la explicacion factual. Esto se debe a que al
estar la instancia definida sobre todos los atributos, no penaliza
necesariamente que la regla contrafactual tenga mas literales,
sino que tenga menor distancia a sus valores (conjuntos
difusos). Por otro lado, la gran diferencia de distancia entre los
contrafactuales m-fact y los contrafactuales c-fact se debe a
que las explicaciones factuales c-fact contienen mas reglas.
Al calcularse la distancia como la suma de la distancia a todas
las reglas del factual, cuanto mayor sea el factual (como se
observa en la Tabla I) mayor sera la distancia.

VILI.

Partiendo de la hipbtesis de que en un entorno de ra-
zonamiento difuso generar explicaciones factuales con una
Unica regla puede suponer una pérdidad de informacion, se
han propuesto definiciones alternativas que permiten incluir
multiples reglas. Como se ha comprobado en los experimen-
tos, en la mayoria de los casos esto no es necesario, pero
si en un porcentaje nada despreciable. Se ha introducido
ademas el concepto de robustez para la explicacion factual,
comprobandose en la evaluacion realizada la mejoria que en
este sentido supone introducir mas de una regla (en los casos
mas inciertos). Finalmente se han propuesto definiciones de
explicacion contrafactual ligadas a las proporcionadas para las
explicaciones factuales.

Por tratarse de un primer trabajo en esta linea de investiga-
cion, es obvio que existen distintas vias de ampliacion, como
es su experimentacion/integracion en métodos agnosticos de
explicacion. Concretamente, pretendemos generalizar el estu-
dio presentado en [4] al caso de los arboles de clasifiacion

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

difusos. Consideramos ademas de interés estudiar métodos
de simplificacion de las explicaciones factuales generadas, de
forma que estas sean lo mas compactas posible, mejorando asi
su comprension por parte de los usuarios.
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Resumen—L.os conjuntos aleatorios son modelos de probabili-
dad destacados en Probabilidades Imprecisas. Un problema que
nos ocupa es el de establecer alguna decision en un ambiente
de incertidumbre. Aqui, los ordenes estocasticos juegan un
papel fundamental, ya que suponen técnicas de decision en este
contexto. En esta contribuciébn introducimos un nuevo orden
dispersivo para conjuntos aleatorios. Es decir, un método de
preferencia entre dos conjuntos aleatorios que esta basado en la
variabilidad de los elementos aleatorios. Ademas, estudiaremos
brevemente las propiedades mas destacadas que presenta este
orden.

Index Terms—conjunto aleatorio, orden dispersivo, decision
bajo imprecision

I. INTRODUCCION

Los o6rdenes estocasticos son herramientas muy dtiles en
Estadistica (véanse las referencias [4] y [6], por ejemplo).
Dentro de estos 6rdenes nos encontramos los érdenes disper-
sivos, que son aquellas herramientas que permiten comparar
dos elementos aleatorios en términos de sus variabilidades.

Asi, encontramos en primer lugar al orden dispersivo usual.

Definicion 1. [6, Sec. 3.B] Dadas dos variables univariantes
X e 'Y, el orden dispersivo usual elige X sobre Y si

Fx (@) = Fx'(B) = Fy (o) —Fy ' (B)

donde Fx* y F, ! denotan las funciones inversas continuas
por la derecha de las funciones de distribucion Fx y Fy de
X e Y, respectivamente.

El principal escollo que presenta esta técnica es su dificultad
para ser extendida a un punto aleatorio de un espacio métrico
arbitrario.

Por otro lado encontramos el orden dispersivo débil.

Definicion 2. [2] Dados dos puntos aleatorios X e Y de un
espacio métrico (M, d), diremos que X es preferido a Y en
el orden dispersivo débil si se satisface

P{dX, XY <r}<=P{d(Y, Y5 =r}

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por el proyecto PGC2018-
098623-B-100 del Ministerio de Ciencia, Innovacion y Universidades. Los
autores quieren agradecer dicha financiacion.

Susana Montes
Departamento de Estadistica e 1.0. y D.M.
Universidad de Oviedo
Oviedo, Espafia
montes@uniovi.es

para todo r = 0, donde XPe Y Pson puntos aleatorios
idénticamente distribuidos a X e Y, respectivamente y P
denota la medida de probabilidad subyacente.

Una dificultad que presenta esta otra técnica es que no
produce comparacion en numerosas ocasiones.

Otros oOrdenes dispersivos se basan en contracciones. Sin
embargo, tales aplicaciones pueden no tener sentido para
algunas clases de espacios topologicos (véase [5]).

Finalmente nos encontramos con el orden dispersivo por
bolas.

Definicion 3. [5] Dados dos puntos aleatorios X e Y de un
espacio métrico (M, d), se dice que X es preferido a Y en
el orden dispersivo por bolas si para todo punto p existe otro
punto q tal que

P{X BN} =P{Y [BL(N}

se satisface para todo r = 0, donde Bx(r) denota la bola
(cerrada) de centro x y radio r.

Podemos interpretar este orden diciendo que, para todo
punto p, la distribucion de d(Y,p) estda mas dispersa que
la distribucion de d(X,q) para algin punto q. Es decir,
controlamos la variabilidad de los puntos aleatorios a través de
bolas geométricas. Esta Gltima técnica tiene la gran ventaja de
ser lo suficientemente maleable como para poder extenderse a
otros esquemas de trabajo.

Por otro lado, conviene notar que en humerosas ocasiones la
informacion disponible es difusa, vaga o imprecisa en general.
Este es el punto de partida de lo que se ha convenido en
llamar teoria de Probabilidades Imprecisas (véase [7]). En
lineas generales, esta rama de la Estadistica estudia modelos
de probabilidad bajo imprecision e incertidumbre. En este es-
quema de trabajo, los conjuntos aleatorios, en su interpretacion
disyuntiva u 6ntica, son modelos destacados de probabilidades
imprecisas (véase [1]).

En este contexto, necesitamos alguna herramienta que nos
permita elegir como preferido un conjunto aleatorio frente a
otro en términos de sus variabilidades. En esta contribucion
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presentaremos un orden dispersivo nuevo para conjuntos
aleatorios. Este orden dispersivo estd basado en una com-
paracion de las funciones de plausibilidad de los conjuntos
aleatorios, con lo que se puede entender como una extension
del orden dispersivo por bolas anteriormente comentado.

Recuérdese que la funcién de plausibilidad caracteriza al
conjunto aleatorio, tal y como se recoge en el celebrado
teorema de Choquet (véase [3] y las referencias alli citadas).
En este sentido contemplamos la informacion estadistica que
poseen los conjuntos aleatorios a comparar.

Il. UN NUEVO ORDEN DISPERSIVO PARA CONJUNTOS
ALEATORIOS

Recordamos en primer lugar la nocion de conjunto aleatorio
cerrado. Para ello, comencemos fijando un espacio topol6gico
Hausdorff, segundo-contable y localmente compacto M, al
que le dotaremos de una distancia d. La distancia nos permite
considerar las bolas (geométricas); asi, denotaremos por By (r)
a la bola de centro p y radio r. Al mismo tiempo denotemos
a la clase de conjuntos cerrados de M por F.

Definicion 4. [3] Un conjunto aleatorio (cerrado) Y—dobre
M es una aplicacion X=1(Q, 0,P) — F tal que
1 1

w [ Xeh) nK 8 [ Cal

donde K es un conjunto compacto de M y (Q, g, P) es un
espacio de probabilidad completo.

De la definicion anterior se deduce inmediatamente
que esta bien definida la aplicacion Plg— que
asocia a cadg—compacto K de I—la probabilidad
Plg(K) =P w [CQ: Xh) n K & [ Esta aplicacion se
llama funcion de plausibilidad (del conjunto aleatorio).

El celebrado resultado de Choquet establece que todo
conjunto aleatorio queda caracterizado por su funcion de
plausibilidad (véase [3]).

En este trabajo estamos interesados en obtener una técnica
de comparacion entre dos conjuntos aleatorios en términos
dispersivos. Para tal fin, extenderemos en este sentido el orden
dispersivo que se da en [5] para puntos aleatorios.

Definicion 5. Sean X—d Y—dos conjuntos aleatorios de M.
Diremos que Y-ds preferido a Y—n el orden dispersivo de
plausibilidad si para todo punto p existe otro punto g tal que

Plg(Bq(r)) = P1g(Bp(r)) (1)

se satisface para todo r = 0, donde P Iy Plg—enotan las
funciones de plausibilidad de Y ¥-tespectivamente.

Es claro observar que el orden introducido solo tiene en
cuenta el grado de dispersion de los conjuntos aleatorios.
De hecho, recoge la informacion acerca de como se aleja el

conjunto aleatorio respecto de puntos. Si un conjunto aleatorio
es preferido a otro, entonces podemos decir que, en algin
sentido, se acerca méas a un punto el primero que el segundo.

Las propiedades mas destacables de esta nueva técnica se
recogen a continuacion. Antes de ello, recordemos el concepto
de isometria, que generaliza a las traslaciones y rotaciones de
un espacio euclideo. Dado un espacio métrico (M, d), una
isometria @ es una aplicacion ¢ : M - M biyectiva que
conserva distancias, es decir, que para cualesquiera puntos
py q, se tiene: d(p,q) = d(@(p),®(q)). Dado un conjunto
ategtorig—>f—definimpsjel qonjunto aleatorio @ o YX—&omo:

@-Xdw) = ¢ Xgk) | para todo w del espacio de
probabilidad subyacente.

Proposicion 1. El orden dispersivo de plausibilidad presenta

las siguientes propiedades:

(a) Es transitivo. De forma mas precisa, sean Yy Z-tfes
conjuntos aleatorios de M. Si Y—ds preferido a ¥—d ¥
es preferido a Z—&ntonces X—&s preferido a 2

(b) Es reflexivo y, por tanto, un preorden, pero no es un
orden.

(c) Es compatible con isometrias. De forma mas precisa,
sea @ una isometria de (M, d). Entonces, el conjunto
aleatorio X—ds preferido al conjunto aleatorio Y¥—3i y
solo si @ - Yk preferido a Y—si y solo si X-&s preferido

a(poﬂ

Idea de la demostracion.- Para demostrar este resultado hay
que tener en cuenta:

(a) La propiedad de transitividad se obtiene a partir de la
transitividad que se hereda de la comparacion de las
correspondientes funciones de plausibilidad, y haciendo
uso de las definiciones.

(b) Es trivial que es reflexivo, sin mas que considerar como
g el valor de p. Sin embargo se pueden encontrar dos
conjuntos aleatorios distintos tales que cualquiera de los
dos sea preferido al otro.

(c) Se puede deducir a partir del siguiente hecho:
1

Pl Bo (D)= P ?: Qo @n Bo(n) & 1=
P ow o™ @ Xeh) nBy(r) 1=

P o Xeh) n @7t e By(r) E =

) N Byrigy(n) & C1=
PlyoseiBe-1p)(r) -

En este sentido, la isometria @ conserva la funcion de
plausibilidad.

P w:

Por un lado, la propiedad de transitividad es una propiedad
muy importante que un buen orden debe presentar. Por otro
lado, que el orden sea compatible con las isometrias esta
asociado a su caracter de ser un orden dispersivo, puesto



== XIX Conferencia de la Asociacion Espanola para la Inteligencia Arti cial

255

que no tiene en cuenta “posiciones” del conjunto aleatorio,
sino como puede alejarse o acercarse a un punto dado. De
hecho, recuérdese que el concepto de isometria generaliza
propiamente al grupo de traslaciones y rotaciones de un
espacio euclideo. En particular, esta propiedad indica que
el orden es invariante frente a estas transformaciones de un
espacio euclideo.

El orden que estamos introduciendo ha de proveer argu-
mentos logicos y de peso para el/la decisor/a. A continuacién
daremos un argumento para tal fin.

Dado que estamos trabajando en términos de probabilidades
imprecisas, el conjunto aleatorio se puede interpretar como un
modelo que engloba un conjunto de modelos de probabilidad
exacta. En concreto, una seleccion no es sino un modelo de
probabilidad exacto que es compatible con la informacion dada
por el conjunto aleatorio, tal como se deduce de la siguiente
definicion.

Definicion 6. [3] Una seleccion X de un conjunto aleatorio

Ysbbre (M, d) es un punto aleatorio de M tal que X (w) 1

X@h) casi seguro.

Podemos dar el siguiente resultado, que se particulariza para
conjuntos aleatorios discretos (en esta contribucion, aquellos
cuyo espacio de probabilidad es discreto, por definicion).

Teorema 1. Sean YX-d Y—dos conjuntos aleatorios discretos
sobre (M, d). Si Ys preferido a Y—@n el orden dispersivo
de plausibilidad, entonces para todo punto p y para toda
seleccion Y de Y—hodemos encontrar un punto q y una
seleccion X de Y—hl que

E[d*(Y, p)] = E[d*(X, q)].

En particular, para toda seleccion de ¥—de puede encontrar
una seleccion de Y—don menor o igual varianza.

Idea de la demostracion.- Por reducciobn al absurdo.
Asumamos que existe un punto pMy una seleccion Y Pde
Yales que E[d2(Y 5pY] = E[d?(X,q)] se satisface para
todo punto q y seleccion X de Y-JEsto implica que ex-
iste un real no-negativo r para el cual P{d(Y 5pY <r} >
P{d(X,q)} se satisface para todo punto q y seleccion X
de YJINotese que la funcion de plausibilidad satisface
Ple{Bpr(r)) = P{d(Y 5'p" < r}. El siguiente paso es usar
que ek preferido a Y—ara deducir que debe existir un punto
q tal que Ply(Bq(r)) > P{d(X,qY) < r} se satisface para
toda seleccion X de YL a contradiccion se encuentra con

el hecho de que se puede obtener una seleccion X de Y 6

satisfaciendo P I g(Bp(r)) = P{X [BL(r)}, y paraello basta
definir X como sigue: X (w) Catg min dy (O&EL), p), donde
dy denota la distancia Hausdorff (que X es punto aleatorio

se deduce inmediatamente a partir de la propiedad de que Y

es discreto).
La Gltima afirmacion de este teorema se deduce inmediata-
mente de la anterior.

El argumento entonces es claro: el/la decisor/a esta
eligiendo el conjunto aleatorio con el que es posible extraer
un modelo exacto con menor varianza. Este es un argumento
de peso que soporta la técnica que hemos introducido.

Ejemplo 1. Consideremos R dotado de su distancia usual d.
Consideremos los conjuntos aleatorios Y= [X —r, X +r] e
Y& [Y —s,Y +5s], donde X esta normalmente distribuida
con media px Yy desviacion tipica ox, Y también esta nor-
malmente distribuida con media Py y desviacion tipica oy y
r es una constante estrictamente mayor que cero. Podemos
interpretar estos conjuntos aleatorios como modelos exactos
de probabilidad a los que se les afiade un error o incertidum-
bre de valor r. Es facil probar que Y-ds preferido a Y—di
Ox < 0y. Obsérvese que esta decision esta en consonancia con
el teorema anterior, dado que en este caso seremos capaces
de extraer una seleccion, un modelo exacto, de Y—don menor
varianza que cualquier seleccion de Y-

I1l. CONCLUSIONES

En general, un problema de decisibn en un ambiente im-
preciso acarrea una dificultad extra respecto a los problemas
clasicos de teoria de la probabilidad. En esta contribucion
hemos introducido un nuevo orden dispersivo para conjuntos
aleatorios. Este orden esta basado en comparar las funciones
de plausibilidad sobre la familia de bolas centradas en un
punto.

Seria interesante seguir estudiando las propiedades que
presenta este nuevo orden, y como simplificar el proceso de
decisién. En este sentido, cabe estudiar qué particularidades
presenta el orden para los casos en los que el espacio métrico
sea bien finito o bien tiene la estructura de un espacio vectorial
o afin euclideo.

Por otro lado, también cabe extender este orden para otros
modelos destacados en Probabilidades Imprecisas, como las
variables aleatorias fuzzy.
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Abstract—In this paper we propose a fuzzy modal logic for
conditional probability that allows to represent and reason about
the probability of not only basic conditional expressions of the
form “¢ given Y, written (¢ | W), but also compound conditional

sentences such as “¢ given Y and y given X, written (¢ | ) 1

(y | X), and more in general, any Boolean combination of basic
ones. In order to formalize compound conditional formulas we
will adopt the recently defined Logic for Boolean Conditionals
(LBC) and hence formalize conditional probability as a simple
(unconditional) probability of conditional sentences. In addition
to such basic fuzzy modal logic for the probability of compound
conditionals, we will also present some extensions and prove that
each of them is sound and complete w.r.t. to a suitable class of
probabilistic models. Furthermore, we will prove how to recover
the usual interpretation of conditional probability, showing that,
under minimal requirements, in these logics the probability of a
basic conditional (¢ | @) can be safely taken as the conditional
probability of ¢ given , i.e. as the ratio P (¢ CI)/P ().

Index Terms—Conditional probability; Compound conditional;
Fuzzy logic; Fuzzy modal logic.

I. INTRODUCTION

Fuzzy sets-based models and numerical uncertainty models,
although sharing the feature of evaluating sentences in a totally
ordered scale, usually the real unit interval [0, 1], account for
radically different notions of gradualness. From a formal point
of view, these differences can be easily grasped if we consider
their corresponding logics: fuzzy logics and uncertainty logics
(in particular probability logics), respectively. In fact, while the
former are truth-functional, i.e. the truth-value of a compound
formula like ¢ [l only depends on the truth-values of its
components ¢ and , the latter are not, since, for instance,
the probability of ¢ [l cannot be computed only from the
probability of ¢ and the probability of ¢ (it is also needed to
know what is the probability of ¢ 1.

Despite these differences, however, probability logics can
be properly handled in a fuzzy logical setting by expanding
the language of a fuzzy logic with a unary modality P (-) and
interpreting, for every classical formula ¢, the modal formula
P (¢) as “¢ is probable”. Clearly, P () is a fuzzy proposition,
whose truth-degree can be taken as the probability of ¢. More
precisely, the fuzzy modal logic FP(L), as firstly introduced
in [11] and improved in [10], extends the language of tukasi-
ewicz logic £ by the modal operator P (-) and uses the ground
logic £ to express the basic properties of a probability function.

Lluis Godo
I11A — CSIC
08193 Bellaterra, Spain
ORCID 0000-0002-6929-3126
godo@iiia.csic.es

In particular, it is worth to recall that the finite additivity
of P can be expressed in FP(L) by using the tukasiewicz
connective [whose standard interpretation is the truncated
sum: for all x,y [0, 1], x Oy F min{1, x+y}. Very recently,
in [1] the authors have studied in depth the relationship of
this fuzzy logic-based approach to more traditional probability
logics after Halpern et al. see e.g. [13].

In addition to simple probability, the paper [8] presents the
logic FP(L.IT) to deal with conditional probability by consider-
ing, instead of ., the stronger logic £.1. Such formalism can be
roughly regarded as the expansion of tukasiewicz logic by the
connectives of product conjunction [Cand product implication
- . The standard semantics of [Cand —  interprets them, re-
spectively, by the usual product - and the function X -—py =1
if X<y and X -y =y/x otherwise. Thus, if P () is not
zero, the conditional probability P (¢ | ) can be written in
FP(LM) as P(Y) - P(d ) and hence interpreted in its
semantics as P (¢ [CJ)/P (). A related approach can be found
in [9], where Popper conditional probabilities are formalised
in a similar setting.

In this paper we propose a fuzzy modal logic FP(LBC, £1)
for conditional probability that extends FP(LIT) in the expres-
sive power. In particular, FP(LBC, £.I1) formalizes conditional
events by the recently defined logic LBC (Logic of Boolean
Conditionals) for conditional events. The latter allows to
represent not only basic conditional expressions “¢ given ”,
written (¢ | ), but also compound conditional sentences such
as “¢ given g and y given X", written in LBC as (¢ | ¢) COA |
X), or more in general, any Boolean combination of basic
ones [5]. For each of such (basic and compound) conditional
sentences, FP(LBC, £.IT) permits to represent and reason about
their probability. Thus, the conditional probability of “¢ given
Y~ is treated in FP(LBC, L£.I) as the unconditional probability
of the basic conditional formula (¢ | Q).

In addition, we will present extensions of FP(LBC,Lt.I1)
that capture a more refined notion of probability functions. For
FP(LBC, L) and each of its extensions, we prove soundness
and completeness results w.r.t. suitable classes of probability
models.

This paper is organized as follows. Section Il gathers
extensive preliminaries: on the Logic for Boolean Conditionals
(LBC) in Subsection I1-A; on the ground propositional logic
£ in Subsection 1I-B; and on the fuzzy modal logic for
conditional probability FP(LIT) in Subsection 11-C. In Section
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111 we will define the probability logic for compound condi- (CPL)

tionals FP(LBC, £.1M). In the same section we will consider the
class of separable models and prove completeness. Moreover,
we will show that, for every basic conditional (¢ | )
such that (¢ has positive probability, the logic FP(LBC, L.I1)
proves that the modal formula P(¢ | @) is equivalent to
P() - P(d M and hence, in every separable model,
P (o | @) is interpreted as the ratio p(¢ Cq)/u(P). A first
extension of FP(LBC, £.IM), namely the logic FP(LBC, tM)™,
will be defined in Section IV and there we will show it
to be complete w.rt. to a subclass of separable models
called positive separable models. Section V deals with the
logic FP(LBC,tM)7, a further extension meant to capture
the behavior of the so-called canonical extensions to C(A)
of positive (unconditional) probabilities on A in [5]. For
FP(LBC,£M)¢ we prove soundness and completeness w.r.t.
to the proper subclass of positive separable models that will be
called canonical in that section. Conclusions and future work
on this subject will be discussed in the final Section VI.

Il. PRELIMINARIES

A. The logic LBC

In this section we recall from [5] the Logic of Boolean
Conditionals (LBC). The idea is to consider basic conditional
formulas of the form (¢ | ) as primitive objects that can be
freely combined with Boolean connectives. A difference with
the so-called measure-free conditionals is that the combination
of two basic conditionals need not be another basic condi-
tional, only in some special cases specified in the axioms of the
logic. Indeed, formulas of LBC correspond to Boolean combi-
nations of basic conditional formulas (¢ | W), where ¢, are
classical propositions. In more detail, let L be a propositional
language built from a finite set of propositional variables
P1,P2,-...,Pk and classical logic connectives [ 1IL4, -, o.
We will denote by [ derivability in Classical Propositional
Logic. Based on L, we define the language LBC of conditionals
by the following stipulations:

- Basic (or atomic) conditional formulas, expressions of the
form (¢ | ¢) where ¢,y [Tland such that Tcd =y,
are in LBC.

- Further, if ®, ¥ [IBC, then =®,® W [IBC.! Other
connectives like L. and ~ are defined as usual.

Note that we do not allow the nesting of conditionals, as
usually done in the vast literature on the modal approaches
to Conditional Logics Actually, purely propositional formulas
from L can also be considered to be part of LBC since, as
a matter of fact, any proposition ¢ can be identified with
the conditional (¢ | O vhere [Cishn abbreviation for Y [=i.

Definition 2.1: The Logic of Boolean conditionals (LBC for
short) has the following axioms:

1We use the same symbols for connectives in L and in LBC without danger
of confusion.

(MP)

For any tautology of CPL, the formula resulting from a
uniform replacement of the variables by basic condition-
als.

W)

(O Y) o (=9 [ W)

@) CA@Y) - (b L31Y)

@) - (¢ Ll Y)

@1y - @[ x XY, if ledr ¢ » X and
lcdLXx - U

from [cpr ¢ — Y derive (¢ [ X) - (W [ X)

from [cd X « Y derive (¢ | X) - (¢ | P)
Modus Ponens: from ® and ® - W derive ¥

(A1)
(A2)
(A3)
(A4)
(A5)

(R1)
(R2)

The notion of proof in LBC, [_dc, is defined as usual from
the above axioms and rules.

In [5] it is shown that the Lindenbaum algebra correspond-
ing to LBC, that is, the algebra of LBC-formulas modulo
logical equivalence, is a certain type of Boolean algebra,
called Boolean algebra of conditionals, which is finite if the
set propositional variables is so, that is our case. Then, the
algebra is atomic and its set of atoms are conjunctions of basic
conditionals of length n—1, where n = 2™ with m being the
number of propositional variables, of the following form:

(ay | D@2 | ~ay) T Cdn, | G=hn-2 Oi),

where aq,...,0n—1 are propositional atoms of the Linden-
baum algebra of the underlying propositional language L.

The semantics of the LBC logic is based on sequences
W = Mh,...,w,[bf pairwise different propositional inter-
pretations for the underlying language L, in such a way that
W satisfies a conditional (¢ | ), written W = gc (¢ | W), if
Wi EcpL ¢ for the lowest index i such that w; = .

B. The logic £M

The LI is a powerful fuzzy logic system that suitably
combines the connectives from tukasiewicz logic with the
connectives of Product fuzzy logic [4]. The language of
the £ logic is built in the usual way from a countable
set of propositional variables, three binary connectives —
(Lukasiewicz implication), [(Broduct conjunction) and -
(Product implication), and the truth constant 0. A truth-
evaluation is a mapping e that assigns to every propositional
variable a real number from the unit interval [0, 1] and extends
to all formulas as follows:

e(0) =0, e(¢ ) =e(d) e(w)

e(d ~LP)= fﬁi{l —e(d) + i(w()&);) W
o, if e(d) < e(Y

e ~nW) = oy)led), otherwise

The truth constant 1 is defined as ¢ — ¢. In this way we
have e(1) = 1 for any truth-evaluation e. Moreover, many
other connectives can be defined from those introduced above:

Lp is ¢ —’L§
n$¢ is ¢ -no,
¢ Q@ is &P -1 W),

¢ Ll is —L(-d L= Y),
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¢ Lyl IS e -y - Modal: they are built from elementary modal formulas of
¢ L0 s =L~ [=dY), the form P ¢, where ¢ is a non-modal formula, using the
¢ Lyl IS P& Y, connectives of £ (-, L3 ). We shall denote them

boLy IS ¢ L V&Y - 9), by upper case Greek letters @, W, etc.
% :2 :”:"32’ These are all the formulas of FP(L). Notice that nested
Hhlas modalities, among other things, are not allowed.
with the following interpretations: Axioms and rules of FP(LBC, £.I) are as follows:
L) = ]l‘:lf’(q’?c -0 (CPL) All axioms and rules of classical propositional logic
e(-nd) = 0’ Iotﬁé?v%/is_e , restricted to classical, non-modal, formulas;
e(d W) = min&e(d)) e(1)) (£r) All axioms and rules of £ for modal formulas;
e(d W) = max(e(q)), e(lIJ)), (P) The foIIowing_ z_ixioms and rules for the modality P:
e(d [ = min(l,e(q;) +e(1b)), for all propositions ¢,y L]
e(d LI = max(0,e(d) +e(w) — 1), (P P( - ) L (P(d) -LPW)
e(d O = max(0,e(d) —e(y)), (P2) P(=9) ~r =P (d)
e ~LY) = F—je(®) —eW)l, (P3) P(¢ L) « [P($) CA(Y) CPIH Lu)]
_ 1, ife(d)=1 (Nec) if [ch ¢, derive P ().
§(A0) = otherwise ' Models of FP(LIT) are probability Kripke structures K =
() = 1, ife(p)>0 (W, e, pLwhere:
0, otherwise - W is a non-empty set of possible worlds;
The logic £M is defined Hilbert-style as the logical = €:V *W - {0,1} provides for each world a Boolean

system whose axioms and rules are the following:?

(i) Axioms of tukasiewicz Logic:
(if) Axioms of Product Logic
(iii) The following additional axioms relating tukasiewicz
and Product logic connectives:
=) nd Lo
D) A -LY)=A -ny)
(LM ¢ L@ D= (¢ L) L LX)

(iv) Deduction rules of £ are modus ponens for - (modus
ponens for — is derivable), and necessitation for A:
from ¢ derive A¢d.

C. The probability logic FP(LIT)

This final section on preliminaries is on the probability
logic FP(LM) (FP for Fuzzy Probability), introduced in [8] and
defined as a sort of modal extension with a unary operator P (*)
over the fuzzy logic £ described in the previous section. This
logic allows for reasoning about the probability of classical
propositions.

Actually, the propositional language L is extended by a
fuzzy unary modal operator P. If ¢ is a proposition of L,
then P¢ is a modal proposition whose intended reading is
that “¢ is probable”, and whose truth-degree will be taken as
the probability of ¢.

The language of FP(LIT) is defined as follows. Formulas of
FP(LIT) are of two types:

- Non-modal: they are exactly the (classical) formulas of L,
i.e. those built from a set V ar of propositional variables
{pP1,P2,---Pn, ...} using the classical binary connectives
[Cahd -. Other connectives like [Cahd - are defined
from [Camd — in the usual way. We shall denote them by
lower case Greek letters ¢, |, etc.

2This definition, proposed in [3], is actually a simplified version of the
original definition of LIT given in [4].

(two-valued) evaluation of the proposition variables, that

is, e(p,w) 3D, 1} for each propositional variable p [

Var and each world w [CW'; and

- W:2W . [0,1] is a finitely additive probability measure
on a Boolean algebra of subsets of W such that for each
p, the set {w | e(p, w) = 1} is measurable (cf. [10] 8.4.1).

A truth evaluation e is extended to non-modal formulas in the
classical way, to elementary modal formulas as follows:

e(Po,w) = p({w CW | e(p,w) = 1}),

and to compound modal formulas by using the truth-functions
of the L.IM logic.

Soundness and completeness of the logic FP(LM) w.r.t. to
the class of probability Kripke models is proved in [8]: if
T [{®} is a finite set of FP(LIM)-formulas, then T proves ®
in FP(LI) iff for any probability Kripke model K = (W, e, L)
and any world w [CW, e(®,w) = 1 whenever e(W,w) =1
forall ¥ 11

I1l1. PROBABILITY LOGIC OVER CONDITIONALS

In this section we define a logic to reason about the
probability of basic and compound conditionals over the fuzzy
logic £IM. In the same line as with the logic FP(L.IT) described
in Section 11-C, we extend the language of LBC with a fuzzy
(unary) modal operator P, so that, for every basic conditional
(¢ | W), the intended meaning of a formula P (¢ | ) is that the
conditional “¢ given g is probable, and that the truth-degree
of P (¢ | ¥) is the probability of the conditional “(¢ | W)”. The
relation of this probability to the usual notion of conditional
probability of ¢ given ¢ will become clear later.

The logic FP(LBC, L) is obtained by replacing, in the
definition of FP(LIT), classical logic for events by the con-
ditional logic LBC defined as in Section II-A. Formulas of
FP(LBC, £.IT) are of two types:
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- Conditional formulas are formulas of the logic LBC,
that is, basic conditionals of the form (¢ | @) for all
classical formulas ¢ and { such that { is not a classical
logic contradiction (in other words, Tcd =) and compound
conditional formulas obtained as Boolean combinations of
basic ones. Compound conditional formulas will be denoted
as b, W, ...

- Modal formulas: for every (basic or compound) condi-
tional formula ®, P (®) is an atomic modal formula. Com-
pound modal formulas are combinations of atomic ones by
means of the £ connectives.

Thus, for instance, P(¢ | ¢), P((¢ | &) ¥ | 3)) and

P({(d | W) C¥|6) - P(x | 1) are compound modal
formulas for all classical formulas ¢, y,y,d, X, T such that

3y, 46, It. However, neither (¢ | Y) - P(y | 9)
nor P((¢ | ) CPIx | T)) are well formed formulas in this
language.

Axioms and rules of FP(LBC, £.M) are as follows:

(LBC) All axioms and rules of LBC restricted to conditional

formulas;
(£11)  All axioms and rules of £ for modal formulas;
(P)  The axioms and rules for the modality P are those for

FP(LI), but now for all conditional formulas ®, ¥ [1

LBC, plus a new rule (Sep):
(P1) P(® - W) - (P(®) - P(¥));
(P2) P(=®) o« =P (®);
(P3) P(® W) ~ [P(®) CAW) [E(® LW)];
(Nec) if [dc @, derive P (P);
(Sep) if Ledi (¢ - X) LQX - W), derive
PUdx) COY) «LP(dIX) CEIX|W).
The notion of proof according to these axioms and rules will
be denoted [e3. The axioms and rules of FP(LBC, £.1) are
meant to capture the behavior of an unconditional, separable
probability measure on the Lindenbaum algebra of the logic
LBC. In fact, let us recall from [5] that, in particular, a
probability p on a Boolean algebra of conditionals C(A) is
separable if for all a,b,c CAN\{ [}F3uchthata <b <, then
p((a | b) C@| c)) = @] b) - ub | c). As we will show later
on, separability is captured by the rule (Sep) above.

In what follows Q will denote the set of Boolean interpre-
tations for the variables V ar, and Seqn (Q) will denote the set
of sequences of n pairwise different interpretations from Q.

Definition 3.1: A probability LBC-Kripke model is a struc-
ture C = [W, e, uCvhere

- W is a set of worlds;

- e:W - Seqgn(Q) maps every world w [\ to a LBC-

evaluation e(w) =W [Skqn(Q);

- W is a probability on 261 where e[W] = {e(w) | w [

W3} 258,
Each LBC-Kripke model C = [W, e, uCinduces a probabil-
ity on LBC formulas in the natural way, in particular for each
basic conditional (¢ | W) we define:

HC@ [ 9)7) = pW CSkan(Q) |w CW,W = (¢ | v)},°

Swithout danger of confusion, we will write (o | @) for u(“(¢ | W)”)).

and similarly for every compound conditional. Notice that,
when e[W] = Seqn(Q), the Boolean algebra 261 on which
M is defined, actually is the Lindenbaum algebra of LBC. It
was proved in [5, Theorem 7.3] that such Lindenbaum algebra
is isomorphic to C(L), that is, the conditional algebra gener-
ated by L, the Lindenbaum algebra of classical propositional
logic. Thus, every LBC-Kripke model determines a probability
measure L on C(L).

Definition 3.2: A probability LBC-Kripke model C =
(W, e, uds called separable when

H(( W) T [ X)) = W@ [ ©) - 1w | X) @

for every ¢, Y, X such that [cd, (¢ - @) @ - X) and
[eh Y.

An immediate consequence of the definition above is that
every W of a separable model, satisfies u(¢ | D—F p((d |
) T | DYE p(é | W) - u( | Dfor all ¢, g such that
[cdL ¢ — Y and 3. Note that the first equality is due to
Axiom (A5) of LBC.

Given a formula F of FP(LBC, £.IT) and a separable model
S = [W,e,uCdthe evaluation of F in S at w [ is
inductively defined by the following stipulations:

- If F is a conditional formula @, then [@I[g), = w1 (P) [

{0, 1}, where e(w) = [aly, Wy, ...G]

- If F = P(®) is atomic modal, then [PI(®) [sly = W(P);

- If F is compound modal, then [Ellsly is computed

by evaluating its atomic components and then by using

the truth-functionality of the connectives of LI1 in the

standard algebra [0, 1].

Notice that if F is modal, then [Ells]}, does not depend on
the world w. Finally, the truth-degree of F in C is defined as
[Els1= infy o [Ellshy.

Definition 3.3: If T [ is a set of modal formulas, ®
logically follows from T, written T [Esgp ®, when for all
separable probability LBC-Kripke model S, if [Ellg1=1 for
every F [Tl then [@Isl=1 as well.

Next, we prove that FP(LBC, £1) is sound and complete
with respect to the class of separable models. Its proof, a main
part of which will follow from a general result we will recall
below, is based on the fact that the logic for events, LBC is
locally finite. This means that the Lindenbaum algebra CL
over a finite set of variables is finite. Indeed, as proved in
[5, Theorem 7.3], CL is isomorphic to C(L) to the Boolean
algebra of conditionals of the Lindenbaum algebra of classical
logic, on the same set of variables.

Theorem 3.1: The logic FP(LBC, ) is sound and com-
plete for deductions from probabilistic modal formulas w.r.t.
to the class of separable models.

Proof: Soundness of (P1), (P2), (P3) and (Nec) follows
directly from [10, Lemma 8.4.5.]. Thus, let us show that (Sep)
holds in every separable model. If (¢ - X) CCX - Y) is a
theorem of classical logic and  is not a contradiction, then
PI(¢ | X) LR | V) Ls1= [PU¢ | X) LsH [PI(X | ¥) Lslin any
separable model S = [W, e, uLJbecause u satisfies Equation
(1) above, and hence S satisfies P((¢ | X) CCX | ¥)) oL

P [Xx) LEIX|W¥).
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As for completeness, we will show that O=p F implies
Esep F, for any modal formula F. By either adapting the
completeness proofs in [8], [11] or adapting the general result
proved in [6, Theorem 20 (1)], together with the fact that LBC
is locally finite and L.IT is finitely strong standard complete, we
can show that deductions in FP(LBC, £.I1) can be translated to
deductions in £ by considering atomic modal formulas P ®
as new LI propositional variables pe. Indeed, it holds that,
for any modal formula G, [ G iff T L G5 Wwhere G™s
the translation of G with the new variables, and T consists of
the following three sets of formulas:

() To={H™'H is an instance of axioms (P1), (P2), (P3)}
()i T1 = {pw : Y is an LBC-theorem}, that translates the
rule (Nec), and
(iii) T2 = {Peox) reay) <L Porx LAy
(X - W) and [Ogd —x3, that translates the rule (Sep).
Then by the finite-strong completeness of £M,* if F is not a
theorem of FP(LBC, £.IM), there is a £.IM-evaluation v, model
of the sets Ty, T1, T2 and v(F) < 1. Then one can define
the probability Kripke model S = (W, e, W), where W =
Seqn(Q), e(w,p) = wi(p) for any propositional variable p,
and p(®) = v(®) for any conditional formula ®, and show
that [(Fllgl= v(F) < 1, that is, S is a countermodel of F.
Thus, it is left to prove that i is separable. Indeed, in particular
v is a model of Ty, that means v(pgx CPydiw) = V(Pgix) -
V(Pxp) = W@ | X) - (X | @), for all those conditionals

(@ | X), (X | W) such that [cpr (¢ - xX) CCX ~ v) and
cd . —X. Thus, u is separable and the claim is settled. m

We end this section by noticing that in a separable LBC-
Kripke model, a formula P(b | ) is evaluated by its
corresponding conditional probability.

Corollary 3.1: For every basic conditional (¢ | ), the
following deduction holds in FP(LBC, £.11):°

(PW | D P(d ) o (PW| D3 n P (¢ 0O D)

IV. POSITIVE SEPARABLE MODELS

In this section we will consider a first extension of the logic
FP(LBC, L.IM) that allows to deal with positive probabilities on
basic conditionals of the form (¢ | D1

Definition 4.1: The logic FP(LBC, £M)* is the schematic
extension of FP(LBC, LIT) obtained by adding the rule

(Pos) if Mg —¢, derive [P | D1
The effect of axiom (Pos) is to force the probability of
non-contradictory classical propositions ¢ (once identified as
conditionals (¢ | D)o be strictly positive. Therefore, it is

relatively easy to see that the following holds.
Theorem 4.1: The logic FP(LBC, )™ is sound and com-
plete w.r.t. the class of positive separable LBC-Kripke models,
i.e. models S = W, e, uCin which W is a positive probability

“4For our purposes, T can be considered to be finite, because the Linden-
baum Boolean algebra of LBC is finite, that is, there are only finitely-many
non-logically equivalent basic conditionals (¢ | @), and hence only finitely-
many non-logically equivalent formulas in T.

5Recall from Section 11-B that the interpretation of the connective [isl
[XJ=1if x>0, and C(X) = 0 otherwise.

measure, that is to say, such that p(®) > 0 for all conditional
formula ® 8 1

Let us call basic modal formulas any combination of atomic
modal formulas of the form P (¢; | ¢;) with £ connectives.
If we restrict ourselves to this sublanguage of FP(LBC, £.1),
we can in fact consider simpler probabilistic models.

Definition 4.2: A positive simple model is a pair P = [Q, o]
where Q is the set of Boolean interpretations for the base
language L, and o is a positive probability measure on 22,

Given a basic modal formula B and a positive model P =
[Q, o[ we interpret B in P as follows:

- IFB=P (| W), then [PY(¢ | ) [RI= T,

- If B is compound use again the truth functlonallty of LM
connectives interpreted in [0, 1].

Lepr (@ — X) T Theorem 4.2: (1) For every positive separable LBC-Kripke

model S there exists a positive simple model P such that
[Bls1= [BIlxIfor every basic modal formula B.
(2) Vice-versa, for every positive simple model P there exists
a positive separable LBC-Kripke model S such that [Bllgl=
[Blls1for every basic modal formula B.

Proof: As for (1), let us prove the clam for B = (¢ | ).
The case of compound conditional formulas, indeed, follows
by truth-functionality of the connectives of L. Given a
positive separable LBC-Kripke model S = W, e, u[1define
o(¢) = we | OF p{w LW | w = (¢ | DR This is
a probability on Boolean formulas that can be identified as a
probability on 22. Since W is positive and separable, we have

_ w(é tW) D1 o( )
MOV =" w00~ oW

On the other hand, (2) follows by adapting to our logical
setting a main result in [5, Theorem 6.13] stated in algebraic
terms. Indeed, in that theorem it is proved that, for any positive
probability P on an algebra of events A, there is a (plain)
probability up on the algebra of conditional events C(A) such
that pp (a | b) = ”ffzbt)ﬁﬂ whenever b & [C_Tlhe proof is rather
involved and we refer the reader to [5] for full details. [ |

V. A LOGIC FOR (CONDITIONAL) CANONICAL EXTENSIONS

As proved in [5] the atoms of a Boolean algebra of
conditionals C(A) can be fully characterized by the atoms
of the original algebra A and, in particular, if ay,...,an are
the atoms of A, those of C(A) are conditional expressions of
the form

wl = (ail | miz | _'ail) |:] min—l |

j=n—-2

1
_'aij)'

Since the atoms of the Lindenbaum algebra of classical logic
(with s%varlables X1,...,Xk) are writable as minterms
oj = xFfor xCdx;, =x;}, the atoms of C(L) are
expressible as above. To ease the reading, we will denote them
by w1, wo, . ... Recall form [5] that, if classical logic is defined
on k propositional variables, there are (2K)! atoms of C(L).
Although not every probability measure on C(A) satisfies
all the axioms of a conditional probability, every positive
probability o on the original algebra A, has an extension to
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a positive probability pgs on C(A). These measures, called
canonical in [5] are such that, for every atom w; of C(L),
1

Ho(wi) = o(ai, | O-d(ai, | —ai,)-...-o(a,_, |

j=n—2
In this section we will show how to further extend the logic
FP(LBC,tM)* in order for its models to be defined by
canonical extensions pg of this kind. In order to do that, let
us consider the following FP(LBC, £M)*-formulas:

(Cani) P(wi) L P(ail | ImZI:“:mkuin—1 I _'C(ij)r

j=n—-2

where w; = (o, | D). (G, _, | j=n—2 —a;), with
di,, ..., dj, being minterms of the propositional language L.

Definition 5.1: Let L be a propositional language with k
variables. Then, the logic FP(LBC, M) is the schematic
extension of FP(LBC, tM)™ obtained by adding the axioms
(Can;) forall i =1,...,(2K)!

A separable model S = [W, e, pis canonical if there exists
a positive probability ¢ on Q such that p = g, i.e., p is the
canonical extension of some positive o on Q.

Finally, we can prove that FP(LBC, )¢ is sound and
complete w.r.t. to canonical models.

Theorem 5.1: The logic FP(LBC, £M)¢ is sound and com-
plete with respect to the class of canonical models.

Proof: Following the lines we sketched in the proof of
Theorem 3.1, it is enough to show that a positive separable
model satisfies all the axioms (Can;) iff the model is canonical.

(Left-to-Right). Let S = [W, e, u[be positive separable and
satisfying (Can;) for all i. Thus,@wi)@z
[El(ah | II“:I I:E((xin—1 | =il —1(1j)|g_|:

Pl(a, | DI (i, j<i,, 7)) [s1=
H(ai, | Dddots - (@i, | j<i,,, 710)-

Since S is positive and separable, by Theorem 4.2 there
is a positive simple model P = (Q, o) such that, for every
basic conditional (¢ | ), I@Il Y) = GS‘EJJI)D. In particular,

_ i,  o(ai, (=i, )
u(ai, | Iﬂ'lﬁ(ain—l | =i, 70) = TeGan)

. o(a;‘(ﬁj‘:&i;a’). Thus, U = Hs and S is canonical.

(Right-to-Left). Conversely, if S is canonical, then (Can;)
holds in S by the very definition of canonical model and the
way formulas are interpreted in separable models. ]

In the light of the above argument, we can hence slightly
improve the result of Corollary 3.1 as follows.

Corollary 5.1: The following formulas are theorems of
FP(LBC, L M)¢:

DP@IY) oo PW| OFnP(e Ll O]

2) P(0) poP (D=2 n P(0i,) CPT-ai;) —n P(ai,)

CO P o, 9%5) —n PAGia—)], for o = (ai, | DAy

(i, | —o,) B O, | j<n—2 ;). Where the ai;’s are
pairwise different minterms of the propositional language L.

V1. CONCLUSIONS

In this paper we have introduced fuzzy modal logics for
reasoning about the probability of compound conditionals,
the latter being Boolean combinations of basic conditionals

(¢ | W) and formalized within the recently introduced Logic
for Boolean Conditionals LBC [5]. For each of the logics we
define, we have proved completeness w.r.t. suitable classes of
probability models, where a formula of the kind P (¢ | @) is
evaluated by a (plain) probability pu(“(¢ | ¢)”) of the condi-
tional formula (¢ | ). We have shown that, if ¢ Tgd, L1
this probability is in fact a conditional probability, and thus

evaluated by the ratio u(“(¢ C@| OD2)/p“( | O

There are a number of issues on this subject left for future
work. Among them, we plan to investigate the relationship
of our probability logics for compound conditionals with
the approach developed by Sanfilippo et al. to probabilistic
inference with conjoined and iterated conditionals based on
a different notion of conditional, see e.g. [14], [15]. Another
topic of interest is the application of these logics to reason with
(semi-) fuzzy quantifiers [2]. In addition, we plan to investigate
complexity bounds for the SAT problem for FP(LBC, £.IM).
Although it seems reasonable to conjecture that logic to be
decidable, while the logics £ and FP(LIT) are known to be
in PSPACE [12], the complexity of the logic LBC is not known
yet, and this latter non-trivial fact needs to be solved first.
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Resumen—EI| objetivo principal de este trabajo es utilizar
los contextos L-fuzzy para mejorar la eficiencia del disefio
de materiales biodegradables de origen renovable fabricados
mediante la valorizacion de residuos con buenas propiedades para
su utilizacion en el sector de los envases alimentarios. El uso de
los contextos L-fuzzy permitira mejorar la eficacia en el proceso
de disefio mejorando la eficiencia en la utilizacion de recursos.
Ademas, mediante la utilizacion de los mencionados contextos
L-fuzzy se pretende optimizar las propiedades de los materiales
desarrollados y estimar la composicion de los materiales para los
requisitos que cumplir en servicio.

Palabras Clave—Contextos L-fuzzy, extraccion de conocimien-
to, materiales renovables, disefio de materiales

I. INTRODUCCION

Cuando se disefia un nuevo material, la seleccion de la
formulacion es uno de los principales factores que afecta
a las propiedades funcionales del material. En el proceso
usual del disefio de nuevos materiales, se varia la cantidad
de los componentes de la formulacion y se estudia la in-
fluencia de esas variaciones en las propiedades del material.
Dicho proceso implica un elevado coste de materias primas,
energia y recursos humanos. Cuando un/a ingeniero/a disefia
un nuevo material, los requerimientos del material en servicio
dependiendo de su aplicacion determinan las propiedades
funcionales que el material debe poseer. Habitualmente, existe
un conocimiento existente por parte del equipo investigador
que ayuda a establecer unos rangos iniciales de los valores
de la formulacién con el objetivo de obtener las propiedades
deseadas. Muchas veces, el investigador no busca un valor
exacto para una propiedad concreta, sino que desea que esté
dentro de un intervalo determinado o entorno a un valor
exacto. Los valores de esas propiedades pasan a ser difusas, lo
que posibilita el estudio mediante variables borrosas [1], [2].

La inexistencia a priori de reglas de asociacion que re-
lacionen la composicion con las diversas propiedades del
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material hace que el uso de herramientas difusas basadas en
reglas de asociacion no parezca la mejor opcibn, siendo el
empleo de contextos borrosos para la extraccion de informa-
cién una herramienta prometedora para la estimacion de la
composicion del material para unas propiedades determinadas.
Las propiedades requeridas van cambiando en funcion de las
aplicaciones. Es decir, segln el alimento que se quiera envasar,
los requerimientos en servicio del material de envasado varian.
El deseo de obtener una modificacion en alguna de las
propiedades obtenidas o en alguna variable de la formulacién
conlleva un coste inmenso de recursos debido al proceso
de prueba y error que se utiliza actualmente. ElI empleo de
contextos borrosos con informacién incompleta puede ayudar
en la fase de disefio del material agilizando el proceso y
ahorrando recursos de todo tipo que dicho disefio conlleva.

Il. DESCRIPCION DEL PROBLEMA
I1-A. Descripcion de las condiciones de disefio de materiales

En el disefio de nuevos materiales, la formulacion y las
condiciones de procesamiento desempefian un papel funda-
mental en el comportamiento en servicio de dichos materiales.
Estas propiedades estan relacionadas con distintas magnitudes
(quimicas, fisicas, mecanicas, térmicas, opticas. ..). Para cada
aplicacion, sabemos qué valores de salida de estas magnitudes
deberia tener el material para un desempefio Optimo, y la
cuestion es encontrar la formulacion que lo permita.

Con vistas a alcanzar este objetivo, no solo se debe iden-
tificar las especies quimicas que optimizan las propiedades,
sino también sus cantidades. Estas cantidades seran los valores
de entrada que se han de determinar en la optimizacion.
Usualmente, existe un conocimiento previo que permite al/la
disefiador/a fijar los rangos aproximados en donde es probable
que estén los valores de entrada ideales, para obtener los
valores de salida asociados al comportamiento que son los
deseados.
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A la hora de encontrar esos valores de entrada ideales, la
aproximacion tradicional de prueba y error puede requerir
un gran coste de energia, tiempo y materias primas. Hay
tantas combinaciones y variaciones a estudiar que éste es
un procedimiento ineficiente para analizar la influencia de
cada parametro en el comportamiento del material disefiado.
Ademas de esto, normalmente el anlisis se realiza con una
variable de cada vez, que no considera las interacciones cru-
zadas entre distintas variables de entrada en la formulacién. A
menudo, estas entradas y salidas son borrosas: el/la disefiador/a
aceptaria valores de entrada alrededor de ciertos valores de
entrada, porque estaria dispuesto/a a admitir valores salida
cerca de ciertos valores de salida.

En este caso, les podemos asociar valores borrosos de
deseabilidad, y realizar un estudio basado en los conceptos
de la teoria borrosa. Dentro de esta aproximacion, y con un
analisis estricto de las variables implicadas, se puede lograr
un conjunto de variables de entrada adecuadas, de una manera
eficiente y reduciendo el consumo de tiempo y recursos. Asi,
se evita un procedimiento ineficiente y sus costos afiadidos.

I1I-B. Propiedades requeridas para aplicaciones del material

Los films basados en gelatina muestran caracteristicas que
los hacen indicados para ser aplicados en envasado [3]-
[5]. Las propiedades barrera, el comportamiento mecanico y
las propiedades oOpticas son de vital importancia al disefiar
materiales para envasado de alimentos [6].

Teniendo esto en mente, se proponen las siguientes propie-
dades de salida para un analisis posterior:

» Angulo de contacto (CA)

= Tasa de transmision de vapor de agua (WVTR)

= L*y b* (en lo que respecta a propiedades de color)
= Tension a traccion (TS)

= Elongacién a rotura (EB)

= Brillo

Considerando la experiencia en el campo del grupo de in-
vestigacion BIOMAT - biopolymeric materials del que forman
parte varios de los autores del presente trabajo, se propuso un
conjunto de propiedades salida objetivo para esta aplicacion.
Este set tiene en cuenta las especificidades de los films basados
en gelatina. Este es el punto de partida para lanzar el analisis
de conceptos L-fuzzy [7]-[9]. Estas propiedades objetivo estan
listadas en la Tabla I.

Tabla |
REQUERIMIENTOS PARA MATERIALES DE ENVASADO DE ALIMENTOS
GRASOS
CA(®) L* b* TS(MPa) EB (%) Brillogg-
(Unidad de brillo)
90 95 40 60 5 50

En el caso de la tasa de transmision de vapor de agua, no
se seleccionaron valores objetivo por no ser una propiedad
clave para la aplicacion de envasado de comida grasa. Puede
ser que las propiedades objetivo no se puedan alcanzar si-
multaneamente para un material dado, debido a la interaccion

entre ellos. En este caso, el método de estimacion propuesto
proporciona una solucion de compromiso en el que las pro-
piedades estimadas estan cerca de las propiedades objetivo.

En la siguiente seccion se discuten los conceptos basicos
de la teoria de contextos L-fuzzy y la forma de aplicarlos a
la seleccion de formulaciones de materiales.

I1l. MODELADO DE LOS EXPERIMENTOS UTILIZANDO
CONTEXTOS L-Fuzzy

I1I-A.  Analisis de contextos L-fuzzy

El analisis formal de conceptos es una herramienta ma-
tematica desarrollada por R. Wille en 1982 [10], [11] con el
objetivo de procesar datos conceptuales y representarlos de
una manera formal. Con el objetivo de reconocer diferentes
grados de pertenencia entre objetos y atributos Burusco y
Fuentes-Gonzalez extendieron los conceptos formales de Wille
al caso difuso con la definicion de contextos L-fuzzy [7]-[9].
Un contexto L-fuzzy se define como una tupla (L, X,Y,R)
donde L es un reticulo completo, X e Y son respectivamente
el conjunto de objetos y atributos, y la relacion R CIP<>Y
toma valores en el reticulos (L, <).

Para extraer informacion de estos contextos L-fuzzy, el
operador derivacion se define para todos los conjuntos A 1<
y B I mediante las siguientes expresiones [9]:

Auly) = )'(g] {I(A(¥), R(x,y))}, LYl
B2(x) = inf{I(B(y), R(x,y))}, XI[X.
y Y]

Siendo | un operador implicacion difuso definido en L.
Los conceptos L-fuzzy constituyen una herramienta que
permite visualizar la informacion almacenada en el contexto.

Estos conceptos son pares (M, M1) donde el conjunto M [

L es un punto fijo del operador constructor ¢, que se define
usando los operadores de derivacion ¢(A) = (A1)2 = A
para todo A [CIF<.

De manera equivalente, los conceptos L-fuzzy se pueden
definir desde el punto de vista de los atributos como pares
(N2, N) siendo N 0" un punto fijo del operador construc-
tor @ que se define como @(B) = (By)1 = By, para todo
B L.

Dado un subconjunto de objetos A [L¥¢ (o, un subconjunto
de atributos B [CI0"), es posible calcular el concepto L-fuzzy
asociado aplicando repetidamente el operador constructor ¢
(o, equivalentemente, el operador @) hasta que un punto fijo
es obtenido. Podemos obtener un punto fijo simplemente
aplicando el operador derivacion dos veces si el operador
de implicacion usado es residuado [12], [13]. Asi, si | es
residuado, entonces el par (Ai2, A1) es el concepto L-fuzzy
asociado a A. De manera similar, el concepto L-fuzzy asociado
a B IO sera el par (B,, By1).

El concepto L-fuzzy asociado a un subconjunto de objetos
A (o atributos B) proporciona la situacion “estable” en el
contexto que sea mas cercana a las condiciones iniciales fijadas
por A (o B). En este trabajo, y con el fin de simplificar los
calculos, el operador de implicacion elegido para obtener los
conjuntos derivados fue la implicacion de Lukasiewicz.
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I11-B. Metodologia propuesta para extraer informacion de
los datos experimentales

La metodologia propuesta en este trabajo aprovecha el
potencial que tiene el analisis de contextos L-fuzzy para
extraer informacion de tablas de relaciones con doble entrada,
y se puede describir en los siguientes pasos:

1. Determinar los conjuntos de objetos y atributos que for-
man parte del problema. La relacion entre ellos vendra
dada por los datos experimentales.

2. Normalizando los valores experimentales, construir el
contexto L-fuzzy relacionado con las propiedades del
material a analizar.

3. Establecer el conjunto de atributos que representa la
situacion que queremos estudiar. Para las propiedades
para las que no tenemos requerimientos iniciales se
tomara el valor de 0.

4. Calcular el concepto L-fuzzy mas cercano a la situacion
de partida, que vendra dada por el punto fijo del operador
constructor.

5. Interpretar los valores obtenidos para extraer la informa-
cién requerida.

El Algoritmo 1 describe los calculos a realizar para obtener
los valores estimados de las propiedades de los materiales.

IV. DETERMINACION DE LA FORMULACION DEL
FILM BASADO EN GELATINA

IV-A. Disefio experimental para la optimizacion de la for-
mulacion

Los valores de entrada de la formulacion a ajustar elegidos
fueron el contenido de glicerol, pH y contenido de acido
galico. Los datos para poder aplicar la metodologia difusa
propuesta, fueron distintas muestras donde los valores de
contenido de glicerol analizados fueron 0%, 5% y 10 %, los
valores de pH seleccionados 4.5, 7.25 y 10, mientras que
los valores de contenido de acido gélico fueron 5%, 10%
y 15%. Los valores experimentales de las propiedades de
salida obtenidas para alimentar los célculos se muestran en
la Tabla Il.

IV-B. Construccion del contexto L-fuzzy que representa los
valores experimentales

Con el objetivo de modelar el proceso de disefio de ma-
teriales construimos un contexto L-fuzzy (L, X,Y,R) en el
reticulo (L = [0, 1]100, <), considerando el conjunto de
objetos X = {Xq, Xz, ..., X13}, donde X; representa la i-ésima
formulacion. El conjunto de atributos Y = {y1,Y2,.-.,Y10}
estuvo formado por las diferentes propiedades que se analiza-
ron en cada formulacion:

= y;: Contenido en glicerol

= y,: Contenido en acido galico

= y3: pH de la soluci6n

= y.: Angulo de contacto de agua

= ys5: Tasa de transmision de vapor de agua
= Yg: Valor de color L*

= y;: Valor de color b*

Algoritmo 1 Estimacion de las propiedades de los materiales
Entradas:

1: {X1,X2,...,Xn}: conjunto de objetos X.
2: {y1,¥2,...,Ym}: conjunto de atributos Y .
3: E(Xi,yj) para todo (Xi,y;j) X <Y : valores experimen-
tales.
4: {ry,r,...,rg}.  requerimientos para los atributos
YisYier - Yikd
Salida:
{e1,€e2,...,em}: valores estimados para los atributos.
Pasos:

[Cbnstruccion de la relacion del contexto.

1: fori=1tondo
22 forj=1tomdo ]
E(xi,y;) — min {E(xn,yj)}

max {E(xn, y5)} — min {E(xn,y;)}

3: R(Xi,yj) -

4:  end for
5: end for
[Cbnstruccion del conjunto inicial de atributos para represen-
tar la informacion requerida.
6: for j=1tomdo

7. ifj 01, j2,-- -, 0k} then
ri — min {E(Xn,Yj)}

8: B(Yj) _ 1=h=n i

Jmax {E(xn, yj)} — min {E(n, y;)}
9: else
10: B(yj) -« 0
11:  end if
12: end for

[Chlculo del concepto asociado.

13: while B 8 ¢(B) do

14: B <« @(B)

15: end while

[—Obtencibn de los valores estimados para las propiedades.

16: for j =1 to m do

17 gj « min {E(Xn, yj)}+
1=hsgm ] —1

+B(y;) - max {E(xn,y;)} — min {E(xn,y;)}
18: end for

= yg: Tension a traccion.

= Yg: Elongacion a rotura

= yi0: Valor de brillo a un angulo de incidencia de 60°

La relacion entre objetos y atributos R CI<>*Y se calculd
normalizando los elementos de la matriz E formada por
los valores experimentales promedio que se muestran en la
Tabla Il de la siguiente manera:

E(i.j) ~ min_{E(h.j)}
12?1as)§.3{E (h,J)} B lg£13{E(h’j)}

La relacion obtenida se muestra en la Tabla I11.

R(Xi,yj) =
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Tabla Il
VALORES EXPERIMENTALES DE LAS PROPIEDADES FUNCIONALES PARA DIFERENTES FORMULACIONES DE MATERIALES DE ORIGEN RENOVABLE

Formulacion Propiedades de los materiales
GLY (%) GA (%) pH CA () WVTR — L~ b* TS (MPa) EB (%) Brillogo-
— (Unidades de brillo)
0 10 4.50 748 £42 10577 £115 953 +05 54=+04 787 £125 3815 125.4 + 3.2
5 15 4.50 746 £ 7.8 11473 £ 165 955+ 0.2 54 + 0.8 834 + 84 2706 155.4 + 10.3
5 10 7.25 52.8 = 2.3 12721 +£ 134 502 6.6 446 *6.9 79.8 = 3.7 3104 101.6 = 85
5 5 4.50 58.9 + 2.2 1097.3 £80 957+ 04 48+05 805+21 3904 148.0 + 9.9
0 10 10.00 | 383 +25 12563+ 102 325+13 20718 563+54 27+ 04 50.1 + 5.6
10 10 10.00 446 £ 19 1198.0 £ 22.3 26.6 = 05 8.8 £ 0.5 579 1.2 26 £0.2 29.6 = 3.7
5 5 10.00 | 447 +46 12270+ 106 696+57 591+32 708+56 31+04 235+ 26
0 5 7.25 56.7 + 1.8 1206.0 + 85 472+07 38607 779+104 35+05 28.6 +£25
10 15 7.25 99.3 + 25 13103 £ 194 466 18 428 %15 72.1 £ 6.2 2704 100.0 = 6.4
5 15 10.00 | 408 +25 1001.7 +153 238+09 40+08 623 +40 2603 709 + 3.2
10 10 450 | 101.0 +3.7 9603 +225 952+02 65+09 81.8+80 31+06 148.4 + 6.1
10 5 7.25 68.2 = 4.7 1220.0 £ 20.7 528 39 486 %+ 1.3 77541 3604 976 = 1.6
0 15 7.25 67.7 £ 4.2 13043 +£93 541+10 498=+15 864+79 32+06 100.0 + 7.0
Tabla 111
RELACION DEL CONTEXTO L-Fuzzy

R Y1 y2 y3 Ya y Y6 y7 ys Yo Yo

X1 000 050 000 058 028 099 003 066 052 0.77

X2 050 100 0.00 058 053 100 0.02 080 0.02 1.00

X3 050 050 050 023 089 037 074 070 021 059

X4 050 000 0.00 033 039 100 001 072 056 094

X5 0.00 050 1.00 000 085 012 030 0.00 0.02 0.20

Xg 100 050 100 010 0.68 004 0.09 004 0.00 0.05

X7 050 000 100 010 076 0.64 100 043 0.21 0.00

Xg 0.00 000 050 029 070 032 063 064 035 004

Xg 100 100 050 097 100 032 070 047 0.02 058

X0 050 1.00 100 0.04 012 000 0.00 018 0.00 0.36

X117 1.00 050 0.00 100 0.00 099 0.04 076 019 0.95

X2 1.00 000 050 048 074 040 081 063 040 056

x13 000 100 050 047 098 042 083 089 024 058

IV-C. Conceptos L-fuzzy asociados a los requerimientos
iniciales

Una vez definido el contexto L-fuzzy (L, X,Y,R), se esti-
maron las caracteristicas del material a partir de los conceptos
L-fuzzy asociados con el conjunto de atributos que representan
los requisitos deseados que se muestran en la Tabla I.

Los valores requeridos para las propiedades se normalizaron
para obtener valores en L, y se supuso inicialmente que los
valores de pertenencia de los atributos que representan las
propiedades desconocidas eran 0.

Por lo tanto, las propiedades del material para la aplicacion
de envases de alimentos grasos fueron representadas por el
siguiente conjunto difuso de atributos:

B ={y1/0,y2/0,y3/0,y4/0.82,y5/0, y/0.99,
y7/0.65,y5/0.11,y9/1,y10/0.20}
Y, después calcular el concepto L-fuzzy asociado, nos centra-
mos en su intension:
Bo1 :{y1/063, y2/060, y3/063, y4/089, y5/081,
y6/099, Y7/065, y8/098, yg/]., y10/070}
La intension de un concepto se puede interpretar como un

conjunto de atributos que siempre se encuentran juntos en el
contexto. Por lo tanto, el conjunto de atributos By; obtenido se

puede interpretar como el conjunto de atributos mas cercano
al conjunto requerido B que se dan al mismo tiempo.

A partir de los valores de pertenencia de la intension de
los conceptos L-fuzzy obtenidos, invirtiendo el proceso de
normalizacion, se estimd que, para el envasado de alimentos
grasos, las propiedades del material deberian ser las que se
muestran en la Tabla IV.

V. RESULTADOS Y DISCUSION

Teniendo en cuenta los datos experimentales para el analisis
de contexto L-fuzzy, las formulaciones estimadas para un
rendimiento optimo son las dadas en la Tabla IV. Para la
aplicacion de envasado de alimento graso, la metodologia
sugiere valores alrededor del 6.3% de contenido en glicerol,
11% de contenido en acido galico, y un pH de 8.

Con estos valores se realizaron medidas experimentales de
las propiedades funcionales en el laboratorio, obteniéndose los
valores presentados en la Tabla V.

Como puede observarse en la Tabla V, los valores estimados
fueron muy similares a los valores objetivo de las propiedades
funcionales, excepto para los valores de brillo y tension a trac-
cioén, y los valores propuestos por el analisis de conceptos L-
fuzzy fueron mayores que los valores objetivo seleccionados.
En lo que respecta a valores de brillo, no es posible obtener
valores cercanos a 50 teniendo en cuenta las restricciones
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Tabla IV
FORMULACION Y PROPIEDADES ESTIMADAS PARA LOS MATERIALES DE ENVASADO DE ALIMENTOS GRASOS
GLY (%) GA(%) pH CA() WVIR L~ b* TS (MPa) EB (%) Brillogo-
i (Unidades de brillo)
6.28 10.96 795 9394 1243.66 95.00 40.00 89.38 5.00 116.27
Tabla V
VALORES REQUERIDOS PARA EL MATERIAL, ESTIMACION, VALORES EXPERIMENTALES Y ERROR OBTENIDO.
Formulacion Propiedades de los materiales
GLY (%) GA (%) pH | CA() [WVIR[ g L* b* TS (MPa) EB (%) Brillogo-
T T (Unidades de brillo)
Valores requeridos 90 95 40 60 5 50
Valores estimados 6.3 11 8 93.9 1243.7 95 40 89.4 5 116.3
Valores experimentales 74.3 1370.3 60.9 421 83.3 4.8 95.3
Error( %) 20.9 10.2 35.9 5.3 6.7 4.9 18

en el resto de propiedades; esto indica que los valores de
brillo deben ser mayores. Como los valores de brillo estan
relacionados inversamente con la rugosidad de la superficie
del film [14], valores mayores de brillo indican superficies
mas lisas. Algo similar sucedid con los valores de tension a
traccion: los valores estimados fueron mayores que el objetivo.
Es interesante sefialar que el comportamiento mecéanico del
material propuesto por el método de estimacion es incluso
mejor que el de la especificacion, pues tiene mayor tension a
traccion, sin disminuir los valores de la elongacion a rotura.
Para envasado de alimentos grasos, la tasa de transmision de
vapor de agua no es una propiedad crucial, y es por ello que
no se seleccion6 ningln valor objetivo; pero el concepto L-
fuzzy estima un valor de 1243 ﬁ para esta propiedad.
Para verificar el método de estimacion empleado, se desarroll6
un material con la formulacidn propuesta, y se midieron
las propiedades funcionales respuesta del mismo. Como se
muestra en la Tabla V, para la mayoria de propiedades, los
valores propuestos por el contexto L-fuzzy son razonable-
mente similares a los valores experimentales. Los errores
obtenidos son menores al 21% en todos los casos, excepto
para el valor de color L*, para el que el error es mayor y
el valor experimental obtenido es menor que la estimacion.
Esto produce una luminosidad mayor para el film, mayor que
la requerida en la especificacion, lo cual es adecuado para
la aplicacion de envasado de alimentos. Ademaés, se puede
confirmar, tal y como predijo el contexto L-fuzzy, que los
valores de brillo fueron mayores que los valores objetivo y el
comportamiento mecanico del material es incluso mejor que
el requerido para la formulacion estimada.

V1. CONCLUSIONES

En el presente trabajo, se emple6 el analisis de conceptos
L-fuzzy como una herramienta de toma de decisiones para
obtener una formulacion del material con las propiedades
funcionales requeridas en envasado de alimentos grasos. Los
resultados obtenidos después de implementar la metodologia
propuesta revelaron que los valores predichos por los con-
ceptos L-fuzzy fueron muy similares a los valores objetivo

en la mayoria de propiedades. Ademas, después de analizar el
comportamiento de las formulaciones estimadas, los resultados
experimentales resultaron ser muy cercanos a los valores
aproximados propuestos. El error entre valores estimados por
los conceptos L-fuzzy y los valores experimentales de las
formulaciones propuestas fue inferior al 20% en la mayoria
de propiedades funcionales. Por otro lado, en los casos en que
la diferencia entre valor predicho y valor experimental fue
mayor del 20 %, la prediccion proporciona una mejora de las
propiedades requeridas, obteniendo un mejor comportamiento
del material.

Definitivamente, las formulaciones propuestas por el analisis
de conceptos L-fuzzy son el mejor punto de partida para
estudiar el efecto de cada pardmetro en las propiedades
funcionales del material. En vez de tener una enorme ma-
triz de formulaciones que estudiar, utilizar este método de
estimacion ayuda a identificar aproximadamente los valores
de los parametros de la formulacion que llevan a obtener las
propiedades deseadas, y permite saber si es posible conseguir
las propiedades funcionales para un sistema especifico.
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Resumen—Los sistemas de clasificacion basados en reglas
difusas permiten en muchos casos obtener un conocimiento facil
de interpretar, pero esto no siempre ocurre. El objetivo de
este trabajo consiste en mejorar la interpretabilidad de estos
sistemas, utilizando procesos de minimizacion de conjuntos de
reglas difusas basados en una modificacion del método de Quine
McCluskey, que permite trabajar con valores ternarios. De este
modo, se pretende mejorar la capacidad de eliminacion de
variables irrelevantes en los antecedentes de las reglas y por
lo tanto, mejorar la interpretabilidad del modelo sin alterar en
gran medida la precision.

Palabras Clave—Reglas difusas, Clasificacion, Interpretabili-
dad, Simplicidad, Minimizacion.

I. INTRODUCCION

Tradicionalmente la gran ventaja de los sistemas de clasifi-
cacion basados en reglas difusas es que son capaces de obtener
un conocimiento interpretable a la vez que consiguen buenos
niveles de precision. Sin embargo, esto no es siempre asi, y
en algunos casos el conocimiento obtenido no es tan facil
de interpretar. Este punto es importante ya que un algoritmo
que obtenga conocimiento interpretable permite al usuario
entender el proceso seguido en la toma de decisiones. La
interpretabilidad es un tema de discusion frecuente [1] y existe
una gran cantidad de estudios y métricas que nos permiten
comparar modelos. Uno de los parametros frecuentemente
utilizado para estudiar la interpretabilidad de un sistema es
el nimero de reglas, de forma que cuanto mayor sea menor
es la interpretabilidad.

Existen estudios que buscan mejorar la interpretabilidad de
la base de reglas como el CFM-BD [2] que utiliza técnicas de
probabilidad e induccién de reglas, creando asi una base de
reglas mas compacta. También tenemos los que buscan reducir
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el nimero de reglas difusas utilizando los mapas de Karnaugh
[3]. EI mapa de Karnaugh es un método grafico que se
utiliza para simplificacion de funciones algebraicas de forma
canonica. El principal inconveniente con esta técnica radica
en que solo puede usar un maximo de 6 variables binarias,
las cuales solo pueden representar dos variables difusas con 3
etiquetas linguisticas, lo que limita bastante su uso.

Este problema también lo encontramos en uno de los
algoritmos de clasificacion de reglas difusas basados en el
algoritmo de Wang y Mendel para clasificacion [4], conocido
como el algoritmo de CHI [5]. Este algoritmo tiene como
ventaja el ser muy eficiente en el proceso aprendizaje a la
vez que obtiene niveles de precision aceptables, pero como
inconveniente genera un gran nimero de reglas difusas [6], lo
que dificultad la interpretabilidad del modelo obtenido.

Debido a estos inconvenientes se propuso un nuevo método
para minimizar la base de reglas difusas [7], basado en el
algoritmo de Quine McCluskey [8], en donde se consiguieron
buenos resultados, pero sus principales inconvenientes se en-
contraban en la adaptacion de las etiquetas linglisticas a una
codificacion binaria, lo que creaba tablas de la verdad muy
extensas y no lograba eliminar variables.

Quine McCluskey es un método de minimizacion de funcio-
nes booleanas ampliamente utilizado para la minimizacion de
circuitos logicos, debido a que obtiene el minimo valor de una
funcion booleana con un método tabular. La légica binaria es
eficiente y potente, pero es uno de los inconveniente para cierto
tipo de problemas como el propuesto en este trabajo donde
queremos trabajar con un numero de tres etiquetas lingtiisticas.

En este trabajo proponemos el uso de una lbgica ternaria
[9] que reemplaza los valores de 0 y 1 de la logica binaria por
valores 0, 1 y 2, lo que nos permitira realizar una reduccién
mas eficiente del conjunto de reglas y poder mejorar por tanto
la interpretabilidad del sistema.

Este documento los dividimos de la siguiente forma, en
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la siguiente seccion describimos las herramientas prelimina-
res del trabajo, en la seccion Ill se explicara en detalle el
funcionamiento del algoritmo. La secciobn IV muestra los
resultados obtenidos con el método de minimizacion ternario
comparandolo con el modelo de minimizacion binario, y por
Gltimo en la seccion V se realiza un analisis de la experimen-
tacion realizada.

I1. PRELIMINARES

Describimos en esta seccion las herramientas basicas que
se requieren en la realizacion de nuestra propuesta.

II-A.  Modelo de regla

La propuesta de minimizacion que realizamos en este traba-
jo parte de un conjunto de reglas difusas basicas que podrian
obtenerse de mdltiples formas, sin embargo, con la idea de
poder realizar una experimentacion completa del modelo,
asumiremos que el conjunto de reglas inicial se ha obtenido a
partir del algoritmo Chi.

La estructura habitual de un conjunto de reglas difusas
utilizando el algoritmo Chi es [10]:

Rule Rj : If X1 is Aj1 and ... and X is Ajn then 1)
Class = Cj with RW;

Donde Rj es la etiqueta j-ésima de la regla, X = (X1, ..., Xn)
es un vector n dimensional que representa un ejemplo, Aj; es
conjunto difuso representado por una funcién de pertenencia
triangular, C; es la etiqueta de la clase y RWj es el peso de la
regla. El peso de la regla utilizado en este trabajo es el factor
de certeza penalizado [11] PCF:

W; =PCF =
Xp [ClassCj uA'nl_(_D)_lx T xpIClassC; HA; (%p) (2
=
p=1 'JAj (Xp)

Donde paj(Xp) es el grado de pertenencia del ejemplo xp
con la parte del antecedente de la regla difusa R;j y se calcula
como sigue.

r— 1
M, (Xp) = Mo, (Xpi) ®3)
1

En donde pa;;(Xpi) es el grado de pertenencia del valor
Xpi del conjunto difuso A;; de la regla R;j.

Denominaremos modelo de reglas difusas extendido [12]
al modelo de regla difusa que permite que el valor asighado
a una variable sea un subconjunto de las etiquetas difusas
de su dominio. Este modelo de regla es interesante, ya que
cuando una variable toma todas las etiquetas de su dominio,
la variable se puede considerar irrelevante y puede eliminarse
del antecedente de la regla. En la propuesta realizada en este
trabajo, las reglas resultantes de la simplificacion seran de este
tipo.

I1-B. Método de Quine McCluskey

En esta seccidn presentamos las definiciones basicas y los
pasos para aplicar el método Quine McCluskey [6].
Definiciones

= Literal: Es una variable légica o su negacion (g or q).

= Minterm: es una expresion algebraica booleana de n
variables booleanas, que solamente se evalla como ver-
dadera para una (nica combinacion de esas variables.

= Implicante Primo: es el producto que no se puede com-
binar con otro término para eliminar una variable y una
mayor simplificacion.

= Implicante Primo esencial: es un implicante primo que
es capaz de cubrir una salida de la funcién que no esta
cubierta por ninguna combinacion de implicantes primos.

El método de Quine McCluskey (QM) utiliza las siguientes
tres leyes basicas de simplificacion.

= ¢+ =1 (Complemento)
= -+ g =q (Idempotente)

= q(w +2z) = gw + gz (Distributiva)

Donde g, w y z son literales.
El método QM tiene los siguientes pasos:

= Encontrar el implicante primo: En este paso, se sustituye
el literal en forma de 0 y 1y generamos una tabla. Inicial-
mente el nimero de filas de la tabla es igual al nlmero
total de minterms de la funcion original no simplificada.
Si dos términos sblo se diferencian en un bit, una variable
aparece en ambas formas (variable y negacion), entonces
se podra utilizar la ley del complemento. Iterativamente,
se comparan todos los términos y se genera el implicante
primo.

= Encontrar el implicante primo esencial: Usando los impli-
cantes primos del paso anterior, se genera una tabla para
encontrar los implicantes primos esenciales. Algunos
implicantes primos pueden ser redundantes y pueden ser
omitidos, pero si aparecen s6lo una vez, no pueden ser
omitidos y proporcionan implicantes primos esenciales.

= Encontrar otro implicante primo: No es necesario que el
implicante primo esencial cubra todos los términos mini-
mos. En ese caso, se considerara otros implicantes primos
para asegurarnos de que todos los términos menores han
sido cubiertos.

= Cuando no podemos obtener ni un implicante primo
esencial estamos ante un problema de cobertura ciclica,
que puede ser resuelto analiticamente por el método de
Petrick’s [13].

En general, el método QM proporciona un método mejor
para la simplificacion de una funcion booleana que el mapa
de Karnaugh, pero sigue siendo un problema NP-Duro, por lo
que la complejidad de vuelve exponencial.
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I1l. METODO PROPUESTO PARA LA
MINIMIZACION DE REGLAS

En [7] se propone una técnica que toma como base el
modelo de minimizacién de circuitos digitales de Quine Mc-
Cluskey para la simplificacion y reduccion de bases de reglas
difusas para clasificacion. Dicha técnica considera que los
antecedentes de todas las reglas que describen una clase se
pueden considerar como un {nico circuito y la idea es aplicar
los criterios de reduccion que se describen en el modelo de
Quine McCluskey. En las conclusiones del trabajo, los autores
describen que el uso de la base binaria produce unos resultados
de reduccion aceptables, pero que el sistema tiene problemas
para eliminar variables completas en el antecedente de la regla
y eso limita la capacidad de simplificacion y por tanto la
mejora en la interpretabilidad del modelo resultante.

En este trabajo proponemos un método de minimizacion de
conjuntos de reglas difusas extendiendo el algoritmo Quine
McCluskey de minimizacion de funciones booleanas para
trabajar con légica ternaria. El algoritmo se extiende para
trabajar con tablas de verdad ternarias. Al trabajar con logica
ternaria y con conjuntos de reglas difusas que codifican sus
variables difusas usando 3 etiquetas, se mejora la capacidad
de eliminacion de variables completas en el antecedente de la
reglas.

El proceso que se sigue es el siguiente: (A) partimos de un
conjunto de reglas difusas. En general, entenderemos que las
reglas siguen el modelo conocido como ”Mamdani”, como se
describe en la ecuacion (1). Ademas, vamos a suponer que el
dominio asociado a cada variable difusa estd compuesto por
3 etiquetas uniformemente distribuidas sobre el universo de
discurso de la variable. (B) Se transforma el antecedente de
cada una de las reglas en un vector con codificacion ternaria y
a cada uno de estos vectores se le asocia la clase de la regla.
(C) Se toma una de las posibles clases Cj y todos los vectores
transformados asociados a esa clase y se aplica sobre ellos
el algoritmo de minimizacion de Quine McCluskey ternario.
(D) EIl nuevo conjunto de vectores obtenidos, asociados a la
clase Cj, son transformados en reglas y sustituyen a las reglas
originales para esa clase. (E) El proceso vuelve al paso 3 hasta
que el método se aplica a todas las clases.

Cada variable lingiistica tiene un dominio difuso asociado
y el algoritmo de CHI utiliza 3 etiquetas linglisticas impares,
en este caso usaremos las siguientes, small, medium y large
que se observan en la Figura 1.

I11-A.  Codificacion de la base de reglas.

Como dijimos anteriormente, para utilizar el método de
Quine McCluskey es necesario transformar la base de reglas
en un formato compatible con el método de Quine McCluskey,
donde se utilizan tablas de la verdad binarias. En este trabajo,
adaptamos el método utilizando una codificacion ternaria
y trabajaremos con conjuntos de reglas que usan variables
difusas que tienen asociados dominios difusos con 3 etiquetas.

Teniendo como referencia general las tres etiquetas difusas
small, medium, large, se usara la codificacién que se observa
en la Figura 2.

Small Medium

Large

Figura 1. Dominio difuso de una variable lingtiistica X1, ..., Xn.

Etiqueta Caodigo
small 0

medium 1
large 2

Figura 2. Codificacion ternaria

I11-B. Meétodo de minimizacién Quine McCluskey ternario

En esta seccion describimos la extension a base ternaria
del método de Quine McCluskey. Dicha extension se puede
describir con los siguientes pasos:

1. Convertimos el antecedente de cada regla de la base
de reglas a una fila de una tabla de verdad de valores
ternarios tomando el sistema de codificacion de la Figura
2. Se construye una tabla distinta para cada clase.

2. Sumamos los valores de todas las variables correspon-
dientes a cada fila de esa tabla (cada fila representa el
antecedente de cada una de las reglas) y se reordenan
las filas en orden ascendente.

3. Creamos una columna con los minterms asociados al
nOmero de fila a la que pertenece cada regla.

4. Comparamos reglas cuya suma solo difiera en una
unidad para buscar elementos redundantes. Si tres reglas
difieren en una unidad entre si y tienen la misma variable
con distintas etiquetas difusas, marcaremos esta variable
con el simbolo “*” que significa que dicha variable es
redundante. Asociamos la nueva regla con los minterms
pertenecientes a las reglas combinadas.

5. Los téerminos que no se pueden combinar con tres reglas
donde solo una variable tiene las tres etiquetas difusas,
se analizan en pares. Comparamos reglas cuya suma
difiera en una unidad para buscar elementos redundantes.
En caso de que 2 reglas cuya suma difiera en una
unidad y tengan una misma variable con distinta etiqueta
lingliistica, marcaremos esta variable como la union de
las etiquetas difusas. Asociamos la nueva regla con los
minterms pertenecientes a las reglas combinadas. Los
nuevos valores codificados se muestran en la Figura 3.

6. Los términos que no se pueden combinar, los apartamos
en otra tabla como implicantes primos con su respectivo
minterm asociado.



—. XIX Conferencia de la Asociacion Espanola para la Inteligencia Arti cial

271

7. Eliminamos los duplicados en la columna del minterm.

8. Repetimos el proceso 4,5,6 y 7, agregando las nuevas
variables correspondientes a la redundancia “*” del paso
4 y la union de las etiquetas difusas correspondiente
al paso 5, hasta que ninguna fila se puede combinar.
Creando asi una tabla con los implicantes primos.

9. Para encontrar los implicantes esenciales creamos una
tabla de cobertura. Donde las filas corresponden a los
minterm de las reglas combinadas denominadas impli-
cantes primos del paso 8 y las columnas corresponden a
los valores individuales de cada minterm. Los minterms
correspondientes a las reglas redundantes son omitidos
en este paso, no se colocan en las columnas. En la tabla
de cobertura los minterms cubren los implicantes pri-
mos. Un implicante primo esencial es aquel implicante
primo que cubre un minterm y ningn otro implicante
primo cubre el mismo minterm.

10. Si los implicantes primos no esenciales no tienen un
minterm en comdn con los implicantes primos esencia-
les, se vuelve a crear la tabla de cobertura del paso 9 de
modo a extraer los nuevos implicantes primos esenciales,
Esto se repite hasta no obtener mas implicantes primos
esenciales.

11. En el caso de que no exista ningn implicante primo
esencial se aplica el método de Petrick’s.

Etiqueta Cadigo
Small 0
Meédium 1
Large 2
Small + Medium + Large *
Small + Medium 01
Medium + Large 12
Small + Large 02

Figura 3. Caodificacion ternaria ampliada.

Veamos un ejemplo para aclarar como funciona el método.
Supongamos el siguiente conjunto de reglas difusas, todas de
la clase Co,

Ry: If x4 is SMALL and x5 is SMALL and X3 is MEDIUM
and X4 is LARGE then Class = Cq

R»: If X1 is SMALL and x, is MEDIUM and x3 is MEDIUM
and X4 is LARGE then Class = Cq

R3: If X1 is SMALL and x5 is LARGE and x3 is MEDIUM
and X4 is LARGE then Class = Cq

R4: If X1 is SMALL and x, is SMALL and x3 is SMALL
and X4 is LARGE then Class = Cq

Rs: If X1 is MEDIUM and x, is SMALL and x3 is SMALL
and X4 is LARGE then Class = Cg

Re: If X1 is MEDIUM and x, is SMALL and x3 is SMALL
and x4 is MEDIUM then Class = Cy

Convertimos la base de reglas en una tabla de codificacion
ternaria.

Regla | Minterm | Variable 1 | Variable 2 | Variable 3 | Variable 4| Suma | Clase
Ra 1 0 0 0 2 2 0
Rq 2 0 0 1 2 3 0
Rs 3 1 0 0 2 3 0
Re 4 1 0 0 1 3 0
Rz 5 0 1 1 2 4 0
Rs 6 0 2 1 2 5 0

Podemos apreciar que las reglas correspondientes a los
minterm 2, 5y 6 tienen todas las etiquetas difusas posibles en
la variable 2, por lo que podemos simplificar las reglas 2,5 y
6. Al igual que las reglas 1 y 3 que tienen 2 etiquetas difusas
en la variable 1.

Minterm Variable 1 Variable 2 Variable 3 Variable 4 Clase
2,56 0 * 1 2 0
1,3 0-1 0 0 2 0
4 2 0 0 1 0

En la tabla ya no se pueden realizar agrupaciones, a esta
tabla la denominamos implicantes primos. Completamos la
tabla de cobertura con la idea de encontrar los implicantes
primos esenciales.

Minterm 1 2 3 4 5 6

2,56 X X X

1,3 X X

4 X

Podemos apreciar que cada implicante primo tiene un (nico
valor en alguna columna correspondiente a los minterms. Por
esto todos los implicantes primos son esenciales y la base de
reglas simplificada queda de la siguiente forma.

IF X1 is SMALL and x3 is MEDIUM and x4 is LARGE
then Class = Cy
IF X1 is SMALL or MEDIUM and X, is SMALL and X3 is
SMALL and x4 is MEDIUM then Class = Cq
IF X1 is LARGE and x, is SMALL and X3 is SMALL and
X4 is MEDIUM then Class = Cg

donde en la primera regla eliminamos la variable X, y en la
segunda regla usamos el modelo de reglas difusas extendidas
en la variable x;.

IV. ESTUDIO EXPERIMENTAL

En esta seccion queremos comprobar si el método propuesto
permite reducir el nimero de reglas difusas, manteniendo el
nivel de precision, con respecto a los resultados obtenidos por
el algoritmo de CHI original, y a la vez si permite obtener
reglas mas simples que las obtenidas con la propuesta descrita
en [7]. Para ello utilizamos las bases de datos descritas en la
Tabla | obtenidas del repositorio de la UCI [14]. Usaremos
el algoritmo de CHI [5] para generar los conjuntos de reglas.
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Seréan esos conjuntos de reglas los que usaremos para evaluar
el comportamiento de la propuesta y seran comparados con
los obtenidos por el método usando codificacion binaria [7].

La implementacion del codigo se ha hecho en Python y se
han utilizamos dominios difusos compuestos por 3 etiquetas
difusas con funcion de pertenencia triangular simétrica.

El estudio se centra en la comparacion de tres parametros:
capacidad de prediccion P, nimero de reglas #R y la simplici-
dad de cada base de conocimiento Simp en el caso binario BIN
y en el caso ternario TER. En este trabajo se ha considerado
la simplicidad como la reduccion en las condiciones en los
antecedentes de las reglas. Los resultados que se muestran
son los obtenidos tras realizar una validacion cruzada de 10.

Tabla |
BASES DE DATOS UTILIZADAS EN EL ESTUDIO

Base de datos Ejemplos | Atributos | NUmero de Clases
Shuttle 57999 9 9
abalone 3756 8 28

iris 150 4 3
newthyroid 215 5 3
banana 5300 2 2
heart 270 13 2
saheart 462 9 2
bupa 345 6 2
led7digit 500 7 10
page-blocks 5472 10 5
mammographic 830 5 2
flare 1066 11 6
pima 768 8 2
phoneme 5404 5 2
australian 690 14 2
crx 653 15 2
balance 625 4 3
german 1000 20 2
thyroid 7200 21 3
magic 19020 10 2
wine 178 13 13
cleveland 297 13 5
automobile 159 25 6
bands 365 19 2
ionosphere 351 33 2
spectfheart 267 44 2
sonar 208 60 2
movement-libras 360 90 15
penbased 10992 16 10
vehicle 846 18 4
vowel 990 11 11
segment 2310 19 7
winequality-white 4898 11 11
spambase 4597 57 2
ring 7400 20 2

La Tabla Il muestra una comparativa de las bases de reglas
obtenidas por el algoritmo de aprendizaje (CHI) y los dos
métodos de simplificacion estudiados, la minimizacion de la
base de reglas utilizando el método de Quine McCluskey
Binario (CHI + BIN) y la minimizacion de la base de reglas
utilizando el método de Quine McCluskey Ternario (CHI +
TER). Donde P representa la precision y R la cantidad de
reglas generadas por el algoritmo.

En esta tabla podemos observar que ambos métodos pro-
porcionan una reduccion importante en el nimero de reglas

final (quedandose aproximadamente en un 58 % del tamafio
del conjunto de reglas original). Comparando los métodos
binario y ternario en su capacidad de reduccion de reglas,
se puede observar que no aparecen diferencias significativas
entre ambos métodos. Ambos métodos reducen en valores muy
parecidos los conjuntos de reglas como se puede observar por
los valores medios obtenidos sobre este parametro. En cuanto
a la capacidad de prediccion, podemos observar en la Tabla Il
que los valores medios de P en CHI con respecto a (CHI +

BIN) y (CHI + TER), presentan una minima variabilidad.

Tabla Il

RESULTADOS OBTENIDOS

CHI CHI + BIN CHI + TER
Base de Datos P #R P #R P #R
Shuttle 0,801 28,7 0,802 17,5 0,802 16,7
abalone 0,231 69,4 0,230 42,5 0,228 41,5
iris 0,926 14,7 0,940 7,9 0,940 7,9
newthyroid 0,846 20,4 0,810 79 0,833 9,5
banana 0,602 7,9 0,580 4 0,558 4
heart 0,515 217,2 0,493 165,3 0,504 156,9
saheart 0,727 168,7 0,721 78,5 0,721 74,6
bupa 0,578 43,3 0,573 21,8 0,570 20,9
led7digit 0,670 93,9 0,618 92,9 0,676 50,2
page-blocks 0,918 49,7 0,918 26,7 0,916 24,5
mammographic 0,808 45,5 0,812 19 0,816 17
flare 0,567 127,6 0,580 81 0,492 62,2
pima 0,725 101 0,695 43,9 0,697 41,8
phoneme 0,718 50,1 0,712 17,5 0,709 17,5
australian 0,798 313,9 0,783 179 0,783 139,6
crx 0,813 258,2 0,808 154,6 0,805 113,8
balance 0,893 82 0,840 23,6 0,851 24,1
german 0,196 885,2 0,196 836,1 0,196 824,8
thyroid 0,920 463,6 0,910 268,8 0,919 190,8
magic 0,764 313,1 0,744 103,7 0,744 95,4
wine 0,926 124,3 0,921 86 0,926 81,8
cleveland 0,380 239,2 0,354 194,2 0,374 186,7
automobile 0,611 109,7 0,602 86,4 0,577 81,4
bands 0,686 258,2 0,683 194 0,680 1979
ionosphere 0,652 228,8 0,655 215,6 0,655 213,3
spectfheart 0,663 235,2 0,663 235,2 0,663 235,2
sonar 0,595 187,2 0,596 185,6 0,596 185,6
movement libras | 0,733 260,6 0,731 257,3 0,731 257,3
penbased 0,975 3281 0,973 | 1352,7 | 0,972 | 14275
vehicle 0,630 378,6 0,617 211,8 0,618 218,4
vowel 0,639 285,9 0,628 193,9 0,622 189,3
segment 0,843 318,5 0,849 139,3 0,852 136,8
winequality-white | 0,495 294 0,494 133,4 0,481 132
spambase 0,728 357 0,693 210,2 0,688 211,1
ring 0,552 573 0,545 428,1 0,536 4239
Media 0,689 | 299,580 | 0,679 | 180,454 | 0,678 | 174,626

En la Tabla Il podemos observar una comparacion de los

métodos de minimizacion binario y ternario, donde la columna
eliminadas corresponde a la cantidad media de variables irrele-
vantes que fueron detectadas por el algoritmo de minimizacion
ternario y las columnas Simp BIN y Simp TER muestran la
medida de simplicidad de cada base de datos para los métodos
binario y ternario respectivamente de acuerdo a la ecuacion

(4).

s = (variables.reglasgn,TER)) — €liminadas
- variables.reglaschy

(4)
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Tabla 111
ESTUDIO DE INTERPRETABILIDAD
Base de datos Eliminadas | Simp BIN | Simp TER
Shuttle 1,0 0,610 0,578
abalone 0,9 0,612 0,596
iris 0,0 0,537 0,537
newthyroid 1,8 0,387 0,448
banana 1,0 0,506 0,443
heart 0,7 0,761 0,722
saheart 7,1 0,465 0,438
bupa 2,3 0,503 0,474
led7digit 0,0 0,989 0,535
page-blocks 3,1 0,537 0,487
mammographic 6,5 0,418 0,345
flare 8,0 0,635 0,482
pima 8,7 0,435 0,403
phoneme 7,6 0,349 0,319
australian 8,4 0,570 0,443
crx 10,3 0,599 0,438
balance 25,0 0,288 0,218
german 0,7 0,945 0,932
thyroid 13,1 0,580 0,410
magic 16,1 0,331 0,300
wine 1,6 0,692 0,657
cleveland 0,0 0,812 0,781
automobile 0,1 0,788 0,742
bands 2,8 0,751 0,766
ionosphere 1,6 0,942 0,932
spectfheart 0,0 1,000 1,000
sonar 0,0 0,991 0,991
movement libras 0,0 0,987 0,987
penbased 29,2 0,412 0,435
vehicle 6,4 0,559 0,576
vowel 0,5 0,678 0,662
segment 10,6 0,437 0,428
winequality-white 14,2 0,454 0,445
spambase 19,6 0,589 0,590
ring 234 0,747 0,738
Media 6,6 0,626 0,579

En esta (ltima tabla se observa que el método ternario
efectivamente es capaz de detectar variables irrelevantes en
los antecedentes de las reglas, aunque esa deteccion no es
homogeénea. En bases de datos como iris o cleveland o sonar
no es capaz de encontrar ninguna variable irrelevante. La razon
de esto puede deberse a que el método prioriza la reduccion
en el nimero de reglas que la eliminacion de variables a
la hora de realizar las agrupaciones. Por otro lado, podemos
observar que la simplicidad medida como nimero medio de
condiciones, es mejor la aportada por el método ternario. Se
han comparado ambos modelos usando el test de Wilcoxon
para probar que le simplicidad del modelo (CHI + TER) es
mayor que (CHI + BIN), obteniéndose un p-value de 0.9999
y por tanto aceptandose la hipotesis. Este resultado pone de
manifiesto que el método ternario permite detectar con mas
facilidad variables irrelevantes.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado una extension de una
técnica para la minimizacion de conjuntos de reglas difusas
basado en la técnica de simplificacion de circuitos digitales
de Quine McCluskey. Tomando como base una version previa
que trabaja con circuitos binarios. Dicha version ofrece un
buen resultado en cuanto a la reduccion del nimero de reglas,

pero no permite, de forma fécil, la deteccion de variables
irrelevantes en los antecedentes de las reglas. Este problema se
debe al uso de la codificacion binaria. Cambiado a codificacion
ternaria y tomando los dominios con tres etiquetas lingiisticas,
la técnica no soblo reduce las reglas, sino que adquiere mayor
capacidad para reducir las condiciones en el antecedente de la
regla.

Se ha realizado un estudio experimental, usando el algorit-
mo de CHI como método para extraer las reglas y comparando
la version binaria con la ternaria que se ha propuesto en este
trabajo. Los resultados muestran que la nueva propuesta reduce
el nimero de reglas a niveles semejantes a como lo hacia
la binaria. Ademas, frente a la binaria, las bases de reglas
obtenidas usando la minimizacion ternaria presentan un mayor
grado de simplicidad cuando se combina la reduccion de las
reglas y el nimero de condiciones en el antecedente de las
reglas.
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Abstract—Prometheus is an interpretable model which is
suitable for the generation of visual and textual explanations
grounded in common sense knowledge. This model can be seen
as a special case of generalized additive models, which can be
also interpreted as a list of (fuzzy) rules. The goodness of the
model is illustrated with one benchmark dataset from the medical
domain. Reported results are encouraging. They suggest that
Prometheus exhibits a good balance between understandability
and classification performance in comparison with other well-
known models (e.g., linear models, decision trees or fuzzy rule-
based classifiers) which are deemed as interpretable.

Index Terms—Explainable Artificial Intelligence, Interpretable
Machine Learning, Shapley Values, Generalized Additive Models,
Fuzzy Rule-based Classifiers

I. INTRODUCTION

In Greek mythology, Prometheus was a semi-god who
stole a spark of fire from the gods and created humanity
from clay [1]. Moreover, he is said to have brought fire
(intelligence) to humankind. In this paper, we introduce a
new Artificial Intelligence (Al) modelling method whose name
takes inspiration from this myth, in that it constitutes a step
ahead towards the creation of self-explaining Al models in
real-world applications.

Given a classification or regression task, the objective
of machine learning has been to mathematically formalise
algorithms for maximising some accuracy measure for the
given data. A wide variety of models have been created, some
of them achieving impressive performance on benchmarking
datasets. However, there is a class of problems for which
having good performance metrics is not enough. In particu-
lar, a system that supports decision-making for fault-critical
situations, or where someone has to take responsibility for the
action, has limited utility if it does not provide any meaningful
insight into its reasoning process. For example, if an advanced
Al in a hospital suggests a diagnosis and a cure, the well-
being of the patient is ultimately the responsibility of the
doctor in charge and he/she is the person who in the end will
have the final word about the diagnosis and treatment. Thus a
doctor is going to use such an Al-based diagnostic system only
if its recommendations are transparently explained, allowing

Albert Gatt
Institute of Linguistics and
Language Technology, University of Malta (UM)
Msida, Malta
albert.gatt@um.edu.mt

the professional to evaluate their soundness and possibly
communicate them to the patient.

It is within this frame of responsibility, trust, fairness,
accountability and liability that eXplainable Al (XAl) plays
a key role [2]. An Al system that can explain its reasoning
is more likely to inspire trust in decision-makers. Recently,
XA\ has received lots of attention, with proposals for different
approaches and tools aimed to answer different questions.
In this context, if we want to lower the barrier to access
to these tools, then the use of the verbal modality and
textual generation can sparkle an interactive communication
between humans and Al that will help understandability and
the transfer of knowledge [3]-[5]. This is because humans tend
to vastly favour the modality of language when explaining their
decisions and the reason behind them.

In this paper, we introduce Prometheus, an interpretable-
by-design Al model that supports both visual explanations
and textual descriptions of its reasoning. We have evaluated
Prometheus with the Breast Cancer benchmark dataset [6].
Moreover, we have shown how Prometheus works in com-
parison with alternative methods in an illustrative example.
The rest of the manuscript is organized as follows. Section Il
introduces related work. Section IIl describes how to build
and interpret Prometheus XAl models. Section IV presents our
experimental settings and reports achieved results. Section V
concludes the paper and points out future work.

Il. RELATED WORK

One important feature that distinguishes between different
XAl approaches [7] is whether an explanation is generated
after the prediction is done (post-hoc), or whether one tries to
design an interpretable model in the first place.

A. Interpretable by design models
In the literature we find three broad classes of interpretable
models; several variations exist within each class.
- Rule-based Systems (RBSs): a list of rules in the form
IF X THEN Y. The more rules there are, the harder it
becomes to understand the model.
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- Decision Trees (DTs): a list of rules nested into a tree
structure. At each step of the reasoning process, the model
is looking at just one “test” at a time and based on the
result decides which branch to descend along the tree
until it reaches a leaf that corresponds to the prediction.

- Generalized Additive Models (GAMs): a class of mod-
els that are only concerned with first-order interactions
between the features and the target. This allows the study
of the effect of each feature one at a time.

Both RBSs and DTs are relatively easy to interpret and
describe in natural language [8], [9]. However, as far as
we know, it is rare to find linguistic explanations associated
with GA'Mi—éisee e.g., [10]). GAMs are models of the form
g(y) = ; Ti(xi) where x; represents the i-th feature of x and
g(+) is the link function (e.g., logistic sigmoid for classification
tasks). Each f; is called a shape function [11]. GAMs are
interpretable due to the additive nature of the modelling,
allowing a user to focus on the contribution of each feature
without accounting for interaction effects. In other words, they
are a class of models for which partial dependency plots and
their generalisation, Individual Conditional Expectations [12],
can be computed exactly, they let users follow the process of
computation in a sequential manner, and they are not subject
to variation effects (because interactions are restricted to first-
order, by design, but see below for details on GA2Ms which
incorporate interaction terms). The main types of GAM are:

- Linear Models (LMs): where fj(x) = Bj and Bj is a
static coefficient.

- Scoring Systems: similar to LMs, but where (3 coeffi-
cients are discrete and small [13].

- Spline Systems: each partial f;j is estimated with a spline.

- GA2M: introduces additional terms that explicitly deal
with second-order interactions f;(X;j, Xx) which are de-
scribed by heatmaps [14].

- Explainable Boosting Machine (EBM)!: combines
small trees and also deals with second-order interactions.

- GAMs with Neural Networks: each f; is estimated with
a neural network. They were first proposed by [15].

B. Post-hoc explanations

With black-box models, it is possible to some extent to
generate post-hoc explanations of their behaviour, using dif-
ferent techniques. For example, LIME [16] makes a linear
approximation to the black-box so that it is locally equivalent.
On the other hand, SHAP [17] is inspired by the game-
theoretic Shapley Values that assign to the feature X; a
contribution @; (x;j) such that

1
fO)—Exdf(l = @i(xi)
1

SHAP is in general NP-hard to compute, but for some
models (like tree ensembles [18]) can be computed efficiently.
Moreover, it is accessible and usable thanks to its open-source
implementation.?

L Available at https:/github.com/interpretml/interpret
2Available at https://github.com/slundberg/shap

The interpretation of these methods must nonetheless be
conducted carefully as they have been shown to be potentially
vulnerable to some adversarial attacks [19].

I1l1. DESCRIPTION OF THE PROMETHEUS XAl MODEL

The architecture of Prometheus is depicted in Fig. 1. This
is another step toward a human-centric approach to knowl-
edge discovery and human-machine interaction. The user can
benefit from flexibility in the customisation of the processing
of data according to common-sense expert knowledge. Also,
he/she can exploit the insights learnt from the model commu-
nicated with visualisations and textual explanations.

The first component of Prometheus is a discretiser that
discretises continuous variables into k-bins (using a k-means
or quantiles strategy) transforming the original instance into
a wider vector of 0s and 1s (this can be interpreted as a way
of building rules IF X; IS IN BIN J). Each bin has a semantic
meaning that can be linguistically refined by an expert, just
by tuning the associated strong fuzzy partition. As an example
let’s imagine the task of recommending a certain movie to
someone given that we have a feature that represents their
age: the discretiser would produce a tuple of features stating
whether age is low, medium or high. This initial partition can
be semantically refined later by the user with personalized
labels like young, mid-age or old.

The output of the discretiser is then combined linearly by
an LM with zero bias (regularised by an L1 penalty as it
incentives a sparse representation)®. In this way, a partial
score is attributed to each partition and the final prediction
(in log-odds space) will be the global aggregation (sum) of
the fired partial scores. Going back to our example, a young
person could contribute with a score of +1.2 (thus representing
evidence of the class “Do recommend”) while an old one could
contribute with -1.1 (thus being counter-evidence for the class,
thus “Do not recommend”). If the mid-age contributes with 0,
then it can be omitted for the sake of reducing the cognitive
load to the user.

The generated model can be seen both as a GAM where
each f; is piece-wise constant, and as a fuzzy rule list
aggregated by the sum operator (e.g., “R;j: IF feature; is
label; THEN output; with w = s”). This means that we
can use the visualisations typically used for GAMs but also
the linguistic explanations associated with fuzzy rule-based
systems. In particular, the interpretation of the model as
a rule list can support the generation of simple linguistic
explanations. This can be achieved for example by ad-hoc
mapping rules to templates of the form “Instance i has a high
value of feature ¥ and this contributes s to the total log-odd
score of class C.” Naturally, the language generated could also
be tailored to the user, or made more or less precise depending
on the context. Thus, we can produce a textual description of
the process that leads to the final prediction.

We adopt a relatively simple generation strategy for textual
descriptions in the present work, noting that more sophisticated

3The number of bins and the coefficient for regularisation are automatically
chosen with cross-validation on the training data.
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Fig. 1. A pictorial description of the proposed architecture.

methods have been developed in the field of Natural Language
Generation [20]. Here, the textual generation process follows
a template-based approach. Contributions are first divided into
evidence and counter-evidence for the target class. They are
then presented in an ordered way sorted by the absolute
magnitude of their partial score so that more important features
are presented first (see an illustrative example in Fig. 4, which
will be described in depth in the next section). Then, the
discretiser component gives us the option of using semantic
labels to give a qualitative description of the magnitude of
the feature. For example, if a feature had three bins (like in
Fig. 1) we could establish that for that particular feature we
assign one semantic label out of [low, medium, high]; with
the meaning of this semantic label tied to the distribution of
data. However, a given explanation can be excessively long due
to many features contributing very little to the overall score.
Accordingly, to keep the explanation shorter and relevant for
the user, we have implemented a compression algorithm that
groups small partial scores into a score called “other reasons”.
The values are sorted by absolute value and then are progres-
sively accumulated, until a threshold is met (while ensuring
that the absolute magnitude of the resulting aggregation is
smaller than the smallest remained partial score). The rate of

compression can be set by the user, allowing the user to focus
first on what is most relevant and then giving him/her the
option of delving into the details if needed.

It is important to note that even though the additive nature
of the Prometheus model might qualitatively resemble SHAP,
it is significantly different from it. This is because additive
coefficients in Prometheus constitute in themselves the inter-
pretable model. By contrast, SHAP provides these coefficients
as a post-hoc explanation. Moreover Shapley values describe
T (X) —E ={f (x)] while for Prometheus they describe precisely
T (X). Itis nonetheless possible to make use of the visualisation
toolbox provided by the SHAP package (while keeping in
mind that we are visualising something radically different).

IV. EXPERIMENTS

We have empirically assessed both the accuracy and com-
plexity (as a proxy for explainability) of the Prometheus XAl
model. As humans we have a limited cognitive capacity, thus
between two systems of equal performances we would tend
to find more interpretable a simple one. We considered the
Breast Cancer dataset (taken from the UCI machine learning
data repository [21]). This is a relatively small dataset (569
instances, 30 features) where explainability, as is expected in
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medical diagnosis, is an important concern. All features are
numerical and there are no missing values. The task consists
of predicting if a given cancer is benign (357 instances) or
malign (212 instances) [6].

For comparison purposes, in addition to Prometheus, the
following models are generated*: (i) EBMs; (ii) LM-L1 (with
L1 regularisation chosen with 4-fold cross-validation); (iii)
J48 decision tree; (iv) REPTree; (v) RandomTree; (vi) Fuzzy
Hoeffding Decision Tree (FHDT) (vii) Fuzzy Unordered Rule
Induction Algorithm (FURIA); and (viii) Random Forest (RF).

Figures 2 and 3 show the interpretability-accuracy trade-off
of models which are deemed as interpretable®. Every measure
is estimated with stratified 10-fold cross-validation. Classifi-
cation performance is measured in terms of the area under the
receiver operating characteristic curve (ROC AUC) in Fig. 2.
Classification performance is measured in terms of F1 Score
in Fig. 3. In both cases, the structural complexity of models
is computed as the total rule length (TRL)®. In these figures,
Prometheus emerges as the most accurate model, at the cost of
higher structural complexity. Moreover, it performs reasonably
well (ROC AUC = 0.988; F1 Score = 0.949) compared to
the black-box model RF (ROC AUC = 0.991; F1 Score =
0.968). However, EBM (ROC AUC = 0.992; F1 Score = 0.971)
achieves even better performance, which can be attributed to
its higher flexibility due to the high number of shallow trees,
which allow the modelling of a more complex shape function,
and to the capability of modelling higher-order interactions. In
addition, this high performance comes at the cost of increased
model complexity (TRL=7680), i.e., the user has to deal with
a more complex shape function representation for inspecting
the model, what in practice jeopardizes intelligibility.

Regarding explainability, the prediction of a single instance
consists of the summation of partial scores activated when a
feature lies in a certain bin. This can be displayed in different
ways (see Fig. 4). For example, the list of activated rules is
given on top, a waterfall plot is given in the centre, and a
linguistic explanation is given at the bottom. In addition, Fig. 5
shows the same example with a higher compression rate, i.e.,
with a less detailed and rougher explanation.

On the other hand, Figs. 6, 7, and 8 show the Shapely values
associated with models LM-L1, RF, and EBM, respectively.
These graphs provide similar information to that given by
Prometheus: the final output is laid down as a sum of terms.
The main difference is that this sum of terms amounts to the
difference between the expected value of the function and the
specific value of the instance in SHAP, while the sum directly

4We use the implementation of EBMs and LM-L1 in Python InterpretML
and scikit-learn packages, respectively. We use the implementation of J48,
REPTree, RandomTree, FHDT, FURIA and RF in ExpliClas [8], [9].

SEBM is not included in the figures because it uses a discretiser with
128 bins what yields huge structural complexity (TRL=7680) and makes
impossible any linguistic interpretation of the model.

6TRL counts the number of premises and conclusions in a rule list like
the one provided by FURIA or FHDT; TRL counts the number of nodes in
a tree (like J48, REPTree or RandomTree); TRL counts the number of non-
zero coefficients multiplied by 2 in an LM; TRL equals 2 x number of bins
x number of features in Prometheus and EBM.
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Fig. 2. The trade-off between classification performance (ROC AUC) and
complexity (TRL); computed using stratified 10-fold cross-validation.
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Fig. 3. The trade-off between classification performance (F1 Score) and
complexity (TRL); computed using stratified 10-fold cross-validation.

explains the f(x) in Prometheus. Moreover, it is important
to notice how SHAP is a post-hoc method, thus it does not
directly reflect the underlying computation. The explanation
of Prometheus is instead exactly the description of its internal
rationale. The explanations given by these different models
show some inconsistencies, and this can be misleading and
jeopardise user confidence. For example, worst perimeter is
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Activated Rules

R1l: IF high worst concave points THEN malign with weight 2.4
R2: IF medium radius error THEN malign with weight 1.3

R3: IF medium worst area THEN malign with weight 1.1

R4: IF high mean radius THEN malign with weight 0.4

R5: IF medium mean area THEN malign with weight 0.2

R6: IF high mean smoothness THEN malign with weight 0.06

R7: IF low mean texture THEN benign with weight 0.7

R8: IF low worst texture THEN benign with weight 0.9

-~ final prediction
e medium radius error
>) B medium worst area

| mm high mean radius
B medium mean area

}: s high mean smoothness
s low mean texture

I = low worst texture

-6 -5 -4 -2 -1 0

The instance is classified as malignant with probability
98.68 %. This is because high worst concave points, medium
radius error, medium worst area, high mean radius, medium

mean area and high mean smoothness is evidence of malignant.
The evidence of benign (low worst texture and low mean
texture) is not strong enough.

Fig. 4. A full local factual explanation provided by Prometheus.

Activated Rules

R1l: IF high worst concave points THEN malign with weight 2.4
R2: IF medium radius error THEN malign with weight 1.3

R3: IF medium worst area THEN malign with weight 1.1

R4: IF other reasons THEN benign with weight 0.9

- final prediction
mmm high worst concave points
s medium radius error

N medium worst area

. others

Score

The instance is classified as malignant with probability
98.68 %. This is because high worst concave points, medium
radius error and medium worst area is evidence of malignant.
The evidence of benign (other reasons) is not strong enough.

Fig. 5. lllustrative example of compressed explanation.

evidence for benign in case of LM-L1 but it is for malign in
case of RF and EBM. Moreover, this feature is not highlighted
among the most relevant ones by Prometheus.

In addition, the linguistic explanations provided by
Prometheus can be compared to those given by ExpliClas:

- J48: Diagnosis is malign because mean concavity and
worst area are medium.

- REPTree: Diagnosis is malign because worst perimeter
is medium.

- RandomTree: Diagnosis is malign because mean area,
mean smoothness, area error and worst concavity are
medium.

- FHDT: We have a high confidence in the classification
result. It is very likely that diagnosis is malign. There
is also a medium chance that it is benign. On balance
malign is more likely, because in accordance with rule 7
concavity error is low and worst concave points is high.

- FURIA: We have a high confidence in the classification
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]
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1.42 = mean area

15.34 = worst perimeter
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Fig. 6. Local explanation given by SHAP for LM-L1 model.
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Fig. 7. Local explanation given by SHAP for RF model.

result. It is very likely that diagnosis is malign because
worst concave points is high and worst radius is medium.

As we can see above, different models are supported
by different rationale and provide consistent but different
complementary explanations. In the case of fuzzy classifiers
(FHDT and FURIA), ExpliClas begins explanations with a
sentence related to the confidence in the classification result
which emerges from the rule firing degree associated with the
winner rule. This is similar to how Prometheus begins each
textual explanation (see Fig. 5) with a sentence verbalising the
probability associated with the given classification.

ExpliClas also provides users with factual explanations
of the inferred class but nothing is said about alternative
classes. This is because explanations verbalise the information
contained in the activated branch of a tree or the winner rule in
a fuzzy classifier. On the contrary, Prometheus provides users
with contrastive explanations, which verbalise which features
are evidence for and against the inferred class.

Another commonality shared by ExpliClas and Prometheus
is that they provide users with a graphical output along with
the list of related rules. In the case of the illustrative example
under consideration, FURIA fires rules:
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worst area

worst perimeter ﬁ
mean concave points
worst radius

26 other features

0.0 0.2 04 06
E[f(X)]

Fig. 8. Local explanation given by SHAP for EBM model.

- R1: IF worst radius in [16.25, 16.82, inf, inf] and
worst concave points in [0.1452, 0.1456, inf, inf] THEN
Diagnosis is malign with CF = 0.99

- R2: IF worst area in [947.9, 967, inf, inf] and worst
fractal dimension in [0.06469, 0.06515, inf, inf] THEN
Diagnosis is malign with CF = 0.99

However, FURIA rules are not easily verbalised, so they
need to be linguistically approximated by ExpliClas as:

- R1: IF worst radius is medium and worst concave points
is high THEN Diagnosis is malign

- R2: IF worst area is medium and worst fractal dimension
is medium THEN Diagnosis is malign

In the case of ExpliClas, explanations only pay attention to
the winner rule (R1 in this example; because the two rules
are activated with the same degree and then the first rule is
selected). On the contrary, all listed rules contribute to the
explanation elaborated by Prometheus.

V. CONCLUSIONS

In this paper, we have introduced Prometheus, an inter-
pretable model that can produce both textual and visual
explanations related to tabular data. This model can be seen as
a weighted RBS with sum aggregation at inference level. We
measured reasonable performances on classification metrics,
beating LMs and DTs. In addition, the model compares
favourably to RFs and EBMs, though its accuracy is slightly
lower. Prometheus was designed for supporting linguistic
explanations with different degrees of details. As future work,
we plan exhaustive experimentation with more benchmark
datasets. In addition, we plan to explore more sophisticated
natural language generation techniques, multiclass classifica-
tion and measuring the impact of explainability with intrinsic
and extrinsic human evaluation. For the sake of reproducibility,
Prometheus (as well as other related XAl tools) is available
at https://gitlab.citius.usc.es/jose.alonso/xai.
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Resumen—Los modelos basados en agentes (ABM) son un
paradigma de simulacion para modelar sistemas complejos me-
diante la definicion del comportamiento heterogéneo de cada
uno de sus individuos en una aproximacion bottom-up. En este
trabajo, se presenta un ABM para marketing donde las per-
cepciones de los consumidores son modeladas usando el modelo
linguistico 2-tuplas. Estas variables representan las opiniones que
los consumidores tienen sobre las diferentes caracteristicas de
cada producto, las cuales guian sus decisiones (p. ej., precio
o calidad). Al contrario que los valores exactos, las variables
linglisticas difusas son una representacion realista de estos aspec-
tos cualitativos. En nuestro ABM, los agentes usan una heuristica
de toma de decisiones para seleccionar un producto, la cual esta
basada en estas percepciones y en una regla probabilistica de
maximizacion de utilidad. Este proceso requiere una agregacion
difusa de las percepciones de cada producto, guiada por una
serie de pesos asociados a los drivers del agente consumidor e
implementada mediante el operador promedio ponderado de 2-
tuplas. Adicionalmente, hay productos en el mercado que no
son conocidos por algunos consumidores. En nuestro ABM, esta
informacion se modela aplicando un filtro de conocimiento de
marca en la heuristica de toma de decisiones. De esta manera, los
agentes consumidores sélo pueden elegir aquellos productos que
les son conocidos. Los resultados de nuestro analisis experimental
muestran gque nuestra representacion realista de las percepciones
del consumidor es mas precisa que otros métodos existentes.

Index Terms—comportamiento del consumidor, marketing,
heuristicas de compra, reconocimiento de marca, informacion y
toma de decisiones linguistica difusa, 2-tuplas, modelos basados
en agentes.

I. INTRODUCCION

El principal objetivo cuando se modela un mercado es enten-
der las reglas que lo gobiernan, para analizar posteriormente el
resultado de posibles escenarios. Por tanto, es crucial entender
y predecir las compras de los consumidores. En los enfoques
clasicos, estas decisiones se infieren cominmente de variables
globales en un esquema top-down. El principal inconveniente
de este paradigma es la incapacidad de representar compor-
tamientos heterogéneos de los consumidores, y los eventos
emergentes de éstos. Por esta razon, estos enfoques clasicos
normalmente resultan en representaciones imprecisas de la
realidad del mercado [1], [2].

Un enfoque alternativo a estos enfoques clésicos consiste
en estudiar el comportamiento complejo del mercado como
resultado de una agregacion bottom-up de las decisiones de
cada uno de sus consumidores [2], [3]. Para ello, los modelos
basados en agentes (ABM) [4], [5] proveen una infraestructura
adecuada. ABM es una técnica de modelado descriptivo (una
agregacion de muchas decisiones individuales de cada agente)
que ayuda al disefiador y al profesional de marketing a en-
tender mejor el mercado y su comportamiento. En la mayoria
de los casos, modelar comportamientos individuales es mas
simple y mas preciso que modelar el comportamiento del
sistema completo por reglas globales. Los ABM se han apli-
cado con éxito en otras areas tan diversas como economia [6],
politica [7] y sistemas de confianza social [8].

La mayoria de los ABM para marketing existentes repre-
sentan las opiniones del consumidor usando valores numeri-
cos [9]. Esta es una representacion poco realista de este tipo de
informacion cualitativa. Ademas, las opiniones del consumidor
se definen normalmente usando datos de cuestionarios disponi-
bles para la compafiia, los cuales son cominmente respondidos
en términos lingiiisticos. Por tanto, manejar valores numéricos
requiere el preproceso adicional para transformar las respues-
tas linguisticas de los cuestionarios en datos exactos, con lo
que el disefio del modelo es mas complejo y suele provocar
una pérdida de informacion en la representacion.

En este trabajo, se desarrolla un ABM para modelar mer-
cados virtuales con una representacion realista de las per-
cepciones del consumidor, la cual estd basada en variables
linguisticas difusas [10]-[12]. Esta informacion permite dar
valores difusos (p.ej., a cada una de las caracteristicas de los
productos (p.ej., precio, calidad o gusto) [13]. En concreto,
representamos estas percepciones usando el modelo lingiistico
2-tuplas [14], que consisten en un par formado por una
etiqueta lingdistica y un desplazamiento simbélico. Como se
explica en [13], esta representacion solventa los inconvenientes
de otros enfoques linglisticos difusos ordinales [15] ya que
permite asignar valores diferentes a dos variables que tengan
la misma etiqueta lingliistica (teniendo dos valores diferentes
en el desplazamiento simbolico). Ademas, esta representacion
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es sustancialmente més realista que otras representaciones
existentes y estandares como los valores numéricos u otro tipo
de valores exactos.

Dado que cada agente tiene una percepcion sobre cada
caracteristica de los productos del mercado, se propone una
heuristica de toma de decisiones difusa que agrega dichas
percepciones lingisticas difusas para calcular una valoracion
global de cada producto para el consumidor y elegir uno de
ellos, lo cual simula el proceso de compra de los consumido-
res. Dado que las percepciones del consumidor se representan
con variables lingisticas difusas y tienen un vector de pesos
asociado a cada variable (driver), su agregacion se puede rea-
lizar con el operador promedio ponderado para 2-tuplas [14].

De este modo, el ABM para el analisis de comportamiento
de consumidor con representacion linguistica difusa presenta-
do en [13] representa adecuadamente varias caracteristicas del
comportamiento real del consumidor, pero no considera meca-
nismos mas complejos como procesos de boca a boca en redes
sociales u otro tipo de interacciones complejas entre agentes.
Para avanzar en el disefio de un ABM realista para marketing,
en este trabajo se introducen dos importantes modificaciones
con respecto a dicho modelo. Primero, las decisiones del
consumidor raramente son completamente deterministas. En
nuestro sistema, este comportamiento se modela por medio
de una funcion probabilistica de maximizacion de la utilidad
proporcional a las valoraciones agregadas de los productos,
a diferencia de la estrategia plenamente determinista usada
en [13]. Segundo, los consumidores no siempre conocen todas
las marcas en el mercado. En el ABM propuesto en este
trabajo, se incluye esta informacion definiendo las marcas de
las que cada agente tiene conocimiento. Este tipo de infor-
macion estd disponible normalmente en datos de encuestas
sobre el consumidor facilitado por agencias de marketing.
Nuestra heuristica de toma de decisiones implementa un
filtro de conocimiento de marca, de forma que los agentes
consumidores sblo pueden comprar productos que conocen.

El modelo propuesto se evalla nuestro sistema en un caso
de estudio de marketing real, comparando su rendimiento con
el de otras representaciones tradicionales de las percepciones
del consumidor, analizando su precision con respecto a datos
reales que representan las ventas en este mercado. El anélisis
experimental muestra que nuestro modelo es mas preciso.

El resto de este trabajo se organiza asi: en la Sec. Il
se describen conceptos preliminares; el ABM propuesto se
presenta en Sec. IlI; en la Sec. IV se presenta una evaluacion
experimental del modelo; y finalmente se concluye en la
Sec. V.

II. CONTEXTO

II-A. Representacion numérica de las preferencias del con-
sumidor usando datos de encuestas

Los sistemas ABM para marketing normalmente requieren
de una definicion de las percepciones del consumidor para
cada marca del mercado, con el fin de simular un mercado
virtual realista. Estas percepciones se obtienen de datos de
encuestas y estudios de salud de marca de consumidores

reales, facilitados por renombradas consultoras de marketing
como Kantar Millward-Brown [16]. Estos datos se estructuran
en forma de encuestas incluyendo conjuntos de respuestas a
una seria de preguntas sobre las marcas [17].

En algunos casos, las respuestas de las encuestas se recogen
directamente en la misma escala requerida por el ABM, un
valor real en el intervalo [0, 10], representando O la percepcion
més negativa, 5 una percepcion neutral, y 10 la percepcion
mas positiva. Sin embargo, la situacion mas habitual es
que las respuestas de las encuestas muestren una naturaleza
lingiistica. En estos casos, se requiere un preprocesado manual
de las respuestas para traducirlas a la escala [0,10], con la
consecuente pérdida de informacion. Por tanto, este problema
se aborda mejor trabajando directamente con las valoraciones
lingiiisticas siguiendo un enfoque lingdistico difuso en lugar
de transformarlas a valores numéricos.

I1-B. Variables linglisticas

Las variables lingiisticas [10]-[12] toman como valores
palabras o frases en el lenguaje natural. Se usan en enfoques
linguisticos difusos, donde el problema requiere manejar as-
pectos cualitativos [15]. Este es un requerimiento tipico en
muchos contextos, donde la representacion de la informacion
mas directa y realista es claramente el lenguaje natural.

En el enfoque lingiistico difuso ordinal, un caso especial de
enfoques linguisticos difusos, las variables lingiisticas toman
valores de un conjunto predefinido y totalmente ordenado de
etiquetas linguisticas S = {so, ..., sy} de tamafio finito |S| =
g + 1. Se considera la definicion convencional de conjunto
ordenado donde [sis; [Sl.sj<sj = i<].

En este trabajo, consideramos funciones de pertenencia
triangulares para las variables lingiisticas. En la Figura 1 se
representa un ejemplo de esta pertenencia difusa. En concreto,
se usa una funcién de pertenencia triangular definida en el
intervalo [0, 1] para un conjunto de 5 etiquetas linguisticas
{muyMala, mala, neutra, buena, muyBuena} de la varia-
ble lingdiistica.

El manejo de variables linglisticas difusas normalmente
requiere agregar su informacibn, es decir, los valores de
estas variables. Un enfoque com(n es aproximar estos va-
lores lingiiisticos con valores numéricos correspondientes a
su indice en el conjunto ordenado de etiquetas {0,1,...,9},
agregarlos con métodos comunes, obteniendo un valor real
intermedio B [0, ], y finalmente aproximar este valor
intermedio a una etiqueta linguistica del conjunto original [18].
Para ello, se definen dos operadores para aproximar variables
lingliisticas a nimeros y vice versa:

Definicion 1 (Aproximaciones Numérico-Lingdisticas del mo-
delo simbo6lico lingiistico computacional ordinal). Dado un
namero real B [0, g] y una etiqueta linglistica sk, siendo
k la posicion de la etiqueta sk en el conjunto ordenado
de etiquetas lingliisticas S = {so,...,Sq} del que la va-
riable linglistica v toma valores, se definen las siguientes
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0 1
Figura 1.  Funciobn de pertenencia triangular para variables lingiisticas en el intervalo [0,1] para el conjunto de etiquetas lingiisticas

{muyMala, mala, neutra, buena, muyBuena}. Se incluye también la 2-tupla correspondiente a la aproximacion A(2,56) = [huena, —0,44[]

aproximaciones numérico-lingtisticas A™: S - {0,...,g} y
A:[0,g] - S como:

A%Sk) =k

AP) =sk st Leksmimk [Ask) — Bl < [Asi) — B [

CorsTizk+1 1ACsk) — Bl = |1AYsi) — Bl

En resumen, el valor numérico asociado a una etiqueta
lingliistica sk corresponde con su posicion en el orden del
conjunto y la etiqueta asociada al valor numérico B es la mas
cercana de acuerdo a los valores numéricos de las etiquetas en
la escala [0, g]. En el caso de que B quede justo en el punto
medio entre dos etiquetas, por convenio se asigna a la menor
en el orden.

II-C. El operador de agregacion promedio ponderado para
variables linguisticas

Existe una amplia variedad de operadores de agregacion
en la literatura que han sido adaptados para trabajar con
variables linguisticas [18], destacando el operador OWA [19]
debido a su gran versatilidad. En nuestro caso, cada agente
consumidor tiene un peso asociado a cada driver, previamente
especificado, que representa sus preferencias de compra, por
lo que emplearemos el operador promedio ponderado.

Definicion 2 (Promedio ponderado para variables lingiisti-
cas [18]). Sean (ai,...,am) una serie de etiquetas linglisti-
cas a agregar, con a; [ 3,y sea W = {wy,...,wn} el
conjunto de pesos asociado. El operador promedio ponderado
de variables linglisticas se define como:

(R
OAW) = A(—=

donde las funciones A y AFson las aproximaciones numérico-
linguisticas definidas anteriormente.

En nu
[0,1] y ;w; = 1, por lo que tenemos una combinacion
lineal y el denominador vale 1.

I1-D. El modelo de representacion de 2-tuplas linguisticas

Un inconveniente del enfoque anterior es la pérdida de in-
formacion causada por la agregacion de etiquetas linguisticas.
Para resolver este problema, en [14] se propuso la represen-
tacion de 2-tuplas lingiisticas.

aso el vector de pesos W cumple que w; [ HI.

Definicion 3 (2-tupla lingiistica [14]). Una 2-tupla lingistica
es un par [Sk, alkn el que sk [Sles una etiqueta lingiistica
y a [J=30,5,0,5) es un desplazamiento simbolico que especi-
fica la traslacion de la funcién de pertenencia que representa
la etiqueta linglistica sk méas cercana si la informacion
linglistica resultante de un céalculo simbolico no corresponde
exactamente con una etiqueta del conjunto. El conjunto de 2-
tuplas asociado con S se define como S = S % [—0,5,0,5).

Definicion 4 (Aproximaciones Numérico-Lingiisticas de 2-tu-
plas linguisticas [14]). Dado un nGmero real B []D,g] y
una etiqueta linglistica sx [—3, se definen las siguientes
aproximaciones numérico-lingtiisticas A”: S - {0,...,g} y
A:[0,9] - S como:

AXsk, al=k +a
AB) = sk, altonde k = round(B) y a = —k

La funcion round devuelve el entero k [0, ...,g} mas
cercano a f3.

De este modo, una 2-tupla linguistica se vincula a un valor
numérico equivalente B en el intervalo de granularidad de S,
[0,9], y ese valor se obtiene a partir del valor numérico de
la etiqueta y el del desplazamiento. Por otro lado, un valor
numeérico B se asocia a una 2-tupla compuesta por la etiqueta
lingliistica méas cercana seg(n los valores numéricos de las
etiquetas en la escala [0, g] y al desplazamiento necesario para
hacer coincidir el valor de dicha etiqueta con el de 3.

Por tanto, el operador de agregacion promedio ponderado
de la Definicion 2 se puede aplicar directamente a 2-tuplas
lingliisticas usando las aproximaciones numérico-linguisticas
de la Definicion 4 [14]. Un ejemplo de estas aproximaciones
se muestra en la Figura 1, donde se ve como A(2,56) =
(buena, —0,44[]

MODELO BASADO EN AGENTES CON INFORMACION
LINGUISTICA DIFUSA Y CONOCIMIENTO DE MARCA

En esta seccion se define el ABM que simula el compor-
tamiento de un mercado con percepciones del consumidor
lingliisticas y una heuristicas de toma de decision lingisti-
ca. En nuestro modelo, usamos variables lingiisticas difusas
para representar los diferentes aspectos de cada marca o
producto (p.ej., precio, calidad, confort, ...). A estos aspectos
se les llama drivers dado que guian las elecciones de los
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consumidores. En concreto, usamos 2-tuplas lingiisticas para
almacenar las percepciones sobre los drivers que gobiernan el
comportamiento del mercado.

En nuestro modelo, los agentes representan consumidores
que llevan a cabo un proceso de toma de decisiones para
seleccionar un producto entre las marcas disponibles. Este
proceso se lleva a cabo segin sus propias percepciones y la
valoracion que le dan a cada marca. La poblacion de agentes
se organiza en segmentos, grupos de agentes muy similares en
términos de comportamiento. Todo ello nos permite simular
el comportamiento del mercado y realizar predicciones en él.

I1I-A.  Marcas

En nuestro ABM, las estrategias de toma de decision
de los consumidores (nicamente se llevan a cabo entre un
conjunto finito B = {by,...,by} de n marcas disponibles
en el mercado. Para modelar los atributos de cada marca,
se considera también un conjunto D = {di,...,dm} de m
drivers. Estos drivers son fijos para todas las marcas en el
mercados.

111-B.  Percepciones del consumidor

Todo consumidor esta representado por un agente en el
sistema. Cada agente tiene sus propias percepciones (positiva,
neutra 0 negativa) sobre cada driver de cada marca. Para
representar las preferencias de los drivers, se define para cada
agente X un vector de pesos W* = [wy,...,wy], tal que
todos los pesos deben estar en el intervalo [0, 1] y su suma
debe ser igual a 1. Estos pesos representan la importancia
de cada driver cuando un agente consumidor X realiza una
decision de compra.

Las percepciones del consumidor se modelan definiendo,
para cada agente x del ABM, una matriz de percepciones
P> de dimensiones n > m, donde cada elemento p;; B
representa la percepcion del agente x sobre el driver d; [0
de la marca b;j [CBl. En nuestro modelo, estas percepciones se
representan usando 2-tuplas linguisticas, todas ellas tomando
valores de un conjunto ordenado de etiquetas lingiiisticas
com(n (ver la Definiciéon 3). Esto nos permite representa la
vision cualitativa del consumidor sobre cada marca.

I1I-C. EIl conocimiento de marca del consumidor

En un mercado real, cada consumidor puede no tener cono-
cimiento de ciertas marcas. Para modelar esta informacion, se
define en nuestro modelo el conocimiento de marca de cada
agente. En concreto, para cada agente X, se define un vector
AX de n variables Booleanas, donde a* A representa si el
agente X tiene conocimiento de la marca b; [CB.

I11-D. Agentes consumidores

Basados en la caracterizacion de las marcas y de los consu-
midores presentada anteriormente, ahora pasamos a definir los
agentes consumidores. Notese que esta definicion representa el
estado mental de los consumidores, es decir, su conocimiento
sobre el mercado y sus percepciones sobre los productos
disponibles.

Definicion 5 (Agente consumidor). Un agente consumidor X
se define como la tupla [B*, W*, P*[Idonde A*, W* y P*
son respectivamente el vector de conocimiento de marca, el
vector de pesos de drivers y la matriz de percepciones en
2-tuplas linguisticas descritos anteriormente.

IlII-E. Heuristica de toma de decision

El proceso de toma de decision difusa de cada agente
consiste en seleccionar una de las marcas disponibles en el
ABM en funcion de sus percepciones sobre los drivers. Estas
decisiones simulan decisiones de compras de los consumido-
res en el mercado. El proceso se divide en dos pasos: (i)
la agregacion de las valoraciones de cada marca, y (ii) la
seleccion de una marca. En el primer paso, el agente necesita
agregar las percepciones de todos los drivers de cada marca.
Esta agregacion se calcula usando el operador de agregacion
promedio para 2-tuplas de la forma:

Definicion 6 (Valoracion de marca). Dados un agente con-
sumidor X y una marca b;, se define la valoracion de marca
as(x, bj) como la agregacion de sus percepciones para este
marca calculadas con el operador de agregacion promedio @:

as(x, bi) = e(PX, WX) = AW - A¢P)™))

donde P = [p{(,....P{m] es la fila i-ésima de la matriz
P>, WX es el vector de pesos de drivers del agente X, y Ay
APson las funciones de aproximacion numérico-linguisticas
para 2-tuplas de la Definicion 4 1.

El segundo es la seleccion de una marca en funcion de
la valoracion que el agente hace sobre cada marca. En este
trabajo se usa una funcion de maximizacion de la utilidad
probabilistica maxUtil®, que asigna a cada marca una proba-
bilidad proporcional a su valoracion y elige aleatoriamente una
marca utilizando una ruleta probabilistica. Se usa esta funcién
no determinista inspirada por trabajos previos en analisis de
marketing y comportamiento del consumidor [20]-[22].

Definicion 7 (Maximizacion de la utilidad probabilistica).
Para un agente consumidor X, la funcién de maximizacion de
utilidad probabilistica maxUtil® es la funcién probabilistica
de seleccion de marca que elige aleatoriamente una marca
usando una ruleta probabilistica con las siguiente probabili-
dades px para cada marca b; [CBI:

pX(bi) = eALéaS(vai)) = eWX'AL«PiX)T)

Sin pérdida de generalidad, estas probabilidades no norma-
lizadas qe—;puiaden normalizar simplemente como px(b;) =

Px (0i)/
IV. EVALUACION EXPERIMENTAL DEL MODELO

En esta seccion se presenta una evaluacion experimental
del ABM para marketing con representacion lingiistica difusa
en un caso de estudio real. En concreto, se presenta una
comparativa entre nuestro ABM y otros dos modelos que

bj raPx (05).

Lpor simplicidad, se han sobrecargado las funciones A y Alpara vectores
de la forma: A(B) = [A(bi)li<i=n Y ACA) = [AYai)]1<i<n.
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Unicamente difieren en la representacion de las percepciones
(el resto del modelo se mantiene sin ningln otro cambio).

Por una parte, se compara nuestro ABM frente a un modelo
con representacion numérica de las percepciones, en el inter-
valo [0, 10]. Por otra, se compara nuestro ABM frente a un
modelo simbolico lingiistico ordinal donde las percepciones
se representan usando etiquetas lingiisticas (usando el mismo
conjunto de etiquetas que en las 2-tuplas).

Los resultados de estos tres modelos se validan usando datos
reales que representan las ventas en un mercado concreto y
se analiza el rendimiento de los tres modelos midiendo su
precision en términos de prediccion en ventas (agregadas para
todos los agentes consumidores en el ABM).

IV-A.  Descripcion de las condiciones de simulacion del ABM

Para la inicializacion de los agentes se usan segmentos
de consumidores, es decir, grupos de consumidores con un
comportamiento similar. En nuestro ABM, todos los agentes
del mismo segmento se caracterizan por los mismos pesos
W >y similares percepciones P*, generadas aleatoriamente si-
guiendo una distribucién normal con media igual al promedio
del segmento y pequefia desviacion estandar.? Los segmentos
no introducen ningn cambio en el ABM, (nicamente afectan
a las percepciones de los agentes.

Para reducir la influencia de valores atipicos producidos por
la inicializacion aleatoria de las percepciones, cada ejecucion
del ABM esta compuesta por un nimero de simulaciones
Monte Carlo (MC). 3

IV-B. Validacibn en un caso de estudio real para marketing

En esta subseccion se presentan los resultados de la eje-
cucion del ABM. Los resultados representan el nimero de
elecciones en los que cada marca es elegida, considerando
que cada agente (nicamente lleva a cabo un Gnico proceso de
toma de decision.

En este caso de estudio, se ejecuta nuestro ABM con 1000
agentes, inicializando sus pesos de drivers y sus percepciones
usando estudios de marketing existentes. En los dos enfoques
linguiisticos difusos, se usan como etiquetas lingiisticas el
conjunto S = {mala, neutra, buena}. Este caso de estudio
contiene 5 marcas y 6 drivers.*

En nuestro estudio, se realizan dos experimentos diferentes,
uno usando el filtro de conocimiento de marca en la heuristica
de toma de decisiones y el otro sin usarlo. Cuando este
filtro esta activo, un agente s6lo es capaz de elegir aquellas
marcas sobre las que tiene conocimiento. Para desactivarlo,
sencillamente se establece al 100 % el conocimiento de marca
para todos los agentes y todas las marcas.

La Figura 2 muestra la comparativa de los tres modelos sin
usar el filtro de conocimiento de marca (izquierda) y usandolo
(derecha). Para ello, se presentan los diagramas de caja don-
de se representan los valores maximo, minimo, mediana, y

2En nuestros experimentos, se usa una desviacion estandar de 1,5.
3Cada ejecucion del ABM esta compuesta de 100 simulaciones MC.
4Los nombres de las marcas se han omitido por razones de anonimato.

cuartiles primero y tercero del nimero de elecciones de cada
marca.

Se observa que los resultados en ambos experimentos son
diferentes, para cualquier representacion de las percepciones
del consumidor. Se puede ver, por ejemplo, el nimero de
ventas de la marca2 usando la representacion lingiistica 2-
tuplas. Cuando no se considera el conocimiento de marca,
este nimero es mucho mayor que el nimero de ventas cuando
este filtro de conocimiento de marca esta activo. Ademas, se
pueden observar diferencias en los resultados de los tres mode-
los. Son especialmente significativas las diferencias de nuestro
ABM con respecto al modelo con etiquetas lingiisticas. Por
ejemplo, el nimero de consumidores que eligen la marca5 es
mucho menor en el ABM que modela las percepciones con
etiquetas lingtiisticas (con y sin conocimiento de marca).

Para medir la precision de cada modelo, se calcula como
estimadores del error el Error Absoluto Medio (MAE, Mean
Absolute Error) y la Raiz del Error Cuadratico Medio (RMSE,
Root Mean Squared Error) con respecto a datos reales (es
decir, ventas reales).

Cuadro |
MAE Y RMSE DE LOS TRES MODELOS CON RESPECTO A DATOS REALES,
CON Y SIN CONOCIMIENTO DE MARCA. MEJOR RESULTADO EN NEGRITA.

Estimador | Conocimiento | Representacion de las percepciones
del error de marca Numérica | 2-tuplas | Et. ling.
No 2.83 2.95 5.25
MAE Si 178 160 206
No 3.08 3.20 6.23
RMSE Si 214 195 2.98

Los valores de los estimadores MAE y RMSE para los
tres modelos se reportan en el Cuadro I. Se puede observar
que los modelos con representaciones de las percepciones
del consumidor en formatos numéricos y 2-tuplas son mucho
més precisos que el modelo con etiquetas linglisticas. Esto
es consecuencia de la representacion menos expresiva usada
en el modelo lingiiistico difuso ordinal. Se hace énfasis en
que este problema no aparece en nuestro ABM basado en la
representacion lingiistica 2-tuplas. Ademas, se puede observar
que el rendimiento de cada modelo es mucho peor cuando el
filtro de conocimiento de marca no esta activo. Esto sugiere
que el concomiendo de marca es otra componente fundamental
para simular un mercado con precision. De hecho, el modelo
mas preciso para ambos estimadores del error (MAE y RMSE)
es aquel que representa las percepciones del consumidor
usando 2-tuplas lingdiisticas y usando el filtro de conocimiento
de marca, es decir, el modelo presentado en este trabajo.

V. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo se ha presentado un modelo lingiistico
difuso para representar las percepciones de los consumidores,
asi como una heuristica de toma de decisiones que las maneja
y que se usa para simular las compras de los consumidores.
Todo ello se integra en un ABM para el analisis en marketing,
donde los agentes representan a los consumidores del mercado.
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FILTRO DE CONOCIMIENTO DE MARCA INACTIVO

400 T T

%g%

T T
datozs rea:es —
—tuplas ——
350 | numerico
etiquetas ling.

300
250
200

150 |-

numero de elecciones

100

50 1

0 L L L L L
marcal marca2 marca3 marca4 marca5

namero de elecciones

FILTRO DE CONOCIMIENTO DE MARCA ACTIVO
400

T T T T
datozs rea}es —
—tuplas ——1

350 | numeérico

etiquetas ling.

300
250 b
200
150 |-

100 77%

50 [ 1

0 L L L L L
marcal marca2 marca3 marca4 marcas

Figura 2. Comparacion de las representaciones de percepciones sin usar el filtro de conocimiento de marca (izquierda) y usandolo (derecha).

Las percepciones de los consumidores son normalmente
aspectos cualitativos. En nuestro modelo, se usan 2-tuplas
linglisticas, las cuales no sufren ninguna pérdida de informa-
cion, incluso en el proceso de agregacion de la informacion.
En la vida real, los consumidores tienen un conocimiento
de marca limitado, por lo que hemos incorporado también
esta informacion en nuestro sistema para hacerlo mas rea-
lista. Hemos definido una heuristica no determinista basada
en las valoraciones que cada consumidor realiza sobre cada
producto para simular el proceso de toma de decisiones de
compra. Se han analizado experimentalmente los resultados
de nuestro ABM en un caso de estudio de marketing real a
gran escala, mostrando diferencias notables en los diferentes
escenarios donde Unicamente se modifica la representacion de
las percepciones del consumidor (sin alterar sus valores), y
ademas se ha estudiado la influencia de incluir informacion
sobre el conocimiento de marca del consumidor en el modelo.

Como trabajo futuro, se planea extender este ABM para
marketing basado en 2-tuplas lingiiisticas en dos direcciones.
Por una parte, se planea investigar otras heuristicas de tomas
de decision en nuestro sistema [20]-[22], adaptandolas para
manejar informacion lingiistica difusa. Por otra, se planea
extender nuestro ABM para marketing incorporando compor-
tamiento temporal para construir simulaciones con eventos
discretos [3]-[5]. De esta forma, las percepciones de cada
consumidor pueden cambiar a lo largo del tiempo, y por tanto,
se puede analizar como esto afecta a los resultados de la toma
de decisiones.
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Generacion de descripciones lingisticas de la
contaminacion acustica diaria en zonas urbanas
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Abstract—Uno de los mayores problemas que preocupan a la
sociedad actual es la contaminacion, distinguiéndose diferentes
tipos, por ejemplo, aclstica, ambiental, térmica, etc. Entre
ellas, la contaminacion acUstica causa serios problemas a los
ciudadanos porque es continua durante gran parte del dia, debido
a que en su mayoria es causada por el trafico. Por otro lado, las
grandes ciudades aportan una gran cantidad de datos obtenidos
diariamente gracias a la sensorizacion derivada del concepto de
“ciudades inteligentes”, lo que permite visualizar la informacion
de las zonas sensorizadas y alertar a las instituciones de los
problemas y, a los ciudadanos, conocer la situacion de la contam-
inacion aclstica en base a datos para poder realizar las quejas
y denuncias pertinentes a las instituciones. Una forma univer-
salmente comprensible de mostrar la informacién contenida en
los datos capturados es la generacion de descripciones lingiisticas
gue sinteticen la informacion que reside en los datos. Este trabajo
presenta un método para generar descripciones lingUisticas a
partir de los datos de contaminacion acUstica capturados por
las estaciones de medicion de ruido. Se presentara un método
de generacion de descripciones de un dia que considera los
periodos diarios en los que se estructuran los datos tomados de las
estaciones (diurno, vespertino, nocturno y diurno completo). Para
probar el método propuesto, se han utilizado los datos disponibles
de la ciudad de Madrid para generar descripciones que permitan
analizar la influencia de Covid-19 en la contaminacion acUstica.

Index Terms—descripcion lingiistica, logica difusa, contami-
nacion aclstica, Covid-19

I. INTRODUCCION

Hoy en dia existe una gran concienciacién sobre los proble-
mas medioambientales y esto hace que las instituciones lleven
a cabo iniciativas para mejorar la situacion. La contaminaci6n
es uno de los problemas ambientales que mas atencion recibe
debido a su impacto en la salud de las personas y otros seres
vivos. Entre ellos se encuentra la contaminacion ac(stica, que
llamaremos ruido, y que puede definirse como el exceso de
sonido que altera las condiciones ambientales de una zona
determinada. El ruido tiene graves consecuencias de todo tipo
para quienes lo padecen, siendo los problemas mas destacados:
los problemas auditivos por estar sometidos de forma habitual
a un exceso de ruido en el ambiente, los problemas de
suefio (alteracion del ciclo del suefio, insomnio, somnolencia

Este trabajo ha sido financiado por el Departamento de Tecnologias y
Sistemas de Informacion de la Universidad de Castilla-La Mancha, por la
Escuela de Ingenieria Industrial y Aeroespacial de Toledo y por la Escuela
Superior de Informatica de Ciudad Real.

Luis Jimenez-Linares
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Ciudad Real, Spain
luis.jimenez@uclm.es

Luis Rodriguez-Benitez
Escuela Superior de Informatica

Ciudad Real, Spain
luis.rodriguez@uclm.es

durante el dia, cansancio, etc.), los problemas psicologicos
(irritabilidad, estrés, ansiedad, etc.) y los fisiologicos (aumento
del ritmo cardiaco y respiratorio o de la presion arterial). En
las grandes ciudades, las fuentes de ruido son muy diversas,
siendo las mas importantes el trafico y la construccion, aunque
también se debe a la actividad de las personas en la ciudad.
La Organizacion Mundial de la Salud (OMS) recomienda no
superar los 65 decibelios durante el dia y los 55 durante la
noche.

Ademas, las ciudades estan aplicando el concepto de
“ciudades inteligentes” para lograr una mayor sostenibilidad
econdmica, social y medioambiental mediante el uso de las
tecnologias de la informacion y la comunicacion (TIC). La
aplicacion de las TIC crea infraestructuras que pretenden
garantizar un desarrollo sostenible, un aumento de la calidad
de vida de los ciudadanos, una mayor eficiencia de los recursos
disponibles y una participacion ciudadana activa. Por ello,
las ciudades disponen de datos diarios procedentes de muy
diversas fuentes, entre las que se encuentran las estaciones
de medicion de ruido, que pueden utilizarse para lograr la
sostenibilidad deseada. A partir de ellos, se puede obtener
informacion sobre el ruido de las zonas sensorizadas, lo que
permite alertar a las instituciones para que tomen las medidas
oportunas, y se puede informar a los ciudadanos de la situacion
de la contaminacion acUstica en base a los datos para que
puedan realizar protestas ante las instituciones en base a
informacion contrastada.

Para que la informacion contenida en los datos sea com-
prensible para cualquiera, se utilizan descripciones lingdiisticas
generadas automaticamente. La l6gica difusa se puede utilizar
para el tratamiento de los datos de ruido, encontrando en
la literatura trabajos que evalGan el riesgo [1], [2], realizan
un analisis del ruido [3], [4], predicen el ruido [5], crean
disefios tratando de evitar el ruido [6], etc. Este trabajo
presenta un método para generar descripciones lingiisticas
diarias a partir de los datos de ruido captados por las estaciones
de medicién que considera los cuatro periodos diarios para
los que se dispone de informacion (dia, tarde, noche y dia
completo). Para probar el método propuesto, se han utilizado
los datos disponibles de la ciudad de Madrid para generar
descripciones que permitan analizar la influencia de Covid-19
en la contaminacion acustica.
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El resto del documento estd organizado como sigue: la
Seccion Il describe algunos conceptos relevantes en relacion
con el sonido y el ruido. La Seccion Il presenta el proceso
llevado a cabo para representar y clasificar el ruido utilizando
conjuntos difusos. La Seccion 1V muestra nuestra propuesta
para generar descripciones linguisticas de un dia. La Seccion
V presenta algunas pruebas realizadas con datos de ruido en
cinco zonas de Madrid para realizar una primera aproximacion
a la deteccion del efecto del encierro domiciliario debido a
Covid-19. Finalmente, las conclusiones y los trabajos futuros
se detallarén en la Seccion VI.

II. CONTAMINACION ACUSTICA

Las definiciones de sonido, acistica y ruido [7] que se dan
a continuacion son necesarias para la correcta comprension de
este trabajo. El sonido se define como la variacién de presion
producida en un medio (s6lido, liquido o gaseoso) por un
elemento vibrante que puede ser detectado por el oido humano.
La aclstica puede definirse como la ciencia que se ocupa
de la produccién, control, transmision, recepcion y efectos
del sonido. El ruido se define como un conjunto de sonidos
inarmonicos o desafinados que resultan desagradables para el
oido humano, es decir, un sonido molesto.

La medicion del ruido esta influida por la distancia a la
fuente de ruido, que puede ser una fuente puntual, una fuente
espacial o una fuente lineal. En las ciudades, la principal fuente
de ruido es el trafico, por ejemplo, en Espafia es la causa del
99% del ruido urbano. El estudio del ruido utiliza las mismas
magnitudes que para el sonido, que en su expresion mas simple
produce la formacion de una onda sinusoidal con las siguientes
magnitudes: velocidad, longitud de onda, periodo y amplitud.

Dos conceptos importantes en la medicion del ruido que a
veces se confunden, probablemente porque ambos se miden
en decibelios (dB), son el “nivel de potencia sonora” y el
“nivel de presion sonora”. El nivel de potencia sonora emitido
por una fuente sonora determina la cantidad de ruido que
produce, mientras que el nivel de presion sonora determina
la cantidad de sonido que llega a un punto determinado. El
nivel de presion sonora depende de factores como la distancia
de la fuente al foco, la direccion o la existencia de otros ruidos
en el entorno (ruido de fondo).

Las estaciones de medicion de ruido, conocidas como esta-
ciones NMT, suelen utilizar el nivel de presion sonora ponder-
ado A (dBA) para medir el ruido en una zona. En este trabajo
hemos utilizado datos de ruido extraidos de la pagina web del
“Portal de datos abiertos del Ayuntamiento de Madrid”!. Los
conjuntos de datos proporcionan seis mediciones de presion
sonora para cada uno de los cuatro periodos de tiempo en los
que se puede dividir un dia. El primer periodo corresponde al
dia completo (T) mientras que los otros tres periodos dividen
el dia en el periodo diurno (D) de 7:00 a 19:00, el periodo
vespertino (E) de 19:00 a 23:00 y el periodo nocturno (N)
de 23:00 a 7:00. Para cada periodo, la medida Laeq €s el
nivel de presion sonora continuo equivalente ponderado A

Lhttps://cutt.ly/Lj6O0XP

determinado a lo largo de todo el dia (periodo T). Ademas,
se proporcionan otras cinco medidas de presién sonora con
ponderacion de frecuencia A y ponderacion de tiempo lento
para indicar el nivel que se supera durante un tiempo de
observacion. Estas medidas son Laso1, Las10, Lasso, Lasoo
Yy Lasgo para indicar el ruido superado durante 1%, 10%,
50%, 90% y 99% respectivamente. Los valores de Laso1 Y
Lasge Se aproximan al ruido minimo y maximo alcanzado
durante el periodo estudiado respectivamente. En la Tabla |
se detalla una muestra correspondiente al 9 de abril de 2020
de la estacion situada en la Plaza del Emperador Carlos V de
Madrid, donde se muestran los cuatro periodos en las filas y
las seis mediciones para cada uno de estos periodos en las
columnas.

TABLA |
MUESTRAS DE UN DiA EN LA ESTACION NMT CARLOS V DE MADRID
Periodo | Laeq | Lasor | Lasio | Lasso | Lasoo | Lasoo
D 62.1 69.5 64.8 58.4 52.6 48.7
E 63.5 71.2 66.8 60.2 54.3 50.6
N 59.5 68.0 61.7 54.1 46.4 43.0
T 61.7 69.8 64.8 575 50.2 44.0

111. DESCRIPCION LINGUISTICA DEL RUIDO

En esta seccion se muestra como se pueden representar los
datos de ruido para ser utilizados en la generacion de de-
scripciones, también se detallan algunos conceptos utilizados
por el método presentado para generar las descripciones. En
concreto, se utiliza la logica difusa, ya que permite representar
lingliisticamente valores numéricos interrelacionados, como es
el caso de las mediciones de presion sonora. Para representar
los valores de un periodo se utiliza un conjunto difuso con
una funcion de pertenencia gaussiana (Seccion Il1-A). Para
categorizar estos conjuntos difusos, hemos creado un con-
junto de etiquetas lingiiisticas con una funcién de pertenencia
gaussiana que representa las clases en las que se clasifica el
ruido (Seccion 111-B). Finalmente, para clasificar el ruido de
un periodo, se compara el conjunto difuso gaussiano con las
etiquetas del conjunto de etiquetas (las clases) seleccionando
la clase que ofrece la mayor interseccion con el conjunto
(Seccion 111-C).

A. Obtencion de un conjunto difuso con funcion de pertenen-
cia gaussiana a partir de datos con ruido

Las medidas Laso1, Lasio. Lasso, Laseo Y Lasgs se
utilizaran para generar un conjunto difuso que represente
una muestra de un periodo. La informacion obtenida de las
estaciones permite conocer la distribucion de los valores que
superan un umbral durante un 1%, 10%, 50%, 90% y 99%
que pueden ser representados por un conjunto difuso con una
funcion de pertenencia gaussiana. La funcién gaussiana esta
definida por la Ecuacion 1.

(x—b)?

a [el 2t 1)
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donde a, b y ¢ son constantes realesy ¢ > 1. a es el
valor maximo que toma la funcion, b es la posicién
central de la funcién y c la desviacion tipica que rige
la amplitud de la funcioén.

En este trabajo se han utilizado los siguientes valores para
estos tres parametros: a = 1 (una funciéon de pertenencia
da valores de salida en el intervalo [0,1]), b = p (media
aritmética) y ¢ = o (desviacion estandar). Como puede verse,
la funcion gaussiana estd determinada por la media y la
desviacion estandar. Por tanto, para obtener el conjunto difuso
que la representa, hay que calcular estos dos valores para
Laso1, Lasio0, Lasso, Laseo Y Lasge. Por ejemplo, para el
dia completo que se muestra en la Gltima fila de la Tabla I (pe-
riodo T) se utiliza como entrada [69.8, 64.8,57.5,50.2, 44.0],
entonces p = 57.26 y 0 = 9.38, aplicando la ecuacion se
obtiene el conjunto difuso mostrado en la Figura 1. Como se
puede observar, establece el centro en 57.26 y para x =44 y
X = 69.8 tiene valores muy bajos.

1.0 A

0.8 1

0.6

0.4

0.2 A

0.0 A

20 30 40 50 60 70 80 920

Fig. 1. Conjunto obtenido para el periodo T mostrado en la Gltima fila de la
Tabla I.

B. Clasificacion de la contaminacion ambiental mediante con-
juntos difusos

Para clasificar los conjuntos difusos obtenidos en el apartado
anterior, se necesita un conjunto de etiquetas linglisticas
que definan las clases a considerar, que se denominaran
CLASSES. El proceso para obtener las etiquetas que rep-
resentan las clases es el mismo que el utilizado para calcular
los conjuntos difusos. Con la ayuda de un experto, se han
definido los valores Laso1, Lasio, Lasso, Lasgo Yy Lasoo
para cada etiqueta del conjunto que definen la clase (Tabla II),
generando posteriormente la etiqueta con funcién de pertenen-
cia gaussiana mediante el método mostrado anteriormente. Se
han seguido las directrices de la OMS, definiendo el “ruido
molesto” en un valor cercano a 60 dBA y clasificando el “ruido
perjudicial” en 70 dBA o superior, mientras que las otras tres
etiquetas dividen el ruido no molesto para el oido humano
en tres clases (nulo, imperceptible y aceptable). La Figura 2

muestra graficamente las etiquetas obtenidas para cada clase.
Obsérvese que las etiquetas podrian hacer uso de cualquier
otro tipo de funcion de pertenencia, por ejemplo, trapezoidal,
triangular, etc.

TABLA |1
VALORES DE Laso1, Las10, Lass0, LAasoo Y Lasgg UTILIZADOS PARA
DETERMINAR LAS CLASES

Periodo Lasor | Lasio | Lasso | Lasso | Lasoo
nulo 20.0 25.0 30.0 35.0 40.0
imperceptible 30.0 35.0 40.0 45.0 50.0
aceptable 40.0 45.0 50.0 55.0 60.0
molesto 50.0 55.0 60.0 65.0 70.0
perjudicial 60.0 65.0 70.0 75.0 80.0
— null
unnoticeable
1.0 4 —— acceptable
—— annoying
—— harmful
0.8 1
0.6 A
0.4 -
0.2 1
0.0 A
0 20 40 60 80 100
Fig. 2.  Conjunto de etiquetas linglisticas para clasificar el ruido

(CLASSES).

C. Clasificacion de un conjunto difuso mediante el conjunto
de etiquetas que clasifica el ruido

Una vez que la informacion de entrada se puede repre-
sentar como un conjunto difuso y se dispone del conjunto
CLASSES para su clasificacion, queda detallar la forma
en que se realiza el proceso de clasificacion, que se basa
en el concepto de interseccion entre conjuntos difusos. La
interseccion entre dos conjuntos difusos A y B se define
como otro conjunto difuso C cuya funcion de pertenencia es
Hc (X) = pa(X) nup (X). La Figura 3 muestra varios ejemplos
de la interseccion de un conjunto difuso y una etiqueta con
el conjunto de interseccion resultante entre los dos conjuntos
resaltados en verde.

Para clasificar un conjunto difuso se realiza la interseccion
de las etiquetas CLASSES con el conjunto difuso, seleccio-
nando la clase que ofrece la mayor interseccion de todas, es
decir, se asigna la clase de CLASSES cuya interseccion con
el conjunto difuso cubre el mayor porcentaje de la funcion
de pertenencia del conjunto difuso a comparar. Por ejemplo,
en la Figura 3 se muestra la comparacion del conjunto difuso
T con las etiquetas de clase aceptable, molesto y perjudicial.
Dado que la interseccion cubre 58%, 73% y 38% del area



7= XIX Conferencia de la Asociacion Espanola para la Inteligencia Arti cial

289

de la funcion de pertenencia de T para estas tres clases se
determina que la clase del conjunto difuso T es molesto. De
este modo, la clase de un ruido puede obtenerse mediante un
conjunto de etiquetas.

— T
acceptable

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

20 30 40 50 60 70 80 90

(a) y perjudicial T y aceptable (58%)

—T
annoying

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

20 30 40 50 60 70 80 90

(b) Interseccion entre T y molesto (73%)

—_T
harmful

0.8
0.6
0.4
0.2

0.0 —
20 30 40 50 60 70 80 90 100

(c) Interseccion entre T y perjudicial (38%)

Fig. 3. Ejemplos de seleccion de clases de un conjunto difuso T

IV. GENERACION DE DESCRIPCIONES LINGUISTICAS

A continuacién se presenta el método propuesto para
generar una descripcion de los datos diarios que hace uso de
los conceptos mostrados en el apartado anterior. Para generar
las descripciones diarias se utilizaran los cuatro periodos diar-
ios (D, E, N, T) y las cinco medidas Laso1, Las10, Lasso,
Lasoo Y Lasgo de cada periodo. EI Algoritmo 1 muestra los
pasos seguidos para la generacion de la descripcion. Necesita
como entrada un vector que contenga las medidas del dia para
cada periodo, Ilamado DAT A. Las sentencias que componen
el algoritmo son las siguientes:

- Linea 1: calcula el conjunto de etiquetas que representan
las clases como se muestra en la seccion I11-B y genera

Algorithm 1 Descripcion del comportamiento de un dia

1: CLASSES ~ ObteniendoClases() {Seccion IlI-B. }
{El siguiente bucle calcula las gaussianas (Secci6n
11-A).}

2: for period(p) in [T,D, E,N] do

3:  GAUSSIp] - CalcularGaussiana(DAT A[p]) {DATA

es un vector que contiene los datos de entrada. GAUSS
es un vector que contiene las gaussianas de cada peri-
odo.}

4: end for
{El siguiente bucle calcula los vectores LABEL vy
PERC.}

5. for period(p) in [T,D, E,N] do

6: LABEL[p] < SelecClass(GAUSS[p], CLASSES)

{Seccion 111-C}
7. PERC[LABEL[p]] -
CLASSES[LABEL]Jp]D

8: end for
{description es la descripcion generada utilizando
MAXIMA}

9: description — GenerarPlantilla(M AXIMA)

Interseccion(GAU SS|p],

el conjunto de etiquetas CLASSES que contiene las
etiquetas de las clases (Figura 2).

- Lineas 2-4: Este bucle obtiene los conjuntos difusos con
funcibn de pertenencia gaussiana que representan los
datos para cada uno de los periodos de las mediciones del
nivel de presion sonora (DAT A) y almacena el resultado
en el vector GAU SS. El método para completar este paso
se describio en la Seccion I1-A.

- Lineas 5-8: Este bucle calcula la clase que representa
cada uno de los periodos junto con el porcentaje de
area que cubre la funcion de pertenencia del conjunto
difuso de entrada por esa clase. Esto se hace realizando
la interseccion entre cada conjunto difuso en GAUSS
con las etiquetas en CLASSES. Se selecciona la clase
que cubre el mayor porcentaje del area de la funcion de
membresia del conjunto difuso (Seccion I11-C).

- Linea 6: obtiene la clase asignada al conjunto difuso
para ese periodo (GAUSS|class]) almacenandola en
LABEL.

- Linea 7: calcula el porcentaje del conjunto
GAUSS|class] que cubre la interseccion
con la etiqueta seleccionada de CLASSES

(CLASSES[LABEL|[period]]) y lo almacena en
el vector PERC.
- Linea 9: genera la descripcion lingtistica utilizando

LABEL y PERC para completar la siguiente plantilla:
En general, fue un dia con ruido LABELJ[T]
durante el PERC[T]% del tiempo. Durante el
dia hubo un ruido LABEL[D] que ocupd el
PERC[D]% del tiempo. Por la noche, durante
el PERC[E]% del tiempo, se produjo un ruido
LABEL[E]. Por (ltimo, fue una noche con un ruido
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LABEL[N] durante PERC[N]% de su tiempo

Fig. 4. Ubicacion de las zonas de medicion utilizadas en las pruebas.

V. TESTS

Para probar el método presentado se han generado descrip-
ciones para cinco areas de Madrid situadas en zonas con
diferentes caracteristicas identificadas en la Figura 4. Situadas
en el centro de Madrid se encuentran las estaciones de Plaza
del Carmen (circulo verde) y Carlos V (circulo azul), que
son zonas con bastante vida urbana y trafico, especialmente la
Plaza del Emperador Carlos V, cercana al nudo de comunica-
ciones de Atocha. Algo alejadas del centro estan las estaciones
de EIl Barrio del Pilar (circulo rojo), situada en la Avenida de
Monforte Lemos junto al Parque de la Vaguada, y Campo de
las Naciones (circulo granate), con la estacion situada en la
rotonda del monumento a Don Juan de Borbon, que tiene un
trafico constante. Lejos del centro esta la estacion de El Pardo
(circulo naranja), un barrio situado en un bosque, una zona
muy tranquila. Se han elegido dos miércoles para generar las
descripciones, concretamente el 5 de febrero de 2020 y el 1
de abril de 2020. El dia 5-2-2020 corresponde a una fecha
anterior a la del encierro domiciliario de Espafia por Covid-
19 (15 de marzo de 2020), es decir, representa la actividad
normal, mientras que el dia 1-4-2020 es un dia de encierro
domiciliario. De este modo, las descripciones nos permitiran
evaluar el efecto del confinamiento domiciliario en la contam-
inacion acUstica, aunque en el futuro se debera realizar un
estudio mas amplio para poder extraer conclusiones validas.
En el apartado de bibliografia, existen algunos estudios sobre

el efecto del Covid-19 en la contaminacion acUstica en grandes
ciudades, como Dublin [8], Roma [9] o Madrid [10].

TABLA Il
DESCRIPCION LINGUISTICA DE LA ESTACION DE MEDIDA CARLOS V

Carlos 5 (1-02-2020)

En general, fue un dia con ruido perjudicial durante el 71,0% del
tiempo. Durante el dia hubo ruido perjudicial el 98,0% del tiempo. Por
la tarde, durante el 99,0% del tiempo, se alcanz6 un ruido perjudicial.
Por (ltimo, por la noche hubo ruido molesto durante el 84,0% del
tiempo.

Carlos 5 (5-04-2020) - confinamiendo domiciliario

En general, fue un dia con ruido molesto durante el 80,0% del tiempo.
Durante el dia hubo ruidos molestos que ocuparon el 84,0% del
tiempo. Por la tarde, durante el 94,0% del tiempo, se alcanzd un ruido
molesto. Por @ltimo, por la noche hubo ruido molesto durante el 75,0%
del tiempo.

Tabla 1l muestra las descripciones obtenidas para la
estacion situada en Carlos V. Como se puede observar, se trata
de una zona muy ruidosa en dia laborable, obteniendo una
clasificacion de “ruido perjudicial” durante todos los periodos
y persistiendo durante la mayor parte del tiempo. Se observa
que durante el encierro recibe una clasificacion de ruido
menor, aunque se siguen manteniendo valores superiores a las
recomendaciones de la OMS durante casi todos los periodos
completos. Esto puede deberse a la concentracion de trafico
continuo e intenso en la zona.

TABLA IV
DESCRIPCION LINGUISTICA DE LA ESTACION DE MEDIDA DE LA PLAZA
DEL CARMEN

Plaza del Carmen (1-02-2020)

En general, fue un dia con ruido molesto durante el 76,0% del tiempo.
Durante el dia hubo ruido molesto el 91,0% del tiempo. Por la tarde,
durante el 95,0% del tiempo hubo ruido molesto. Por Gltimo, por la
noche hubo ruido molesto durante el 68,0% del tiempo.

Plaza del Carmen (5-04-2020) - confinamiento domiciliario

En general, fue un dia con un ruido aceptable durante el 73,0% del
tiempo. Durante el dia hubo un ruido aceptable durante el 60,0% del
tiempo. Por la tarde, durante el 75,0% del tiempo, se obtuvo un ruido
aceptable. Por @ltimo, por la noche hubo un ruido aceptable durante
el 76,0% del tiempo.

En la Tabla IV se detallan las descripciones obtenidas
para la estacion situada en la Plaza del Carmen. Durante
un dia laborable es una zona con ruido molesto durante
todo el dia, aunque se observa que por la noche el ruido
molesto se mantiene durante menos tiempo que el resto del
dia. El confinamiento caus6 un efecto positivo en esta zona
obteniendo un ruido aceptable durante més del 60% del tiempo
de todos los periodos.

La Tabla V muestra las descripciones de la estacion situada
en el Barrio del Pilar. En un dia laborable es un barrio ruidoso
todo el tiempo en los periodos diurnos y vespertinos, pero por
la noche se consigue un ruido aceptable. En confinamiento
la calidad de vida mejord con respecto a la contaminacion
aclstica, convirtiéndose en un barrio con un ruido aceptable
durante todo el dia. En este caso, esto se debe al fuerte des-
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